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MÉCHANIQUE 

ANALITIQUE; 
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rue  du  Foin  S.    Jacques, 


M.     D  C  C.      L  X  X  X  V  I  I  1. 

ArEC   Approbation    et   P rifilege    du  Roi. 


AVERTISSEMENT 


DE    LA    P  REMI  EUE    EDITION. 


On  a  ilcjà  plusieurs  Traités  de  Méchanique,  mais  le  plan  de  celui-ci 
est  entièrement  neuf.  Je  me  suis  proposé  de  réduire  la  théorie  de  cette 
Science,  et  l'art  de  résoudre  les  problèmes  qui  s'y  rapportent,  à  des 
formules  générales,  dont  le  simple  développement  donne  toutes  les 
équations  nécessaires  pour  la  solution  de  chaque  problème.  J'espère 
que  la  manière  dont  j'ai  tâché  de  remj)lir  cet  objet  ne  laissera  rien  à 
désirer. 

Ca'I  Ouvrage  aura  d'ailleurs  une  autre  utilité  :  il  réunira  et  présen- 
tera sous  un  même  point  de  vue  les  différents  principes  trouvés  jus- 
(lu'ici  pour  faciliter  la  solution  des  questions  de  Méchanique.  en  mon- 
trera la  liaison  et  la  dépendance  mutuelle,  et  mettra  à  portée  de  juger 
de  leur  justesse  et  de  leui'  étendue. 

Je  le  divise  en  deux  Parties  :  la  Statique  ou  la  Théorie  de  l'Ecpii- 
libre,  et  la  Dynamique  ou  la  Théorie  du  Mouvement;  et  chacune  de  ces 
Parties  traitera  séparément  des  corps  solides  et  des  fluides. 

On  ne  trouvera  point  de  Figures  dans  cet  Ouvrage.  Les  méthodes 
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(|iic  j'y  oxpiise  ni'  deinandciil  ni  constructions,  ni  raisonnements  tjéo- 
niétii(iiics  on  méclianiques,  mais  seulement  des  opérations  algébriques, 
assujetties  à  une  marche  régulière  et  uniforme.  Ceux  (|ui  aicncnt  l'Ana- 
lyse verront  avec  plaisir  la  Méchanique  en  devenir  une  noiiville 
branche,  et  me  sauront  gré  d'en  avoir  étendu  ainsi  le  domaine. 


E.XTRAIT  DES  REGISTRES 

DE     L  '  .\  C  A  DEMIE     H  ()  Y  .\  L  E     DES     SCIENCES. 


Du  vi/tfft-sejit  ftvi-icr  mil  sept  cent  tfuairf- vin^l-liiiit . 

Messieurs  de  la  Place,  Coiisix.  lk  (iesdre  el  moi,  u.vani  rendu  compte  d'un 
Ouvrage  intitulé  :  Méchanique  niudilique.  |)ar  M.  de  la  (1ka>ge,  l'Académie  a 
jugé  cet  Ouvrage  digne  de  son  approbation,  el  d'être  imprimé  sous  son  Pri- 
vilège. 

.le  certifie  cet  Exirail  conforme  aux  registres  de  l'Académie.  A  Paris,  ce 
a-  lévrier  1788. 

Le  Marquis  DE  CONDORCET. 


AVERTISSEMENT 

DE    LA    DEUXIÈME    ÉDITION. 


On  a  déjà  plusieurs  Traités  de  Mécanique,  mais  le  plan  do  celui-ci 
est  entièrement  neuf.  Je  me  suis  proposé  de  réduire  la  théorie  de  cette 
Science,  et  l'art  de  résoudre  les  problèmes  qui  s'y  rapportent,  à  des 
formules  générales,  dont  le  simple  développement  donne  toutes  les 
équations  nécessaires  pour  la  solution  de  chaque  problème. 

Cet  Ouvrage  aura  d'ailleurs  une  autre  utilité  :  il  réunira  et  présen- 
tera sous  un  même  point  de  vue  les  différents  principes  trouvés  jus- 
qu'ici pour  faciliter  la  solution  des  questions  de  Mécanique,  en  mon- 
trera la  liaison  et  la  dépendance  mutuelle,  et  mettra  à  portée  de  juger 
de  leur  justesse  et  de  leur  étendue. 

Je  le  divise  en  deux  Parties  :  la  Statique  ou  la  Théorie  de  l'Équi- 
libre, et  la  Dynamique  ou  la  Théorie  du  Mouvement;  et,  dans  chacune 
de  ces  Parties,  je  traite  séparément  des  corps  solides  et  des  fluides. 

On  ne  trouvera  point  de  Figures  dans  cet  Ouvrage.  Les  méthodes 
que  j'y  expose  ne  demandent  ni  constructions,  ni  raisonnements  géo- 
métriques ou  mécaniques,  mais  seulement  des  opérations  algébriques, 
assujetties  à  une  marche  régulière  et  uniforme.  Ceux  qui  aiment  l'A- 
nalyse verront  avec  plaisir  la  Mécanique  en  devenir  une  nouvelle 
branche,  et  me  sauront  gré  d'en  avoir  étendu  ainsi  le  domaine. 


MX  AVERTISi^EMENT 

Tel  »^st  II"  plan  que  j'avais  (à(li(''  do  remplir  dans  la  preinièro  t'dition 
de  ei-  Tiaitf,  |)iil)liée  en  1788.  Celle-ci  est,  à  pinsieurs  égards,  nii  Ou- 
vrage M((nveaii,  sur  le  luéinc  plan,  mais  plus  ample.  On  a  donné  [dus  de 
développemenl  aux  principes  et  aux  l'ormules  générales,  et  plus  d'é- 
tendue aux  ap|dicalions,  dans  les(|uelles  on  Irouvei'a  la  s(dutinii  des 
|»rineipaux  problèmes  qui  sont  du  ressort  de  la  Mécani(|ue. 

Ou  a  conservé  la  notation  ordinaire  ilii  Calcul  diil'éi'eMlicl.  p;Mce 
qu'idle  répond  au  système  des  iutiiiiun'ul  petits,  ailople  dans  ce  Traité. 
Lors(|u'on  a  bien  conçu  l'esprit  de  ce  système,  et  (ju'on  s'est  convaincu 
de  l'exactitude  de  ses  résultats  par  la  méthode  géométri(|ue  des  pre- 
Miii'res  et  dernières  raisons,  ou  par  la  méthode  analytique  des  fonctions 
dérivées,  on  peut  employer  les  infiniment  petits  comme  un  in>(iunienl 
sûr  et  commode  pour  abréger  et  simplifier  les  démonstrations.  C'est 
ainsi  ([u'on  abrège  les  démonstrations  des  Anciens  pai'  la  méthode 
des  indivisibles. 

Nous  allons  i!idi(|uer  les  principales  auiiuienlalions  (|ui  disliniiueni 
celle  éililion  d<'  la  |ii-écédente. 

La  première  Section  de  la  première  Partie  contient  nue  aiialysi>  plus 
complète  des  trois  principes  de  la  Statiijue,  avec  des  remar(|ues  nou- 
velles sur  la  nature  et  la  liaison  de  ces  principes;  elle  est  terminée 
par  une  démonstration  dirccle  du  principe  des  vitesses  \iiluidles,  et 
tout  il  fait  indépendante  des  deux  autres  principes. 

Dans  la  deuxii'ine  Section,  on  deuiouire  d'une  manièi'e  plu-^  lijiiin- 
reuse  i|iie  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  pour  un  immlire  ipud- 
coii(|ne  d(^  l'oi'ces  eu  éiinilibre,  peut  se  déduire  du  cas  où  il  n  \  :i  i|Ui' 
deux  l'oices,  ce  (|ui  rauii'ne  dii'eclenieul  ce  priu<ipe  a  celui  du  levier; 
lin  rediiil  il  une  liirme  plus  générale  les  equalions  qui  resiilli'iil  de  ce 
principe,  cl  l'on  donne  les  conditions  nécessaires  poui'  (pi'iiu  système 
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de  forces  soit  équivalent  à  un  autre  système  de  forces  et  puisse  le 
remplacer. 

Dans  la  troisième  Section,  on  établit  d'une  manière  plus  directe  les 
formules  des  mouvements  instantanés  de  rotation  et  de  la  composi- 
tion de  ces  mouvements,  et  l'on  en  déduit  la  théorie  des  moments  et 
de  leur  composition;  on  y  expose  une  propriété  peu  connue  du  centre 
de  gravité,  et  l'on  donne  une  nouvelle  démonstration  des  maxima  et 
minima  (|ui  ont  lieu  dans  l'état  d'équilibre. 

La  quatrième  Section  contient  des  formules  plus  générales  et  plus 
simples  pour  la  solution  des  problèmes  qui  dépendent  de  la  méthode 
des  variations;  et,  par  la  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  de 
l'équilibre  des  corps  de  figure  variable,  on  y  montre  comment  les 
questions  relatives  à  leur  équilibre  rentrent  dans  la  classe  de  celles 
qui  sont  connues  sous  le  nom  àe problème  général  des  isopéri/nètres,  et 
se  résolvent  de  la  même  manière. 

La  cinquième  Section  offre  quelques  problèmes  nouveaux  et  des 
remarques  importantes  sur  quelques-unes  des  solutions  déjà  données 
dans  la  première  édition. 

Dans  la  sixième  Section,  on  a  ajouté  quelques  détails  à  l'analyse 
historique  des  principes  de  l'Hydrostatique. 

On  a  donné,  dans  la  septième  Section,  plus  de  rigueur  et  de  géné- 
ralité au  calcul  des  variations  des  molécules  d'un  fluide,  et  l'on  a  rendu 
beaucoup  plus  simple  l'analyse  des  termes  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  la  masse  fluide;  on  a  déduit  de  ces  termes  la  théorie  de  l'ac- 
tion^des  fluides  sur  les  solides  qu'ils  recouvrent  ou  sur  les  parois  des 
vases  qui  les  renferment,  et  l'on  en  a  tiré  une  démonstration  directe  de 
ce  théorème  que,  dans  l'équilibre  d'un  solide  avec  un  fluide,  les  forces 
qui  agissent  sur  le  solide  sont  les  mêmes  que  si  le  fluide  ne  formait. 
XI.  c 


XVI 


WERTISSEMENT 


(ju'iinc  seule  masse  avec  le  solide.  On  u  ajouté  aussi,  tant  dans  cette 
Section  (|U('  dans  la  suivante,  (|ui  traite  de  ré(|nililir('  drs  lluidcs  élas- 
ti(|ues,  (iuei(|iies  applications  des  formules  générales  de  l'équilihre 
des  lluides. 

i,a  denxii'iue  Partie,  (jui  conlieni  la  Dynamique,  ofTre  un  plus  i,'i'and 
nombre  d'à  uarmen  ta  lions. 

Dans  la  première  Section,  on  a  lendu  plus  complilc  et  plus  exacte 
dans  (|uelques  points  l'analyse  liist()ri<|ue  des  principes  de  la  Dyua- 
nii(|ue. 

11  y  a  dans  la  deuxième  Section  une  addition  imporlaiilc.  où  l'on 
montre  dans  (|uels  cas  la  Ibrmnlc  pcnérale  de  la  Dynami(|uc  et,  par 
consé(juent  aussi,  les  équations  ([ui  en  résultent  pour  le  mouvement 
d'un  système  de  corps  sont  indépendantes  de  la  position  des  axes  des 
coordonnées  dans  l'espace,  ce  qui  donne  le  moyen  de  coni|)léter  une 
solution  où  l'on  aurait  supposé  nulles  ([uelques  constantes,  par  l'intro- 
duction de  trois  nouvelles  constantes  aihitraires. 

Dans  la  troisième  Section,  on  a  donné  plus  d'extension  aux  propriétés 
relatives  au  mouvement  du  centre  de  i^ravité  et  aux  aires  décrites  par 
un  système  de  corps;  on  y  a  ajouté  la  théorie  des  axes  principaux  ou 
de  rotation  unifoiMue,  déduite  de  la  considération  des  mouvements 
instantanés  de  rotation  par  une  analyse  dilTérente  de  ci'lje  (|u"on  y 
avait  employée  jusqu'ici  :  et  l'on  y  démontre  quehiues  théorèmes  nou- 
veaux sur  la  rotali(Hi  d'un  coi'ps  solide  on  d'un  svsli'Uie  de  corps,  lors- 
qu'elle dépend  d'une  impulsion  |)rimitive. 

I.;i  (|natii('me  Section  est,  ii  peu  de  chose  près,  la  même  que  dans  la 
premii-re  édition. 

Mais  la  (in(|uième  Section  est  entièrement  nouvelle:  elle  icnl'erme 
la  ihcoiie  de   hi  variation  des  conslanles  arliilraires.  (|ni  a   iait  rid)ji'l 
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de  trois  Mémoires  imprimés  parmi  ceux  de  la  première  Classe  de  l'In- 
stitut pour  l'année  1808,  mais  présentée  d'une  manière  plus  simple 
et  comme  une  méthode  générale  d'approximation  pour  tous  les  pio- 
blèmes  de  Mécanique  où  il  y  a  des  forces  perturbatrices  peu  considé- 
rables par  rapport  aux  forces  principales. 

Nous  observerons  ici,  pour  donner  à  cette  théorie  toute  l'étendue 
dont  elle  est  susceptible,  que  la  fonction  V,  qui  dépend  des  forces 
principales,  ne  peut  être  qu'une  fonction  exacte  des  seules  variables 
indépendantes  ^,  '\i,  o,  ...  et  du  temps  /,  mais  qu'il  n'est  pas  néces- 
saire que  la  fonction  désignée  par  Q,  et  qui  dépend  des  forces  pertur- 
batrices, soit  aussi  de  la  même  nature.  Quelles  que  soient  ces  forces, 
si  on  les  décompose,  pour  chaque  corps  m  du  système,  en  trois  X, 
Y,  Z,  suivant  les  coordonnées  x,  y,  z,  et  tendantes  à  les  augmenter,  il 
n'y  aura  qu'à  réduire  ces  coordonnées  en  fonctions  des  variables  indé- 
pendantes \,  '|i,  cp,  ...,  et  l'on  pourra  substituer  à  la  place  des  diffé- 
ronces  partielles  -tj>  -^,  •••  les  sommes  respectives 

et,  par  conséquent,  à  la  place  de  AO,  la  quantité 

§m(XA^-f-YA)-  +  ZA;), 

où  la  caractéristique  A  se  rapporte  aux  constantes  arbitraires;  de  sorte 

(m 
dor. 


qu  on  pourra  changer  —  en 


S/     da;  dy    ,    ,,  dz 


OoL  àa 


et  ainsi  des  autres  différences  partielles  de  il.  De  cette  manière,  la 
méthode  sera  applicable  à  des  forces  perturbatrices  représentées  par 
des  variables  quelconques. 
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Kniiii  la  sixième  Section,  qui  est  la  deinil'rc  de  ce  Volume,  et  qui 
répond  au  paragraphe  premier  de  la  cinquième  Section  de  l'édition 
précédente,  est  augmentée  de  différentes  remar(|ues,  et  surtout  de  la 
soliilioii  (le  i|iielques  problèmes  sm  les  osciihitions  1res  petites  des 
l'orps;  elle  est  terminée  par  la  tliéoric  des  cordes  vibrantes,  (|iic  j'avais 
donnée  dans  le  premier  Volume  des  Mémoires  de  Turin,  cl  (|iii  est  pré- 
sentée iii  (riiiic  manière  plus  simple  cl  à  l'abri  des  objections  que 
d'Alembert  avait  faites  contre  cette  ibéoiic,  dans  le  premier  Volume 
de  ses  Opuscules. 


AVERTISSEMENT 

DE    LA    TROISIÈME    ÉDITION. 


La  Mécanique  analytique  est  un  Ouvrage  de  premier  ordre  dont  nous 
n'avons  pas  besoin  de  faire  iei  l'éloge.  II  nous  suffira  de  rappeler  que 
les  géomètres  le  regardent,  d'un  commun  aceord,  comme  le  chef- 
d'œuvre  de  son  illustre  auteur. 

La  netteté  et  l'élégance  du  style,  non  moins  que  l'enchaînement 
méthodique  des  diverses  parties,  témoignent  assez  que  Lagrange  ne 
s'est  pas  contenté  de  mettre  au  jour  des  idées  neuves  et  fécondes,  et 
que  la  rédaction  même  et  la  revision  des  détails  ont  été  pour  lui  l'objet 
d'un  soin  minutieux. 

En  lisant  les  notes  très  courtes  placées  au  bas  des  pages,  on  verra 
cependant  qu'un  assez  grand  nombre  d'inadvertances  subsistaient 
dans  la  deuxième  édition.  J'ai  cru  devoir  les  signaler.  Mais  cette  cri- 
tique minutieuse,  qui  porte  parfois  sur  le  sens  d'un  mot  ou  sur  quelques 
termes  d'une  formule,  n'implique  dans  aucun  cas  l'idée  d'une  opinion 
opposée  à  celle  de  Lagrange,  et  que  j'aurais  la  hardiesse  de  proposer 
au  lecteur.  Toutes  mes  notes  ont  pour  but  de  développer  le  sens  du 
texte  lorsqu'il  ne  me  semble  pas  assez  clair,  ou  de  le  rectifier  dans  des 
cas  où  l'incorrection  n'est  pas  douteuse. 

Lorsque  les  progrès  de  la  Science  ont  exigé  des  développements  plus 
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loiisiilérablcs,  les  notes  ont  été  renvoyées  ii  l:i  tin  du  \ Oluiiic.  Les  lec- 
teurs me  sauront  gré  d'y  avoir  placé,  tout  d'ahord,  diii\  dissertations 
remarquables  publiées  déjà  dans  le  Jouriuddc  M.  Liomilh-  \y,\y  M.  Poinsul 
cl  .M.  Diricliiet,  qui  critiqueiil  l'im  cl  l'aiilrc,  avec  beaucoup  de  jus- 
tesse, des  passages  importants  de  la  première  Partie,  el  indi(|ueMt  en 
même  temps  de  quelle  manière  il  convient  de  les  modifier. 

lui  reproduisant  ces  écrits,  dans  lesquels  une  partie  de  la  tâche  que 
je  m'étais  imposée  se  trouve  accomplie  avec  tant  de  supériorité,  je  suis 
licurciix  (le  penser  (|uc  cette  nouvelle  édition  se  liouve,  en  (iueli[ue 
sorle,  placée  sous  le  patronage  de  deux  nuuis  illustres. 


Paris,  le  i  j  juin  i85j. 

J.   BERTRAND. 


AVERTISSEMENT 

DE    LA    QUATRIÈME    ÉDITION. 


Au  moment  de  publier  cette  nouvelle  édition  de  la  Mécanique  analy- 
tique, nous  avons  pour  premier  devoir  de  rendre  hommage  au  géomètre 
éminent  qui  avait  entrepris  en  1867  la  publication  des  OEmres  de 
fMgrangeai  qui  n'aura  pas  eu  la  joie  de  la  voir  complètement  terminée. 
Par  les  tendances  et  les  affinités  de  son  esprit,  M.  Serret  était  admira- 
blement préparé  à  remplir  la  tâche  qui  lui  avait  été  confiée.  Recher- 
chant avant  tout  la  précision  et  l'élégance  de  l'analyse,  il  avait  cultivé 
ces  qualités  précieuses  qu'il  possédait  comme  un  don  naturel,  et  les 
avait  encore  augmentées  par  l'étude  attentive,  longtemps  poursuivie, 
d'un  maître  incomparable.  Si,  plus  tard,  comme  nous  aimons  à  l'es- 
pérer, nos  descendants  lisent  encore  les  meilleurs  travaux  de  notre 
époque,  plus  d'un  sans  doute,  confondant  un  peu  les  dates,  sera  tenté 
de  considérer  M.  Serret  comme  un  continuateur  et  comme  un  élève  de 
Lagrange.  Toutes  les  obligations  que  le  devoir  et  l'affection  imposent 
à  un  disciple  pieux  et  fidèle,  M.  Serret  les  a  en  effet  remplies  vis-à-vis 
de  notre  grand  géomètre.  S'inspirant  de  son  esprit,  il  a  développé  ou 
continué  plusieurs  de  ses  recherches;  et  surtout  il  lui  a  élevé  le  plus 
beau  monument  en  publiant,  avec  l'appui  du  Gouvernement,  cette 
magistrale  édition  des  Œuvres  de  Lagrange,  pour  laquelle  il  n'a  épar- 
gné aucun  soin,  aucun  travail,  aucun  sacrifice. 
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Chargé  <!•■  ti'iiniiici-  son  (L'iivri-,  nous  nous  sommes  conformé  à  ses 
iiili'iilions,  et  ;ui  vcni  unanime  des  géomètres,  en  reproduisant  la  iiclle 
édition  que  M.  Joseph  Bertrand  a  donnée,  en  i8j3,  de  hi  Mécanique 
analytique.  Les  notes  dont  .M.  Hrrtrand  a  aiioiniiagné  le  texte,  celles 
(|u'il  a  placées  à  la  lin  des  deux  N'oliuncs,  ont  clc  hirs  et  étudiées  par 
tous  les  géomètres;  on  nous  aurait  r('|)i'o(lic  do  ne  pas  conserver  cet 
adniiialilc  coiMnicnlairc,  digne  d'un  Ouvrage  (|ni  inérilcia  tnnjoins 
d'elle  rri;aidé  comme  une  des  plus  belles  prodiu'ticnis  de  la  Science 
Ira  n  ça  i  se. 

In  jeune  géomètre,  M.  G.  Robin,  (|ui  s'est  déjii  fait  connaiire  avan- 
tageusement par  plusieurs  travaux  de  Physique  mathéniarK]nc,  a  bien 
voulu  nous  aider  dans  la  correction  des  épreuves.  Nous  nous  empres- 
sons de  le  icnu'i-ciei'  ici  du  concours  dévoue  (|u*il  nous  a  prêté  et  (|ui 
nous  a  été  très  utile. 


Paris,  le  24  juin  188S. 

Gaston  DAHHOUX. 
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LA   STATIQUE. 

SECTION  PREMIÈRE. 

SUR    LES    DIFFÉRENTS    PRINCIPES    DE    LA    STATIOUE. 


La  Stati(|ii('  ost  la  science  de  réqiiililjre  des  forces.  On  entend,  en 
général,  par /îvrr  on  puissance  la  cause,  (|uellc  qu'elle  soit,  (jui  im- 
prime ou  tend  à  imprimer  du  mouvement  au  corps  auquel  on  la  sup- 
pose appli(|uée;  et  c'est  aussi  par  la  quantité  du  mouvement  imprimé, 
ou  prêt  à  imprimer,  (jiie  la  force  ou  puissance  doit  s'estimer.  Dans 
l'état  <ré(juilibre,  la  force  n'a  pas  d'exercice  actuel;  elle  ne  produit 
<|u'une  simple  tendance  au  mouvement;  mais  on  doit  toujours  la  me- 
surer par  l'effet  qu'elle  produirait  si  elle  n'était  pas  arrêtée.  En  prenant 
une  force  quelconque  ou  son  clfet  pour  l'unité,  l'expression  de  toute 
autre  force  n'est  plus  qu'un  rapport,  une  quantité  mathématique,  qui 
peut  être  représentée  par  des  nombres  ou  des  lignes;  c'est  sous  ce 
point  de  vue  que  Ton  doit  considérer  les  forces  dans  la  Mécanique. 

L'équilibre  résulte  de  la  destruction  de  plusieurs  forces  qui  se  com- 
battent et  qui  anéantissent  réciproquement  l'action  qu'elles  exercent 
XI.  I 
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les  unes  sur  los  autres;  cl  le  Imt  «le  la  Stati(|ue  est  de  donner  les  lois 
suivant  les(|uelles  celte  (Ir-lrinlioii  s'opi-r'e.  (^es  lois  sont  fondées  sur 
des  principes  i^énéraux  (|u"oii  piiil  ii'dnire  à  trois  :  celui  du  kxicr,  celui 
de  la  composition  des  forces,  et  celui  des  vitesses  virtuelles. 

1.  Archiniède,  le  >riil  paiiiii  les  anciens  (jui  nous  ail  laisse  iiiic 
tlifoiic  de  ri(|Mililir('.  dans  ses  deux  Livres  de  .Equiponderantihus,  ou 
lie  l'ianonun  (cr/uilil/riis,  est  l'anteur  du  |»rin(ipe  du  levier,  lequel  con- 
siste, comme  le  savent  tous  les  mécaniciens,  en  ce  (]iie  si  un  levier 
droit  est  charité  de  deux  poids  (iuelcon(|iies  placés,  de  pari  et  d'autre 
du  point  d'appui,  ii  des  dislances  de  ce  point  réciprorjuement  propor- 
tionnelles aux  mêmes  poids,  ce  levier  sera  en  équilibre,  et  son  appui 
sera  charge  de  la  somme  des  deux  poids.  Archimède  prend  ce  principe, 
dans  le  cas  des  poids  égaux  placés  à  des  distances  égales  du  point 
d'apinii,  pour  un  axiome  de  .Mecaiii(|ue  évident  île  soi-même,  ou  du 
moins  pdur  un  |uiMcipe  irexpéi'ience  ;  et  il  l'aml'iie  à  ce  cas  simple  et 
primilif'celni  des  jioids  inégaux,  en  imaginant  ces  poids,  lorsqu'ils  sont 
commensuraldes,  divises  en  plusieurs  |»arties  toutes  égales  entre  elles, 
et  en  supposant  (|iie  les  parties  de  clia(juc  poids  soient  séparées  et 
transportées,  de  pari  et  d'auti'e,  sui-  le  même  leviei',  ;i  des  distances 
égales,  en  sorte  (pie  le  levier  se  trouve  (diargé  de  plusieurs  |)etits  poids 
égaux  et  placés  à  distances  égales  autour  du  point  d'appui.  Knsuite  il 
démontre  la  véiilé  du  même  théori'me  poui'  les  poids  iucommensn- 
rahles,  ii  l'aide  de  la  méthode  d'exliausliou.  en  l'aisaiil  voir  (|u'il  ne 
saurait  y  avoii'  é(|uilil)re  entre  ces  poids,  ii  moins  (|u'ils  iw,  soient  en 
raisini  inverse  de  leui's  distances  au  |)oiut  d'appui. 

Quehjues  auteurs  modernes,  comme  Stevin  dans  sa  Slati(|ue,  et  Ga- 
lilée dans  ses  Oialognes  sur  le  mouvemeul.  ont  rendu  la  démonstration 
il'.Vrcliimi'de  jilus  simple,  eu  sup|»osaut  (|ue  les  poids  attachés  au  levier 
soient  deux  parallélé|iipèdes  horizontaux  pendus  par  leur  milieu,  cl 
d(oil  les  lai'geiirs  et  les  hauteurs  soient  égales,  mais  dont  les  longueurs 
soieiil  (ioiililes  lies  l)i;is  de  levier  i|ui  leur  r'épondeiil  iii\  crsemcnl.  ("ar. 
lie  cette  maiiii'ie,  les  deux  parallêlépipi'des  sont  eu  raison  invei'se  de 
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leurs  bras  de  levier,  et  en  même  temps  ils  se  trouvent  placés  bout  à 
l)out,  en  sorte  qu'ils  n'en  forment  plus  qu'un  seul,  dont  le  point  du 
milieu  répond  précisément  au  point  d'appui  du  levier.  Arcliimèdc 
avait  déjà  employé  une  considération  semblable  pour  déterminer  le 
centre  de  gravité  d'une  grandeur  composée  de  deux  surfaces  parabo- 
liques, dans  la  première  proposition  du  second  Livre  de  l'Equilibre 
des  plans. 

D'autres  auteurs,  au  contraire,  ont  cru  trouver  des  défauts  dans  la 
démonstration  d'Arcbimède,  et  ils  l'ont  tournée  de  différentes  façons 
pour  la  rendre  plus  rigoureuse;  mais  il  faut  convenir  qu'en  altérant  la 
simplicité  de  cette  démonstration,  ils  n'y  ont  presque  rien  ajouté  du 
coté  de  l'exactitude. 

Cependant,  parmi  ceux  qui  ont  cbercbé  à  suppléera  la  démonstra- 
tion d'Arcbimède,  sur  l'équilibre  du  levier,  on  doit  distinguer  Huy- 
gens,  dont  on  a  un  petit  écrit  intitulé  :  Dcinonstralio  cequilibrii  bilnii- 
cis  ('),  et  imprimé  en  iG()'}  dans  le  Recueil  des  anciens  Mcnioircs  de 
V Académie  des  Sciences. 

Huygens  observe  qu'Arcbimède  suppose  tacitement  que,  si  plusieurs 
poids  égaux  sont  appliqués  à  un  levier  borizontal,  à  distances  égales  les 
uns  des  autres,  ils  exercent  la  même  force  pour  incliner  le  levier,  soit 
([u'ils  se  trouvent  tous  du  même  côté  du  point  d'appui,  soit  qu'ils 
soient  les  uns  d'un  côté  et  les  autres  de  l'autre  côté  du  point  d'appui  ; 
et,  pour  éviter  cette  supposition  précaire,  au  lieu  de  distribuer,  comme 
Arcbimède,  les  parties  aliquotes  des  deux  poids  commcnsurables  sur  le 
même  levier,  de  part  et  d'autre  des  points  où  les  poids  entiers  sont 
censés  appliqués,  il  les  distribue  de  la  même  manière,  mais  sur  deux 
autres  leviers  horizontaux,  et  placés  perpendiculairement  aux  extré- 
mités du  levier  principal,  en  forme  de  T  :  de  cette  manière,  on  a  un 
plan  borizontal  cbargé  de  plusieurs  poids  égaux,  et  qui  est  évidemment 
en  équilibre  sur  la  ligne  du  premier  levier,  parce  que  les  poids  se  trou- 
vent distribués  également  et  symétriquement  des  deux  côtés  de  cette 

(')  Cet  écrit  d'Hiiygeiis  fait  parlie  de  ses  OEuvrcs  pulilices  par  SGravesanfic  en  lyai 
(Lyon),  t.  I",  p.  282.  {,./•  Bertrand.) 
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ligne.  Mnis  Hiiyf;cns  dômonlie  que  ce  phiii  est  aussi  en  é(|uiHl)re  sur 
mil'  droite  inclinée  à  celle-là,  et  passant  parle  point  qui  divise  le  levier 
piiniilif  en  parties  i'éeiprO(Hienient  proportionnelles  aux  poids  dont  il 
est  supposé  cliarfj;é,  parce  qu'il  (ail  voir  (|ue  les  petits  poids  se  trouvent 
aussi  placés  à  distances  égales  de  part  et  d'autre  de  la  même  droite  : 
d'où  il  conclut  que  le  plan  et  par  conséquent  le  levier  proposé  doivent 
être  en  é((uilil)ie  sur  le  même  [uiiiii. 

Cette  démonstration  est  ingénieuse,  mais  elle  ne  supplée  pas  en- 
tièrement à  ce  (]u'on  peut,  en  ellct,  désirer  dans  celle  d'Arcliimède. 

2.  L'équilibre  d'un  levier  droit  et  horizontal,  dimt  les  extrémités 
sont  chargées  de  poids  égaux,  et  dont  le  point  d'appui  est  au  milieu  du 
levier,  est  une  vérité  évidente  par  elle-même,  parce  (|u'il  n'y  a  pas  de 
y::  raison  pour  que  l'un  des  poids  l'emporte  sur  l'autre,  tout  étant  égal  de 
part  et  d'autre  du  point  d'appui.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  supposi- 
tion que  la  charge  de  l'appui  soit  égale  ii  la  somme  des  deux  poids.  11 
parait  que  tous  les  mécaniciens  l'ont  prise  comme  un  résultat  île  l'ex- 
périence journalière,  qui  apprend  (jue  le  poids  d'un  corps  ne  dépend 
que  de  sa  masse  totale,  et  nullement  d<'  sa  figure  (').  On  peut  néan- 
moins déduire  cette  vérité  de  la  première,  en  considérant,  comme  Huy- 
gens,  ré(|uilil)re  d'un  plan  sur  une  ligne. 

l'oui'  cela,  il  n'y  a  qu'à  imaginer  un  plan  lriangulaii<'  chargé  de 
deux  poids  égaux  aux  deux  extrémités  de  sa  hase,  et  d'un  poids  double 
à  son  sommet.  Ce  plan  sera  évidemment  en  équilibre,  étant  appuyé  sur 
une  li-ne  diiiile  on  axe  fixe,  qui  passe  |i:ir  le  milieu  des  deux  cotés  du  > 
triangle;  cai'  on  peut  regarder  chacun  de  ces  cotés  conune  un  leviei- 
chargé  ilans  ses  deux  extrémités  de  deux  poids  égaux,  et  (|ni  a  son- 
point  d'appui  sur  l'axe  (|ui  passe  par  son  milieu.  Maintenant  on  |ieul 
envisager  eol   é(|nilil)re   d'une   anlic  maniiTc.    en    regardant   la   hase 

(')  l)'Alciiil)('rl  est,  jo  crois,  lo  proinier  ipii  ait  cliorcla'  à  di-montror  ceUo  proposition: 
iiiiiis  la  iltMiiorisIralioii  qu'il  en  a  (ionni-c  dans  jos  Mi'i/iiiircf  </<■  l'.tcailf'niir  des  Sciciiccf  de 
i7()i(  n'csl  pas  l'uliiTciiienl  salisfaisaiilp.  Celle  que  M.  l"<jiirier  a  donnée  de|mis  dans  le 
V Cahier  du  Jimriial  de  l'Jù-olc  l'olvifcliiiiiiiic  est  rlfrourouso  el  Irùs  insénieuso:  mais  elle 
n'esl  pas  tirée  de  |i  nilur.'  du  Imiei-.  (Xotc  de  Lagraiigr.) 
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même  du  triansrle  comme  un  levier  dont  les  extrémités  sont  chargées 
de  deux  poids  égaux,  et  en  imaginant  un  levier  transversal  qui  joigne 
le  sommet  du  triangle  et  le  milieu  de  sa  base  en  forme  de  T,  dont 
une  des  extrémités  soit  chargée  du  poids  double  placé  au  sommet,  et 
l'autre  serve  de  point  d'appui  au  levier  qui  forme  la  base.  Il  est  évident 
que  ce  dernier  levier  sera  en  é(juilil)rc  sur  le  levier  transversal  qui  \r 
soutient  dans  son  milieu,  et  que  celui-ci  sera,  par  conséquent,  eu  équi- 
libre sur  l'axe  sur  lequel  le  plan  est  déjà  en  équilibre.  Or,  comme  l'axe 
passe  par  le  milieu  des  deux  côtés  du  triangle,  il  passera  aussi  néces- 
sairement par  le  milieu  de  la  droite  menée  du  sommet  du  triangle  au 
milieu  de  sa  base;  donc  le  levier  transversal  aura  son  point  d'appui 
dans  le  point  de  milieu  et  devra,  par  conséquent,  être  chargé  égale- 
mentaux  deux  bouts  :  donc  la  charge  que  supporte  le  point  d'appui  du 
levier  qui  fait  la  base  du  triangle,  et  qui  est  chargé  à  ses  deux  extré- 
mités de  poids  égaux,  sera  égale  au  poids  double  du  sommet. et,  par 
conséquent,  égale  à  la  somme  des  deux  poids. 

Si,  au  lieu  d'un  triangle,  on  considérait  un  trapèze  chargé  à  ses 
quatre  angles  de  quatre  poids  égaux,  on  trouverait  de  la  même  manière 
que  les  deux  leviers  de  longueurs  inégales,  formant  les  côtés  parallèles 
du  trapèze,  exercent  sur  leurs  points  d'appui  des  forces  égales. 

3.  Cette  proposition  une  fois  établie,  il  est  clair  qu'on  peut,  ainsi 
qu'Archimède  le  fait,  substituera  un  poids  en  équilibre  sur  un  levier 
deux  poids  égaux  chacun  à  la  moitié  de  ce  poids  et  placés  sur  le  même 
levier,  à  distances  égales  de  part  et  d'autre  du  point  où  le  poids  est 
attaché;  car  l'action  de  ce  poids  est  la  même  que  celle  d'un  levier  sus- 
pendu par  son  milieu  au  même  point  et  chargé,  à  ses  deux  bouts,  de 
deux  poids  égaux  chacun  à  la  moitié  du  même  poids;  et  il  est  évident 
que  rien  n'empêche  d'approcher  ce  dernier  levier  du  premier,  de  ma- 
nière qu'il  en  fasse  partie.  Ou  bien,  ce  qui  est  peut-être  plus  rigoureux, 
il  n'y  a  qu'à  regarder  ce  dernier  levier  comme  étant  tenu  en  équilibre 
par  une  force  appliquée  à  son  point  de  milieu,  dirigée  de  bas  en  haut, 
et  égale  au  poids  dont  les  deux  moitiés  sont  censées  appliquées  à  ses 
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cxlrniiili'^  :  ;il(irs,  on  iip|)li(|iiant  rr  levier  en  équilihre  sur  le  premier 
levier  t|iii  est  sii|)|)osé  en  équilil)re  sui'  son  ]i()irit  {l'apimi,  ré(|iiilil)re 
tidal  subsistera  tinijours,  el,  si  l'application  se  fait  rie  iiianii-re  (|ue  le 
milieu  du  seeomi  levier  coïncide  avec  l'exlrémilé  d'un  des  liras  du  |)i'e- 
niier  levier,  l;i  Inree  qui  soutient  le  second  levier  pourra  être  censée 
.i|i|ili(|uee  ;in  pi)iil>  riK'Mie  (l(int  ce  hras  est  l'Iiariié,  et  (|ui,  étant  sou- 
tenu. n";iiira  plus  d'iiclinn  sur  le  leviei'.  mais  se  trciuvera  ainsi  remplacé 
par  deux  poids  ei;au\  cliacun  ii  sa  moitié  el  places  de  part  el  d'aulie 
de  ee  poids  sur  le  preniiei'  levier  |Hidongé.  Celle  snpei'piisilion  d'e(|ui- 
libres  est.  en  .Mécanii|ue.  un  principe  aussi  l'ecoml  (pie  l'esl.eu  Ciéonu'- 
Irie,  la  siiperpositimi  des  ti;^iires. 


4.  Un  peut  donc  regarder  l'équilibre  d'un  levier  droit  et  borizonlal, 
cliargé  de  deux  poids  en  raison  inverse  de  leurs  distances  au  point 
ira|)puL  du  leviei',  comme  une  vérité  rii^oui-eiisemeut  dénnuitree;  et. 
par  le  principe  de  la  superposition,  il  est  facile  di'  l'elendre  ;i  un  levier 
angulaire  (|ueleon(iHe,  donl  le  pninl  d'ap|)iii  serait  dans  l'angle  et  ddiil 
les  bras  seraient  tirés  en  sens  contraire  par  des  forces  perpendicidaires 
i)  leurs  directions,  Kn  elfet,  il  est  évident  (lu'un  levier  angulaire  ii  liras 
égaux,  el  mobile  autour  du  sommet  de  l'angle,  sera  tenu  en  eciuilibre 
par  deux  forces  égales  appliquées  perpendiculairement  aux  extrémités 
des  deux  liras,  et  tendant  ;i  les  faire  tourner  en  sens  contraire.  Si  donc 
on  a  un  levier  droit  en  équilibre,  dont  l'un  des  bras  soit  égal  à  ceux  du 
levier  angulaire  el  soit  cliargé  à  son  evtiemite  d'un  poids  équivalent  à 
eliaenne  des  puissances  appliiiuées  au  levier  angulaiic.  laulre  bras 
étant  cliarge  du  poids  nécessaire  pour  ré(|uilibre,  el  (|u'on  superpose 
ces  leviers  de  manii-re  (|ue  le  suminel  de  l'ani^le  de  l'iiii  lonilie  sur  le 
point  d'aitpui  de  l'autre,  el  (|ue  les  bras  égaux  de  l'un  el  de  l'anlre 
eoineideni  el  n'en  forment  plnscpTun,  la  puissan(<' appli(|uee  au  bras 
du  levier  aii:jiilaire  sdiiliendra  le  poids  suspendu  au  hias  ei^al  du  levier 
di'iiil,  lie  iiiaiiii'i'e  i|ii  lin  pourra  l'aire  abslraetioii  de  l'iiii  el  de  raiilre, 
el  supposer  le  bi'as  tnriiie  de  la  reiiuiiiii  ilc  ces  deux-ei  aiieaiili.  l,'e(|iii- 
libre  subsistera   donc  encore  eiilre   les  deux  autres  bras  formant   un 
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levier  angulaire  tiré  à  ses  extrémités  par  des  forces  perpendiculaires 
et  on  raison  inverse  de  la  longueur  des  bras,  comme  dans  le  levici' 
droit. 

Or  une  force  peut  être  censée  appliquée  à  tel  point  que  l'on  veut  de 
sa  direction.  Donc  deux  forces,  appliquées  à  des  points  quelconques 
d'un  plan  retenu  par  un  point  fixe  et  dirigées  comme  on  voudra  dans 
ce  plan,  sont  en  équilibre  lorsqu'elles  sont  entre  elles  en  raison  inverse 
des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  leurs  directions;  car  on 
peut  regai'der  ces  perpendiculaires  comme  formant  un  levier  angulaire 
dont  le  point  d'appui  est  le  point  fixe  dn  plan  :  c'est  ce  qu'on  appelle 
maintenant  le  principe  des  moments,  en  entendant  par  moment  le  pro- 
duit d'nne  force  par  le  bras  du  levier  par  lequel  elle  agit. 

(x-  principe  général  suffit  pour  résoudre  tous  les  problèmes  de  la 
Statique.  La  considération  du  treuil  l'avait  fait  apercevoir  dès  les  pre- 
miers pas  que  l'on  a  faits  après  Arcbimède,  dans  la  tliéorie  des  ma- 
cbines  simples,  comme  on  le  voit  par  l'Ouvrage  de  Guido  Ubaldo,  inti- 
tulé :  Mecanicoriwi  liber,  qui  a  paru  à  Pesaro,  en  i  J77;  mais  cet  auteur 
n'a  pas  su  l'appliquer  au  plan  incliné,  ni  aux  autres  macbines  qui  en 
dépendent,  comme  le  coin  et  la  vis  dont  il  n'a  donné  qu'une  tliéorie 
|)eu  exacte. 

5.  Le  rapport  de  la  puissance  au  poids  sur  un  plan  incliné  a  été  long- 
temps un  problème  parmi  les  mécaniciens  modernes.  Stevin  l'a  résolu 
le  premier;  mais  sa  solution  est  fondée  sur  une  considération  indirecte 
et  indépendante  de  la  théorie  du  levier. 

Stevin  considère  un  triangle  solide  posé  sur  sa  base  horizontale,  eu 
sorte  que  ses  deux  cotés  forment  deux  plans  inclinés;  et  il  imagine 
qu'un  chapelet  formé  de  plusieurs  poids  égaux,  enfilés  à  des  distances 
égales,  ou  plutôt  une  chaîne  d'égale  grosseur,  soit  placé  sur  les  deux 
côtés  de  ce  triangle,  de  manière  que  toute  la  partie  supérieure  se 
trouve  appliquée  aux  deux  côtés  du  triangle,  et  que  la  partie  infé- 
rieure pende  librement  au-dessous  de  la  base,  comme  si  elle  était  atta- 
chée aux  deux  extrémités  de  cette  base. 
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Or  Sloviii  romani  in-  ((u'cii  supposant  (|iic  la  cliaine  puisse  glisser 
libreuiciit  sur  le  triangle,  elle  doit  cependant  demeurer  en  repos;  car, 
si  elle  c(tmmen(;ait  à  glisser  d'elle-même  dans  un  sens,  (die  devrait 
cunlinner  à  glisser  toujours,  puisque  la  inrnie  cause  de  mouvement 
subsisterait,  la  chaîne  se  trouvant,  il  cause  de  runilintnité  de  ses  par- 
ties, placée  toujours  de  la  nirinc  nianii're  sur  le  tiiangle;  d'où  résulte- 
rail  1111  iiiiiiivciiicnl  p('i|)iliicl.  Cl-  (lui  est  absurde. 

Il  V  ;i  (iiinc  nécessaircniiMit  é(jiiililin'  cutn'  loiilcs  les  parties  de  la 
chaîne;  or  on  peut  regarder  la  portion  <|iii  peml  au-dessous  de  la  base 
comme  étant  déj;>  en  équililnc  d'elle-même.  Donc  il  faut  que  l'clTort 
de  tous  les  poids  ap|)uyés  sur  liin  des  cotés  contrebalance  l'effort  des 
poids  ap|)uyés  sur  l'autre  côté  ;  mais  la  somme  des  uns  est  ii  la  somme 
des  autres  dans  le  même  raj)port  (|ue  les  longueurs  des  cotés  sur  les- 
quels ils  sont  appuvés-  Donc  il  faudra  toujours  la  même  puissance 
pour  soutenir  un  ou  plusieurs  poids  placés  sur  un  plan  iiuliné,  lorsque 
le  poids  total  sera  proporlioniicl  ii  la  longueur  du  phiii.  en  supposant 
la  liaiitcur  la  méiiic  :  mais,  (|iiand  le  |)lan  est  vertical,  la  puissance  est 
égale  au  poids;  done,  dans  tout  plan  incliné,  la  puissance  est  au  poids 
coiiinie  la  hauteur  du  plan  ii  sa  longueur. 

.l'ai  rapporté  celte  démonstration  de  Stevin,  parce  qu'elle  est  très 
ingénieuse  et  (lu'elle  est  d'ailleurs  peu  connue.  Au  reste,  Stevin  déduit 
de  celle  lliéorie  celle  de  l'éiiuilibre  entre  trois  puissances  qui  agissent 
sur  un  même  point,  et  il  trouve  que  cet  é(|uJlil)rc  a  lieu  lorsque  les 
puissances  sont  [)aralli'les  et  proportionnelles  aux  trois  cotés  (luii 
triangle  recliligne  quelcon(]iie.  {  foir  les  Elcnicnls  de  Statique  et  les 
Additions  à  la  Statique  de  cet  auteur,  dans  les  Hyponinemata  ntathema- 
tica,  inq)rimés  il  Leyde  en  ilxT»,  et  dans  les  Œmres  de  Stevin.  li'a- 
duites  en  fran(;ais,  et  imprimées  en  iG3'i  par  les  Elzevirs.)  Mais  on 
doit  observer  (|ne  ce  tliéori'iue  fondamental  de  la  Slali(|ue.  (pioiqu'il 
soit  coniiniineiiieiil  allriliiié  ii  Stevin,  n'a  cepeinlaiil  ete  deiiiontré  par 
cet  aiileiir  (|iie  dans  le  cas  où  les  directions  de  deux  des  puissances 
l'ont  entre  elles  un  angle  droit. 

Sle\ m  reniai  que  avec  raison  (lu'iiii  jKiids  appuyé  sur  iiii  plan  incliné. 


\ 
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et  retenu  par  une  puissance  parallèle  au  plan,  est  dans  le  même  cas 
que  s'il  était  soutenu  par  deux  fils,  l'un  perpendiculaire,  et  l'autre 
parallèle  au  plan;  et,  par  sa  théorie  du  plan  incliné,  il  trouve  que  le 
rapport  du  poids  à  la  puissance  parallèle  au  plan  est  comme  l'hypoté- 
nuse à  la  base  d'un  triangle  rectangle  formé  sur  le  plan  par  deux 
droites,  l'une  verticale  et  l'autre  perpendiculaire  au  plan.  Stevin  se 
contente  ensuite  d'étendre  cette  proportion  au  cas  où  le  111  qui  retient 
le  poids  sur  le  plan  incliné  serait  aussi  incliné  à  ce  plan,  en  construi- 
sant un  triangle  analogue  avec  les  mêmes  lignes,  l'une  verticale,  l'autre 
perpendiculaire  au  plan,  et  en  prenant  la  base  dans  la  direction  du  fil; 
mais  il  faudrait  pour  cela  qu'il  eût  démontré  que  la  même  proportion 
a  lieu  dans  l'équilibre  d'un  poids  soutenu  sur  un  plan  incliné  par  une 
puissance  oblique  au  plan,  ce  qui  ne  peut  pas  se  déduire  de  la  consi- 
dération de  la  chaîne  imaginée  par  Stevin. 


6.  Dans  les  Mécaniques  de  Galilée,  publiées  d'abord  en  français  |);ir 
le  P.  Mersenne  en  i()3/i,  l'équilibre  sur  un  plan  incliné  est  réduit  ii 
celui  d'un  levier  angulaire  à  deux  bras  égaux,  dont  l'un  est  supposé 
perpendiculaire  au  plan  et  chargé  d'un  poids  appuyé  sur  le  plan,  etdoni 
l'autre  est  horizontal  et  chargé  d'un  poids  équivalent  h  la  puissance 
nécessaire  pour  retenir  le  poids  sur  le  plan;  cet  équilibre  est  ensuite 
réduit  à  celui  d'un  levier  droit  et  horizontal,  en  regardant  le  poids 
attaché  au  bras  incliné  comme  suspendu  à  un  bras  horizontal  formant 
un  levier  droit  avec  le  bras  horizontal  du  levier  angulaire.  Ainsi  le 
poids  est  à  la  puissance  qui  le  soutient  sur  le  plan  incliné,  en  raison 
inverse  de  ces  deux  bras  du  levier  droit,  et  il  est  facile  de  prouver  (pic 
ces  bras  sont  entre  eux  comme  la  hauteur  du  plan  à  sa  longueur. 

On  peut  dire  que  c'est  là  la  première  démonstration  directe  qu'on 
ait  eue  de  l'équilibre  sur  un  plan  incliné.  Galilée  s'en  est  servi  depuis 
pour  démontrer  rigoureusement  l'égalité  des  vitesses  acquises  par  les 
corps  pesants,  en  descendant  d'une  même  hauteur  sur  des  plans  diver- 
sement inclinés,  égalité  qu'il  s'était  contenté  de  supposer  dans  la  pre- 
mière édition  de  ses  Dialogues. 


XI. 
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Il  eiil  été  facile  à  (jalilée  de  résoudre  aussi  le  cas  où  la  puissance 
iHii  r'clienl  le  poids  a  iiiir  direclion  oi»lique  an  |il;iii:  ni:iis  ce  iKnivciiii 
pas  n'a  été  fait  (jue  (jiiel(|ue  temps  après,  |)ar  iiolx-rval,  dans  un 
Traité  de  Mécanique  inipi'iiiu',  en  i()'i(),  dans  Y llannonic  iiiiiK'crscllc  di' 
.Mersenne. 

7.  Kohei'val  regarde  aussi  le  poids  appuyé  sur  le  plan  incliné  coinnie 
atlailié  au  l)ias  d'un  levier  perpendiculaire  an  |)lan,  cl  il  considère  la 
puissance  comme  une  force  applii|iii'i'  an  nirmr  luas,  snivani  une  direc- 
liiin  donnée;  il  a  ainsi  nn  levier  ii  un  scnl  i)ras,  dont  une  cxlrcniilé 
est  lixe,  el  donl  Tantre  extrémité  est  tirée  par  deux  lurces,  celle  dn 
poids  el  celle  de  la  puissance  qui  le  retient.  Il  snlistitne  ensuite  à  ce 
levier  un  levier  angulaire  à  deux  hias  perpemliculaires  aux  directions 
des  deux  forces  et  ayant  le  même  point  tlxe  pour  point  d'appui,  et  il 
suppose  les  deux  forces  appliquées  aux  bras  de  ce  levier  suivant  leurs 
propres  directions,  ce  qui  lui  donne  pour  ré(jiiililire  le  rapport  du 
poids  il  la  puissance,  en  raison  invcise  des  deux  liras  du  levier  anj^n- 
hiirt',  c'est-ti-dire  des  perpendii  nlaircs  menées  dn  point  fixe  sur  les 
directions  dn  poids  et  de  la  puissance. 

De  lit,  U(d)erval  déduit  ré(|uilil)re  iPnn  poids  soutenu  par  deux 
cordes  qui  font  entre  elles  un  angle  (|uelconqne,  (>n  substituant  au 
levier  perpendiculaire  au  plan  une  corde  atlacliée  au  point  d'appui  du 
levier,  el  ii  la  puissance  une  autre  corde  tirée  par  une  force  dans  la 
direction  de  cette  puissance;  et,  par  dillerenles  constructions  et  analo- 
gies un  peu  eoinpli(|nécs,  il  parvient  ii  l'rtte  conclusion  :  ([IH',  si  de 
(|U(dqnc  point  pris  dans  la  verticale  dn  poids,  on  nil'ni'  une  parallèle 
il  l'une  des  ((Miles,  jnsi|ir:i  la  reininitre  de  l'anlre  eorde,  le  triangle 
l'oino'  ainsi  aura  ses  colés  proporl;oiinels  an  poids  l'I  aux  puissances 
qui  agissent  dans  la  direction  des  nièiiies  rotes,  <■(■  (|ni  est.  cinnine  on 
voit,  le  lliéori'ine  donné  par  Stevin. 

.l'ai  cru  devoir  faire  mention  de  ceite  denionsiratioii  de  iddierval. 
non  senlrinenl  parce  (|ue  c'est  la  premii-re  démonstration  ligoiirense 
qu'on    ail  eue   dn    llieoii'llie   de   Sle\in,    mais   eiieore  parée  (|n'elle   e^l 
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restée  dans  l'oubli  dans  un  Traité  d'Harmonie,  assez  rare  aujourd'hui, 
où  personne  ne  s'avise  de  la  chercher.  Au  reste,  je  ne  suis  entré  dans 
ce  détail  sur  ce  qui  regarde  la  théorie  du  levier,  que  pour  faire  plaisir 
à  ceux  qui  aiment  à  suivre  la  marche  de  l'esprit  dans  les  sciences,  et  à 
connaitre  les  routes  que  les  inventeurs  ont  tenues  et  les  routes  plus 
directes  qu'ils  auraient  pu  tenir. 

8.  Les  Traités  de  Statique  qui  ont  paru  après  celui  de  Roberval,  jus- 
qu'à l'époque  de  la  découverte  de  la  composition  des  forces,  n'ont  rien 
ajouté  à  cette  partie  de  la  Mécanique;  on  n'y  trouve  que  les  propriétés 
déjà  connues  du  levier  et  du  plan  incliné,  et  leur  application  aux 
autres  machines  simples  :  encore  y  en  a-t-il  quelques-uns  qui  ren- 
ferment des  théories  peu  exactes,  comme  celui  de  Lami  sur  l'équilibre 
des  solides,  où  il  donne  une  proportion  fausse  du  poids  à  la  puissance 
(jui  le  retient  sur  un  plan  incliné.  Je  ne  parle  pas  ici  de  Descartes,  de 
Torricelli  et  de  Wallis,  parce  qu'ils  ont  adopté  pour  l'équilibre  un  prin- 
cipe qui  se  rapporte  à  celui  des  vitesses  virtuelles,  et  dont  ils  n'avaient 
pas  la  démonstration. 

9.  Le  second  principe  fondamental  de  la  Statique  est  celui  de  la 
composition  des  forces.  Il  est  fondé  sur  cette  supposition  :  que,  si  deux 
forces  agissent  à  la  fois  sur  un  corps  (')  suivant  différentes  directions, 
ces  forces  équivalent  alors  à  une  force  unique,  capable  d'imprimer  au 
corps  le  même  mouvement  que  lui  donneraient  les  deux  forces  agis- 
sant séparément.  Or  un  corps,  qu'on  fait  mouvoir  uniformément  sui- 
vant deux  directions  différentes  à  la  fois,  parcourt  nécessairement  la 
diagonale  du  parallélogramme  dont  il  cîit  parcouru  séparément  les 
côtés  eu  vertu  de  chacun  des  deux  mouvements.  D'où  l'on  conclut  que 
deux  puissances  quelconques,  qui  agissent  ensemble  sur  un  même 
corps,  sont  équivalentes  à  une  seule  représentée,  dans  sa  quantité  et 
sa  direction,  par  la  diagonale  du  parallélogramme  dont  les  côtés  repré- 

(  ')  Le  mot  corps  désigne  ici  un  point  matcriol.  {J-  Bertrand.) 
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seiU(Mit  on  particulier  les  qunntités  et  les  directions  des  denx  puis- 
sances données.  C'est  en  (|uoi  consiste  le  principe  (|M'()n  nom  me  la 
romposilion  des  foives. 

(!e  principe  (')  sullit  seul  puiu'  (ielenniucr  les  lois  de  ré(|uililjre 
dans  tous  les  cas;  car,  en  composant  ainsi  successivement  toutes  les 
forces  deux  à  deux,  on  doit  parvenir  à  une  force  unique  qui  sera  équi- 
valente à  toutes  ces  forces,  et  qui.  pai-  conséquent,  devra  être  nulle 
(l;ins  le  cas  d'équilibre  s'il  n'y  a  dmis  le  système  aucun  point  fixe; 
mais,  s'il  y  en  a  un,  il  faudra  que  la  direction  de  cette  force  unique 
passe  par  le  point  lixe.  C'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  tous  les  livres  de 
Stati(jue,  et  particulièrement  dans  la  Noiu-clle  Mccanique  de  Yarignon, 
i)ii  la  théorie  des  machines  est  déduite  uniquement  du  (irincipe  dont 
non>  venons  de  parler. 

Il  est  évident  que  le  théorème  de  Stevin  sur  l'équilibre  de  trois 
forces  parallèles  et  proportionnelles  aux  trois  côtés  d'un  triangle  quel- 
conque est  une  conséquence  immédiate  et  nécessaiie  du  principe  de  la 
composition  des  forces,  ou  plutôt  (iii'il  n'est  (|iie  ce  même  principe 
présenté  sous  une  autre  forme.  Mais  celui-ci  ;i  l'avantage  d'èti'e  fondé 
sur  des  notions  simples  et  naturelles,  au  lieu  (|uc  le  tlicnri'mede  Stevin 
ne  l'est  que  sur  des  considérations  indirectes. 

10.  Les  anciens  ont  connu  la  composition  des  mouvements,  comme 
on  le  voit  par  quelques  passages  d'Aristote,  dans  ses  Questions  méca- 
niques. Les  géomètres  surfout  l'ont  employée  pour  la  description  des 
courbes,  comme  Archimèdc  pour  la  spirale,  Nicomi-de  pour  la  con- 
çhoïde,  etc.;  et,  parmi  les  modernes,  Roberval  en  a  déduit  une  méthode 
ingénieuse  de  tirer  les  tangentes  aux  courbes  (|ui  peuvent  être  censées 
décrites  par  deux  mouvements  dont  la  loi  est  donnée;  mais  Galilée  est 
le  pifiiiicr  (|iii  ;iit  employé  la  considération  du  mouvement  composé 
dans  la  Mécani(|ue,  pour  délermincr  la  courbe  décrite  par  un  corps 
|icsan(,  cil  \cilii  (le  racti(ui  de  la  gravité  et  de  la  foi'ce  de  projeclion. 

(  ')  Co  paragraj)!!!'  iiiniKiiio  d'o\aclilii(lc  :  deux  foico.s  (]ui  no  sont  pas  dans  le  môme  plan 
n'iiy.iiit  |>.is  (le  rosiilianic,  la  n'inaniuc,  ili>  I,a.i;ranj;o  no  poiil  iiicmo  pas  <^lro  appliquée, 
il'iiiio  manière  [,'6n6rale,  au  cas  d'un  syslème  solido.  (/.  Bcrirtind.  ) 
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Dans  la  seconde  proposition- de  la  quatrième  Journée  de  ses  Dia- 
logues, Galilée  démontre  qu'un  corps  mû  avec  deux  vitesses  uniformes, 
l'une  horizontale,  l'autre  verticale,  doit  prendre  une  vitesse  représentée 
par  l'hypoténuse  du  triangle  dont  les  côtés  représentent  ces  deux 
vitesses;  mais  il  paraît  en  même  temps  que  Galilée  n'a  pas  connu  toute 
l'importance  de  ce  théorème  dans  la  théorie  de  l'équilibre;  car,  dans 
le  Dialogue  troisième,  où  il  traite  du  mouvement  des  corps  pesants  sur 
des  plans  inclinés,  au  lieu  d'employer  le  principe  de  la  composition 
du  mouvement  pour  déterminer  directement  la  gravité  relative  d'un 
corps  sur  un  plan  incliné,  il  déduit  plutôt  cette  détermination  de  la 
théorie  de  l'équilibre  sur  les  plans  inclinés,  d'après  ce  qu'il  avait  établi 
auparavant  dans  son  Traité  Délia  Scienza  mecanica,  dans  lo(|uel  il  ra- 
mène le  plan  incliné  au  levier. 

On  trouve  ensuite  la  théorie  des  mouvements  composés  dans  les 
écrits  de  Descartes,  de  Roberval,  de  Mersenne,  de  Wallis,  etc.;  mais, 
jusqu'à  l'année  1687,  dans  laquelle  ont  paru  les  Principes  mathéma- 
tiques de  Newton  et  le  Projet  de  la  Nouvelle  Mécanique  de  Varignon,  on 
n'avait  point  pensé  à  substituer,  dans  la  composition  des  mouvements, 
les  forces  aux  mouvements  qu'elles  peuvent  produire,  et  à  déterminer 
la  force  composée  résultante  de  deux  forces  données,  comme  on  déter- 
mine le  mouvement  composé  de  deux  mouvements  reclilignes  et  uni- 
formes donnés. 

Dans  le  second  corollaire  de  la  troisième  loi  du  mouvement.  Newton 
montre  en  peu  de  mots  comment  les  lois  de  l'équilibre  se  déduisent 
facilement  de  la  composition  et  décomposition  des  forces,  en  prenant 
la  diagonale  d'un  parallélogramme  pour  la  force  composée  de  deux 
forces  représentées  par  ses  côtés;  mais  cet  objet  est  traité  plus  en 
détail  dans  l'Ouvrage  de  Varignon,  et  \a  Nouvelle  Mécanique  qui  a  paru 
après  sa  mort,  en  172J,  renferme  une  théorie  complète  sur  l'équilibre 
des  forces  dans  les  différentes  machines,  déduite  de  la  seule  considé- 
ration de  la  composition  ou  décomposition  des  forces. 

11.  Le  principe  de  la  composition  des  forces  donne  tout  de  suite  les 
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coiuiilions  de  l'équililtrc  l'iilii'  (rois  |iiiissances  qui  agissent  sur  un 
point,  qu'on  n'avait  pu  déduire  de  ré(|uilil)re  du  levier  <|ue  par  une 
suite  de  raisonnements.  Mais,  d'un  autre  eùlé,  lorsqu'on  vent.  p;ir  ee 
j)rincipe,  trouver  les  eonditioiis  de;  ré(|uilil)re  entre  deux  puissances 
parallèles  appliciuées  aux  extrémités  d'un  levier  droit,  on  est  oitligé 
d'employer  des  considéralions  indirectes,  en  substituant  un  levier 
angulaire  au  levier  droit,  eonime  Newton  il  d'AlcuihiMl  l'oui  l'ait,  (m  en 
ajoutant  deux  forces  étrangères  qui  se  détruisent  imuIikIIcmiciiI,  mais 
qui,  étant  composées  avec  les  puissances  données,  rendent  leurs  direc- 
tions concourantes,  ou  enfui  en  imaginant  (jue  les  directions  des  puis- 
sances prolongées  concourent  ii  l'infini,  cl  en  prouvant  que  la  puissance 
composée  doit  passer  par  le  point  d'appui  :  c'est  la  manière  dont  s'y 
est  pris  Varignon  dans  sa  Mécani(|ue.  Ainsi,  (|uui(jue,  ii  la  rigueur,  les 
deux  principes  du  levier  et  de  la  composition  des  forces  conduisent 
toujours  aux  mêmes  résultats,  il  est  remarquable  que  le  cas  le  plu> 
simple  [tmir  l'un  de  ces  principes  devient  le  plus  complii|ué  pour 
l'autre. 

12.  Mais  on  peut  établir  une  liaison  immédiate  entre  ces  deux  prin- 
cipes, par  le  tliéorème  que  Varignon  a  donné  dans  sa  Nouvelle  Mccanù/iw 
Section  I,  Lemme  XVI),  et  qui  consiste  en  ce  que  si,  d'un  point 
quelconque  pris  dans  le  plan  d'un  parallélogramme,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  la  diagonale  et  sur  les  deux  côtés  qui  comprennent 
cette  diagonale,  le  produit  de  la  diagonale  par  sa  perpendiculaire  est 
égal  à  la  somme  des  produits  des  deux  côtés  par  leurs  perpendiculaires 
respectives  si  le  puiiit  lnmlie  Ikh^  du  parallélogramme,  ou  ii  leur  dill'é- 
rence  s'il  tombe  dans  le  parallélogianmie.  Varignon  fait  voir,  par  une 
construction  très  simple,  qu'en  formant  des  triangles  (pii  aient  la  dia- 
gonale et  les  deux  côtés  pour  bases,  et  le  point  dduiie  pour  sommet 
commun,  le  triangle  formé  sur  la  diagonale  est.  dans  le  |iremier  cas. 
égal  il  la  somme  et,  dans  le  second  cas,  ii  la  dillVrence  des  deux  triangles 
formés  sur  les  côtés;  ce  qui  est  en  soi-même  un  beau  tliéorème  de 
•  iéomélrie,  indépendamment  de  son  application  ii  la  .Mécani(|ue. 
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Ce  théorème  aurait  lieu  également  et  la  démonstration  serait  la 
même  si,  sur  le  prolongement  de  la  diagonale  et  des  côtés,  on  prenait 
partout  où  l'on  voudrait  des  parties  égales  à  ces  lignes;  de  sorte  que, 
comme  toute  puissance  peut  être  supposée  appliquée  h  un  point  quel- 
conque de  sa  direction,  on  peut  conclure,  en  général,  que  deux  puis- 
sances, représentées  en  quantité  et  en  direction  par  deux  droites  pla- 
cées dans  un  plan,  ont  une  composée  ou  résultante  représentée  en 
quantité  et  en  direction  par  une  droite  placée  dans  le  même  plan,  qui 
étant  prolongée  passe  par  le  point  de  concours  des  deux  droites,  et 
(|ui  soit  telle,  (ju'ayant  pris  dans  ce  plan  un  point  quelconque,  el 
abaissé  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  ces  trois  droites,  prolon- 
gées s'il  est  nécessaire,  le  produit  de  la  résultante  par  sa  perpendicu- 
laire soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  produits  respectifs  des 
deux  puissances  composantes  par  leurs  perpendiculaires,  selon  que 
le  point  d'où  partent  les  trois  perpendiculaires  sera  pris  au  dehors 
ou  au  dedans  des  droites  qui  représentent  les  puissances  compo- 
santes. 

Lorsque  ce  point  est  supposé  tpmber  sur  la  direction  de  la  résul- 
tante, cette  puissance  n'entre  plus  dans  l'équation,  et  l'on  a  l'égalité 
entre  les  deux  produits  des  composantes  par  leurs  perpendiculaires; 
c'est  le  cas  de  tout  levier  droit  et  angulaire,  dont  le  point  d'appui  est 
le  même  que  le  point  dont  il  s'agit,  parce  qu'alors  l'action  de  la  résul- 
tante est  détruite  par  la  résistance  de  l'appui. 

Ce  théorème,  dû  à  Varignon,  est  le  fondement  de  presque  toutes  les 
Statiques  modernes,  où  il  constitue  le  principe  général  appelé  des 
moments.  Son  grand  avantage  consiste  en  ce  que  la  composition  et  la 
résolution  des  forces  y  sont  réduites  à  des  additions  et  des  soustrac- 
tions; de  sorte  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  puissances  à  com- 
poser, on  trouve  facilement  la  puissance  résultante,  laquelle  doit  être 
nulle  dans  le  cas  d'équilibre. 

13.  J'ai  rapporté  l'époque  de  la  découverte  de  Varignon  à  celle  de 
la  publication  de  son  Projet,  quoique  dans  l'Avertissement,  qui  est  à 
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la  l»'(e  (If  la  NotnclU  Mrcanif/ue,  on  ait  avancé  qu'il  avait  ildiinr  doux, 
ans  auparavant,  dans  Vllistoiiv  de  la  Répnhlique  des  Lettres,  un  AJcnioirc 
sur  les  poulies  à  moufle,  dans  lequel  il  se  servait  des  mouvements 
fDHiposés  pour  déterminer  tout  ce  (|ui  regarde  cette  machine;  mais  je 
dois  observer  que  cet  article  man(|ue  d'exactitude.  Le  .Mémoire  dont 
il  s'agit,  sur  les  poulies,  ne  se  trouve  (|ue  dans  les  Nouvelles  de  la 
Républicjue  des  Lettres  du  mois  de  mai  1G87.  sous  le  lilrc  di'  Xoitvelle 
dèinonslnitioit  générale  de  l'usage  des  poulies  à  tiimijlf.  L'aiilcur  y  consi- 
(ii'rc  i'é(|nilil)re  d'un  poids  soutriiu  |iar  nui'  cordi'  i|ui  |kissc  sur  iiiif 
poulie,  cl  (l<uit  les  deux  parties  ne  sont  pas  parallèles.  Il  n'v  tiiit  iiiiint 
usage  ni  même  mentinn  du  principe  de  la  composition  des  forces,  mais 
il  emploie  les  théorèmes  déjà  connus  sur  les  poids  soutenus  par  des 
cordes,  et  il  cite  les  Statiques  de  Pardis  et  de  Dechales.  Dans  une 
seconde  démonstration,  il  réduit  la  question  au  levier,  eu  regardant  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  où  la  conle  abandonne  la  poulie, 
comme  un  levier  chargé  du  poids  appli(|ué  ii  la  poulie,  et  <loni  les 
extrémités  sont  tirées  par  les  deux  portions  de  la  corde  qui  soutient 


DdUhe. 


l'diir  ne  rien  on)e(lre  de  ce  (|ui  regarde  riiisidire  de  la  (Icciuiverle 
de  la  coniposilioii  des  forces,  je  dois  dire  un  iiml  d'iiii  [tclil  écrit  publié 
par  Laini  en  1GH7,  sous  le  titre  de  Nom'etle  manière  de  déniont/vr  les 
/irinei/Miua-  théorènies  des  cléments  des  mécaniques.  L'auteur  observe  <|ne. 
si  un  corps  est  poussé  par  deux  forces  suivant  deux  directions  dilié- 
renles,  il  suivra  nécessairement  une  direction  moyenne;  de  sorte  (|ue. 
si  le  chemin  suivant  cette  direction  lui  était  fern)é,  il  demeurerait  en 
repos,  et  les  deux  forces  se  feraient  ei|nililiic.  Or  il  (ieterniine  la  ditcc- 
linn  iiiiivcnne  par  la  composition  des  deux  iinmx cnK'uts  (|ne  le  c()r|)s 
|irciiilrail  dans  le  premier  itislanl  en  vertu  de  cliacuiu'  des  deux  loices. 
si  elles  agissaient  sé|)ai(iiieiit,  ce  (|iii  lui  dnniie  la  diai^onale  ilii  paial- 
lélograinnic  dont  les  deux  côtés  seraient  les  espaces  parcourus  en 
même  temps  par  l'action  des  deux  forces  et,  par  consé(inenl,  |)ropor- 
lionufds  aux  lurces.  De  la  il  tire  tmit  de  suite  le  tlicoil'Mie  (|ue  les  deux 
lorces  sont  entre  elles  en  riii-ioi  r'éciproi|ue  des  >inus  des  angles  i|im' 
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leurs  directions  font  avec  la  direction  moyenne  que  le  corps  prendrait 
s'il  n'était  pas  arrêté,  et  il  en  fait  l'application  au  plan  incliné  et  au 
levier  lorsque  ses  extrémités  sont  tirées  par  des  puissances  dont  les 
directions  font  un  angle;  mais,  pour  le  cas  où  ces  directions  sont  paral- 
lèles, il  emploie  un  raisonnement  vague  et  peu  concluant. 

La  conformité  du  principe  employé  par  Lami  avec  celui  de  Varignon 
avait  fait  dire  à  l'auteur  de  Y  Histoire  des  Ouvrages  des  Savants  (avril  1688) 
qu'il  y  avait  apparence  que  le  premier  devait  au  dernier  la  découverte 
de  son  principe.  Lami  s'est  justifié  de  cette  imputation,  dans  une 
Lettre  publiée  dans  le  Journal  des  Savants  du  i3  septembre  1G88,  à 
laquelle  le  journaliste  a  répondu  au  mois  de  décembre  de  la  même  année  ; 
mais  cette  contestation,  à  laquelle  Varignon  n'a  point  pris  part,  n'a 
pas  été  plus  loin,  et  l'écrit  de  Lami  parait  être  tombé  dans  l'oubli. 

Au  reste,  la  simplicité  du  principe  de  la  composition  des  forces  et 
la  facilité  de  l'appliquer  à  tous  les  problèmes  sur  l'équilibre  l'ont  fait 
adopter  des  mécaniciens  aussitôt  après  sa  découverte,  et  l'on  peut  dire 
qu'il  sert  de  base  à  presque  tous  les  Traités  de  Statique  qui  oui  paru 
depuis. 

14.  On  ne  peut  cependant  s'empêcber  de  reconnaître  que  le  prin- 
cipe du  levier  a  seul  l'avantage  d'être  fondé  sur  la  nature  de  l'équilibre 
considéré  en  lui-même,  et  comme  un  état  indépendant  du  mouvement; 
d'ailleurs  il  y  a  une  dilTérence  essentielle  dans  la  manière  d'estimer 
les  puissances  qui  se  font  équilibre  dans  ces  deux  principes;  de  sorte 
(juc,  si  l'on  n'était  pas  parvenu  à  les  lier  par  les  résultats,  on  aurait  pu 
douter  avec  raison  s'il  était  permis  de  substituer  au  principe  fonda- 
mental du  levier  celui  qui  résulte  de  la  considération  étrangère  des 
mouvements  composés. 

En  effet,  dans  l'équilibre  du  levier,  les  puissances  sont  des  poids  ou 
peuvent  être  regardées  comme  tels,  et  une  puissance  n'est  censée 
double  ou  triple  d'une  autre  qu'autant  qu'elle  est  formée  par  la  réunion 
de  deux  ou  trois  puissances  égales  chacune  à  l'autre  puissance.  Mais 
la  tendance  à  se  mouvoir  est  supposée  la  même  dans  chaque  puissance, 
XI.  3 


(|m'll(M|ue  soil  son  intensité;  au  lien  (jnc,  dans  le  principe  ili-  lu  com- 
position des  forces,  on  estime  la  valeur  des  forces  par  le  degré  de 
vitesse  qu'elles  communiqueraient  au  corps  niiqiicl  elles  sont  appli- 
(|uées,  si  chacune  était  libre  d'agir  séparément,  el  c'est  peut-être  cetle 
différence  dans  la  manière  de  concevoir  les  forces  qui  a  empêché  long- 
temps les  mécaniciens  d'employer  lis  lois  connues  de  la  composition 
des  mouvements  dans  la  théorie  de  ré(|iiilihre,  dont  le  cas  le  plu- 
simple  est  celui  de  l'équilibre  des  corps  pesants. 

15.  On  a  cherché  depuis  à  rendre  le  pi'iucipe  de  la  composition  des 
fi)i'ees  indépendant  de  la  considéralioii  du  mouvement,  el  à  l'établir 
unicjuement  sur  des  vérités  évideules  par  elles-mêmes.  Daniel  Ber- 
noulli  (')  a  donné  le  premier,  dans  les  Commentaires  de  l'Académie  de 
Pélersbourg,  tome  P'",  une  démonstration  très  ingénieuse  du  parallélo- 
gramme des  forces,  mais  longue  et  compliquée,  que  d'.\lembert  a 
ensuite  rendue  un  peu  plus  simple  dans  le  premier  Volume  de  se- 
Opuscules. 

Cette  démonstration  est  fondée  sur  ces  deux  piincipes  : 

i"  Que,  si  deux  forces  agissent  sur  un  même  point  dans  des  direc- 
tions diiï'érentes,  elles  ont  pour  résultante  une  force  unique  (]ui  divise 
en  deux  également  l'angle  compris  entre  leurs  directions  lors()ue  les 
deux  forces  sont  égales,  et  qui  est  égale  à  leur  somme  lors<jue  cet  angle 
esl  nul.  DU  il  leur  dill'erenee  lors(|ue  l'angle  est  de  deux  droits;  2"  que 
des  éqiii-iiMiltiples  des  mêmes  forces,  ou  des  forces  quelconques  (|ui 
leur  soieiil  ])roportionnelles,  ont  une  résullaiilc  é(|ui-uiultiple  de  leui- 
résultaule  011  pr(i|ii)i'(iouuell(»  iieetle  l'ésullinile,  les  angles  denieurnni 
les  mêmes. 

Ce  second  principe  est  évident  en  regardani  les  forces  comme  des 
quantités  (]ui  peuvetit  s'ajouter  ou  se  sousli'aii'e. 

A  l'égai'd  du  premier,  on  le  démontre  eu  considérant  le  mouvcmenl 
(|u'un  corps,  |»oussé  par  deux  forces  qui  ne  se  font  pas  équilibre,  doit 

('I  l.a   111(^1110  (l(^in<)iistraliiiii  a  616   rcproduilc  cl  simplifiée  pnr  M.    Ainn'.  .hiiinidl  <(<■ 
Miillic'maliijiw.i  do  I-iouvillo,  1"  série,  I.  l",  p.  33").  (7.  Jlfrlniiiil.) 
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prendre,  et  qui,  étant  nécessairement  unique,  peut  être  attribué  à  uik- 
force  unique  agissant  sur  lui  dans  la  direction  de  son  mouvement. 
Ainsi  l'on  peut  dire  que  ce  principe  n'est  pas  tout  à  fait  exempt  de  la 
considération  du  mouvement. 

Quant  à  la  direction  de  la  résultante  dans  le  cas  de  l'égalité  des  deux 
forces,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour  qu'elle  soit  plus 
inclinée  à  l'une  qu'à  l'autre  de  ces  deux  forces,  et  que,  par  consé- 
(juent,  elle  doit  couper  l'angle  de  leurs  directions  en  deux  parties 
égales. 

On  a  ensuite  traduit  en  Analyse  le  fond  de  cette  démonstration,  et  on 
lui  a  donné  différentes  formes  plus  ou  moins  simples,  en  considérant 
la  résultante  comme  fonction  des  forces  composantes  et  de  l'angle 
compris  entre  leurs  directions.  (Voir  le  second  tome  des  Mélanges  de 
la  Société  de  Turin,  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  de  1769,  le 
sixième  Volume  des  Opuscules  de  d'Alembert,  etc.)  Mais  il  faut  avouer 
qu'en  séparant  ainsi  le  principe  de  la  composition  des  forces  de  celui 
de  la  composition  des  mouvements,  on  lui  fait  perdre  ses  principaux 
avantages,  l'évidence  et  la  simplicité,  et  on  le  réduit  à  n'être  qu'un 
résultat  de  constructions  géométriques  ou  d'Analyse. 

16.  Je  viens  enfin  au  troisième  principe,  celui  des  vitesses  vir- 
tuelles. On  doit  entendre  par  vitesse  virtuelle  celle  qu'un  corps  en  équi- 
libre est  disposé  à  recevoir,  en  cas  que  l'équilibre  vienne  à  être  rompu, 
c'est-à-dire  la  vitesse  que  ce  corps  prendrait  réellement  dans  le  pre- 
mier instant  de  sou  mouvement;  et  le  principe  dont  il  s'agit  consiste 
en  ce  que  des  puissances  sont  en  équilibre  quand  elles  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  vitesses  virtuelles,  estimées  suivant  les  directions  de 
ces  puissances. 

Pour  peu  qu'on  examine  les  conditions  de  l'équilibre  dans  le  levier 
et  dans  les  autres  macbines,  il  est  facile  de  reconnaître  cette  loi,  que  le 
poids  et  la  puissance  sont  toujours  en  raison  inverse  des  espaces  que 
l'un  et  l'autre  peuvent  parcourir  en  même  temps  :  cependant  il  ne 
parait  pas  que  les  anciens  en  aient  eu  connaissance.  Guido  Ubaldi  est 
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pcul-i'lii'  II-  pieinicr  ([iii  l'ail  aperçue  dans  le  levier  et  dans  les  poulies 
mobiles  ou  moufles.  Galilée  l'a  reeonnue  ensuite  dans  les  plans  incli- 
nés et  dans  les  machines  qui  en  dépendent,  et  il  l'a  regardée  comme 
une  propriété  générale  de  l'équilibre  des  madiines.  (Voir  ?.nn  Traite  de 
Mécanique  et  le  scolie  de  la  seconde  proposition  du  troisième  Dialogui'. 
dans  l'édition  de  Bologne  de  i6j5.| 

(ialilée  entend  \yA\'  moment  d'un  poids  ou  d'une  |)uissance  appliquée 
il  uni'  mailiiiie  i'cll'ort,  l'artion,  l'énergie,  Vimpelus  de  celte  puissance 
pour  iiioiivctii'  la  maeiiin(\  de  manière  (|u'il  y  ait  éijuilil)re  entre  deux 
puissances,  iors(|ue  leurs  monienis  pour  mouvoir  la  maciiine  en  sens 
contraires  sont  égaux;  et  il  lait  voir  que  le  moment  es!  toujours  pro- 
portionnel à  la  puissance  multipliée  par  la  vitesse  virtuelle,  dépendante 
de  la  manière  dont  la  puissance  agit. 

Cette  notion  des  moments  a  aussi  été  adoptée  par  Wallis,  dans  sa 
Mécanique  publiée  en  1G69.  L'auteur  y  pose  le  principe  de  l'égalité  des 
moments  pour  fondement  de  la  Statique,  et  il  en  déduit  au  long  la 
théorie  de  ré(]uilibre  dans  les  principales  machines. 

Aujourd'hui  on  n'enlend  plus  communeniciit  par  inontcnl  (|iie 
|)roduit  d'une  puissance  parla  distance -de  sa  direction  à  un  i)oiiil.  nu 
il  une  ligne,  ou  ;i  un  plan,  c'est-à-dire  pai'  le  bras  de  levier  par  le(|uel 
elle  agit;  mais  il  me  semble  que  la  notion  du  nionicnl  donnée  par  Ga- 
lilée et  par  Wailis  es!  bien  plus  naturelle  et  plus  générale,  et  je  ne  vois 
pas  pour(jut)i  on  l'a  abandonnée  pour  y  en  substituer  une  autre  qui 
exprime  seulement  la  valeur  du  moment  dans  certains  cas,  comme  dans 
le  levier,  etc. 

Descartes  a  réduit  pareillefnenl  toute  la  Slalii|ue  ii  un  principe 
iiiii(|iie  (pii  l'evienl,  |)our  le  fond,  il  celui  de  Galilée,  mais  (pii  est  jtré- 
senle  d'une  uianii're  moins  générale.  Ce  principe  est.  (|iril  ne  l'aul  ni 
plus  III  Mioiiis  de  loi'i'c  pour  élever  un  poids  ii  une  cerlaine  liaiilenr, 
ipi'il  en  l'audrait  pour  élever  un  poids  plus  pesant  ii  une  liinitciir  d'au- 
laiil  moindre,  ou  un  poids  moindre  ii  une  hauteur  d'autant  plus  grande 
voir  la  Lettre  l'.\  du  tonn-  I"  publie  en  \()^>-,  et  le  Traité  de  Méi-anique 
inqjrimé  dans  les  Ouvrages  posthumes  .   D'où  il  résulte  (ju'ii  y  aura 


e 
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équilibre  entre  deux  poids,  lorsqu'ils  seront  disposés  de  manière  que 
les  chemins  perpendiculaires  qu'ils  peuvent  parcourir  ensemble  soient 
en  raison  réciproque  des  poids.  Mais,  dans  l'application  de  ce  principe 
aux  différentes  machines,  il  ne  faut  considérer  que  les  espaces  parcou- 
rus dans  le  premier  instant  du  mouvement,  et  qui  sont  proportionnels 
aux  vitesses  virtuelles,  autrement  on  n'aurait  pas  les  véritables  lois  de 
l'équilibre. 

Au  reste,  soit  qu'on  regarde  le  principe  des  vitesses  virtuelles  comme 
une  propriété  générale  de  l'équilibre,  ainsi  que  l'a  fait  Galilée,  soit 
qu'on  veuille  le  prendre  avec  Descartes  et  Wallis  pour  la  vraie  cause 
(le  l'équilibre,  il  faut  avouer  qu'il  a  toute  la  simplicité  qu'on  peut  dé- 
sirer dans  un  principe  fondamental  ;  et  nous  verrons  plus  bas  combien 
ce  principe  est  encore  recommandable  par  sa  généralité. 

Torricelli,  fameux  disciple  de  Galilée,  est  l'auteur  d'un  autre  prin- 
cipe, qui  dépend  aussi  de  celui  des  vitesses  virtuelles;  c'est  que,  lors- 
que deux  poids  sont  liés  ensemble  et  placés  de  manière  que  leur  centre 
de  gravité  ne  puisse  pas  descendre,  ils  sont  en  équilibre  dans  cette 
situation.  Torricelli  île  l'applique  qu'au  plan  incliné,  mais  il  est  facile 
de  se  convaincre  qu'il  n'a  pas  moins  lieu  dans  les  autres  machines. 
(  Voir  son  Traité  De  motii  gravium  naturaliter  descendentium,  qui  a  paru 
en  1664.) 

Le  principe  de  Torricelli  en  a  fait  naître  un  autre,  dont  quelques 
auteurs  ont  fait  usage  pour  résoudre  avec  plus  de  facilité  différentes 
questions  de  Statique;  c'est  celui-ci  :  que  dans  un  système  de  corps 
pesants  en  équilibre,  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas  qu'il  est  pos- 
sible. En  effet,  on  sait,  par  la  théorie  de  maximis  et  minimis,  que  le 
centre  de  gravité  est  le  plus  bas  lorsque  la  différentielle  de  sa  descente 
est  nulle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  ce  centre  ne  monte  ni 
ne  descend,  tandis  que  le  système  change  infiniment  peu  de  place. 

17.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut  être  rendu  très  général 
de  cette  manière  : 

Si  un  système  quelconque  de  tant  de  corps  ou  points  que  Von  veut,  lires 
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chacun  par  des  puissances  (pielcompies,  csl  en  èquilihiv,  et  cpi'on  donne  à 
ce  système  un  petit  momement  quelconque,  en  vertu  duquel  chaque  point 
parcoure  un  espace  infiniment  petit  qui  exprimera  sa  vitesse  virtuelle,  la 
somme  des  puissances,  multipliées  cluicune  par  V espace  que  le  point  oit  elle 
est  appliquée  parcourt  suii'ant  la  direction  de  cette  même  puissance,  sera 
toujours  égale  à  zéro,  en  regardant  comme  positifs  les  petits  espaces  par- 
courus dans  le  sens  des  puissances,  et  comme  négatifs  les  espaces  parcourus 
dans  un  sens  opposé. 

Jean  Bernoulli  est  le  premier,  que  je  saclie,  (|iii  ;iit  iipercu  eelle 
grande  généralité  du  principe  des  vitesses  viiluellcs,  et  son  utilité  pour 
résoudre  les  probli'mes  de  Statique.  C'est  ce  qu'on  voit  dans  une  de 
ses  Lettres  à  Varigiion,  datée  de  171  7,  que  ce  dernier  a  placée  à  la  tête 
de  la  Section  neuvième  de  sa  Nouvelle  Mécaniciue,  Section  employée 
tout  entière  à  montrer  par  difTérenles  applications  la  vérité  et  l'usage 
du  principe  dont  il  s'agit. 

Ce  même  principe  a  donné  lieu  ensuite  à  ci'lui  (|ue  Maupertuis  a  [)r(i- 
posé  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  l'a/is  pour  l'an- 
née 1710,  sous  le  nom  de  Loi  de  repos,  et  qu'Euler  a  développé  davan- 
tage et  rendu  plus  généi-al  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin 
pour  l'année  i-jSx.  Enfin  c'est  encore  le  même  principe  (|uisert  de  base 
à  celui  que  Conrtivron  a  donné  dans  les  Mé/>ioires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  pour  1748  et  1749- 

Et,  en  général,  je  crois  pouvoir  avancer  que  Ions  les  piiucipes  géné- 
raux qu'on  pourrait  peut-être  encore  découvrir  dans  la  science  de  l'é- 
quilibre ne  seront  que  le.même  principe  des  vitesses  xirhnlles,  envi- 
sagé diflereninienl,  et  dont  ils  ne  dillereionl  (luc  dans  r(\|)ression. 

Mais  ce  principe  est  non  seulement  en  liii-niéme  hi's  sinijilt'  el  livs 
généi'al;  il  a,  de  plus,  l'avantage  précieux  el  iiMii]ue  de  ponvoiise  Ira- 
dniic  en  une  Inrmule  générale  (|ui  renlernie  Ions  les  problèmes  qu'on 
penl  proposer  sur  ré(|uilibre  des  corps.  .Nous  exposci'ons  celle  t'ormule 
dans  tonle  S(M1  éli-ndue;  nous  làcberons  même  de  la  présenter  d'une 
manil  re  encore  plus  générale  (]u"oii  ne  l'a  l'ail  jiis(]n'ii  présent,  et  d'en 
ilonner  des  applications  nouNclIcs. 
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18.  Quant  à  la  nature  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  fan! 
convenir  qu'il  n'est  pas  assez  évident  par  lui-même  pour  pouvoir  être 
érigé  en  principe  primitif;  mais  on  peut  le  regarder  comme  l'expres- 
sion générale  des  lois  de  l'équilibre,  déduites  des  deux  principes  que 
nous  venons  d'exposer.  Aussi,  dans  les  démonstrations  qu'on  a  don- 
nées de  ce  principe,  on  l'a  toujours  fait  dépendre  de  ceux-ci  par  des 
moyens  plus  ou  moins  directs.  Mais  il  y  a,  en  Statique,  un  autre  prin- 
cipe général  et  indépendant  du  levier  et  de  la  composition  des  forces, 
quoique  les  mécaniciens  l'y  rapportent  communément,  lequel  parait 
être  le  fondement  naturel  du  principe  des  vitesses  vir(uellos  :  on  poul 
l'appeler  le  principe  des  poulies. 

Si  plusieurs  poulies  sont  jointes  ensemble  sur  une  même  chape,  on 
appelle  cet  assemblage  polispaslc  ou  moufle,  et  la  combinaison  de  deux 
moufles,  l'une  fixe  et  l'autre  mobile,  embrassées  par  une  même  corde 
dont  l'une  des  extrémités  est  fixement  attachée,  et  l'autre  est  attirée 
par  une  puissance,  forme  une  machine  dans  laquelle  la  puissance  est 
au  poids  porté  par  la  moufle  mobile  comme  l'unité  est  au  nombre  des 
cordons  qui  aboutissent  à  cette  moufle,  en  les  supposant  tous  parallèles 
et  faisant  abstraction  du  frottement  et  de  la  roideur  de  la  corde;  car  il 
est  évident  qu'à  cause  de  la  tension  uniforme  de  la  corde  dans  toute  sa 
longueur,  le  poids  est  soutenu  par  autant  de  puissances  égales  à  celle 
qui  tend  la  corde  qu'il  y  a  de  cordons  qui  soutiennent  la  moufle  mobile, 
puisque  ces  cordons  sont  parallèles  et  qu'ils  peuvent  même  être  regar- 
dés comme  n'en  faisant  qu'un,  en  diminuant,  si  l'on  veut,  à  l'intini  le 
diamètre  des  poulies. 

En  multipliant  ainsi  les  moufles  fixes  et  mobiles,  et  les  faisant  toutes 
embrasser  par  la  même  corde  au  moyen  de  différentes  poulies  fixes  de 
renvoi,  la  même  puissance,  appliquée  à  son  extrémité  mobile,  pourra 
soutenir  autant  de  poids  qu'il  y  a  de  moufles  mobiles,  et  dont  chacun 
sera  à  cette  puissance  comme  le  nombre  des  cordons  de  la  moufle  ([ui 
le  soutient  est  à  l'unité. 

Substituons,  pour  plus  de  simplicité,  un  poids  à  la  place  de  la  puis- 
sance, après  avoir  fait  passer  sur  une  poulie  fixe  le  dernier  cordon  (|ui 
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soiilicnt  ce  jjuids,  (iiic  nous  proiidioiis  puiir  l'unité;  cl  iiiiai;iiioiis  (jue 
los  (lilTi- l'en  les  moufles  mobiles,  au  lieu  de  soutenir  des  poids,  soient 
attachées  à  des  corps  regardés  comme  des  points,  et  disposés  entre 
eux  en  srirte  (ju'ils  formeiil  un  système  <juelcon(|iic  (Imiiié.  De  celte 
manière,  le  même  poids  produira,  par  le  moyen  de  la  corde  i|ui 
embrasse  toutes  les  moufles,  diiïérentes  puissances  qui  agiront  sur  les 
différents  points  du  système,  suivant  la  direction  des  cordons  (jui 
aboutissent  aux  moufles  attachées  à  ces  points,  et  qui  seront  au  poids 
comme  le  nombre  des  cordons  est  à  l'unité;  en  sorte  que  ces  puissances 
seront  représentées  elles-mêmes  par  le  nombre  des  cordons  qui  con- 
courent à  les  produire  par  leur  tension. 

Or  il  est  évident  que.  pour  que  le  système  tii'é  par  ces  différentes 
puissances  demeure  en  équilibre,  il  faut  que  le  poids  ne  puisse  pas 
descendre'par  un  déplacement  ((uelconque  infiniment  [letii  des  points 
du  système  (');  cai',  le  poids  tendant  toujoui's  à  descendre,  s'il  y  a  un 
déplacement  du  système  qui  lui  permette  de  descendre,  il  descendra 
nécessairement  et  produira  ce  déplacement  dans  le  système. 

Désignons  par  a,  [i,  v,  . . .  les  espaces  infiniment  petits  que  ce  dépla- 
cement ferait  parcourir  aux  différents  points  du  .système  suivant  la 
direction  des  puissances  qui  les  tirent,  et  par  P,  Q,  R,  ...  le  nombre 
des  cordons  des  moufles  appliquées  à  ces  points  pour  produire  ces 
mêmes  puissances;  il  est  visible  (|ue  les  espaces  a,  |i,  y,  ...  seraient 
aussi  ceux  par  lesquels  les  moufles  mobiles  se  rapprocheraient  des 
moufles  fixes  qui  leur  répondenl.  el  (jue  ces  rapproelieinents  diminue- 
raient la  longueur  de  la  corde  (|ui  les  embrasse  des  quantités  Pa,  Q'fi, 
Ry,  ...;  de  sorte  qu'à  cause  de  la  longueur  invaiiable  de  la  corde,  le 
poids  descendrait  de  l'espace 

Px-i-Q5  +  lly+.... 

(')  Ou  a  objoclé,  avec  raison,  à  celle  asserlioii  de  Lagrange  l'exemple  d'un  point  pesant 
en  équilibre  au  sommet  le  plus  élevé  d'une  courbe;  il  est  évident  (]u'un  doplacement  infi- 
nimoiit  petit  le  ferait  descendre,  el,  pourtant,  ce  déplacement  no  se  produit  pas.  La  pre- 
mière démonstration  rigoureuse  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  due  à  Touriertyowr- 
iial  de  l'iicidc  l'oh u-vliiiiqiir,  lonio  II,  an  VII).  Le  niOme  C.aiiier  du  .liiurnal  conlienl  la 
démonslralion  que  Lagrange  re|)roduil  ici.  (J.  Bertrand.) 
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Donc  il  faudra,  pour  l'équilibre  des  puissances  représentées  par  les 
nombres  P,  O,  R,  . . .,  que  l'on  ait  l'équation 

Pa  +  Q|3-f-R-/^...  =  o, 

ce  qui  est  l'expression  analytique  du  principe  général  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

19.  Si  la  quantité  Pa  +  Q!3  +  R7 -1-. ..,  au  lieu  d'èlre  nulle,  était 
négative,  il  semble  que  cette  condition  suffirait  pour  établir  l'équilibre, 
parce  qu'il  est  impossible  que  le  poids  monte  de  lui-même;  mais  il 
faut  considérer  que,  quelle  que  puisse  être  la  liaison  des  points  qui 
forment  le  système  donné,  les  relations  qui  en  résultent  entre  les 
quantités  infiniment  petites  %,  ;i,  7,  ...  ne  peuvent  être  exprimées 
que  par  des  équations  diderentiellcs,  et,  par  conséquent,  linéaires 
entre  ces  quantités;  de  sorte  qu'il  y  en  aura  nécessairement  une  ou 
plusieurs  d'entre  elles  qui  resteront  indéterminées,  et  qui  pourront 
être  prises  en  plus  ou  en  nu)ins;  par  conséquent,  les  valeurs  de  toutes 
ces  quantités  seront  toujours  telles,  qu'elles  pourront  cbanger  de  signe 
k  la  fois.  D'où  il  s'ensuit  que,  si  dans  un  certain  déplacement  du  sys- 
tème la  valeur  de  la  quantité  Pa  +  Qti  -+-  Ry  +  . . .  est  négative,  elle 
deviendra  positive  en  prenant  les  quantités  a,  fi,  y,  ...  avec  des  signes 
contraires;  ainsi  le  déplacement  opposé  étant  également  possible  ferait 
descendre  le  poids  et  détruirait  l'équilibre. 

■20.  Réciproquement,  on  peut  prouver  que,  si  l'équation 

Pa-h0  3-HR7-t-...  =  o 

a  lieu  pour  tous  les  déplacements  possibles  infiniment  petits  du  sys- 
tème, il  sera  nécessairement  en  équilibre;  car,  le  poids  demeurant 
immobile  dans  ces  déplacements,  les  puissances  qui  agissent  sur  le 
système  restent  dans  le  même  état,  et  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour 
qu'elles  produisent  l'un  plutôt  que  l'autre  des  deux  déplacements  dans 
lesquels  les  quantités  a,  p,  y,  ...  ont  des  signes  contraires.  C'est  le 
XI.  .  4 


■n;  Mi;i;  WKji  i;   w  \i.^  iigi  K. 

r;is  «le  l.i    li;iliiii<;<'   (|ui   di'iiii'uri'   en  (•(iiiililni'.   |i;iii('  i|U°il   ii"\   ;i  |iiis  ilc 
r;iis()ii  |)(iiir  (|ii'('ll<'  s'incline  d'un  rôle  plnlol  i|m<'  de  runti'i". 

1,1'  |uiii(i|ii'  des  \iti'ssi's  virinelli's,  t''t;iMl  ;iinsi  di'fnontif  |inur  de- 
puissances  coniiiiensuriiltles  eiilrc  elles,  le  >ei;i  iiussi  pour  de-  puis- 
siÉiiecs  (|U(dronqucs  incommensurables,  puis(|u'un  s;iil  (|ue  inule  pm- 
piisilidii  (|ii'(>ii  déiniiiilce  pniii-  de-  (|uan(ités  c()mmensiii;iiilis  peiii  se 
diMiiiillIfer  e^ideuienl  |i;ir  l:i  /(■i/nc/in/i  à  l'alisiinh'.  Iiirs(|ne  ce-  i|ll:ilil  îles 
suiil   inci)iiiiiieii--ni:dil(^S. 
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SECTION  DEUXIÈME. 


KOHMllLE  GÉNÉRALE  DE  LA  STATIQIE  POIR   l' ÉQUILIBRE  d'uN   SYSTÈMK  QlELCONyiE 
DE  FORCES,   AVEC   LA  MANIÈRE  DE  FAIRE   USACE  DE  CETTE  FORMULE. 


1.  La  loi  générale  de  l'équilibre  dans  les  machines  est  que  les  foices 
ou  puissances  soient  entre  elles  réciproquement  comme  les  vitesses 
des  points  où  elles  sont  appliquées,  estimées  suivant  la  direction  de 
ces  puissances. 

C'est  dans  cette  loi  que  consiste  ce  qu'on  appelle  communément  le 
pniiripc  des  vitesses  inriueUes,  principe  reconnu  depuis  longtemps  poui' 
le  principe  fondamental  de  l'équilibre,  ainsi  que  nous  l'avons  niontré 
dans  la  Section  précédente,  et  qu'on  peut,  par  conséquent,  regarder 
(îomme  une  espèce  d'axiome  de  Mécanique. 

Pour  réduire  ce  principe  en  formule,  supposons  que  des  puissances  P, 
Q,  R,  ...,  dirigées  suivant  des  lignes  données,  se  fassent  équilibre. 
Concevons  que,  des  points  où  ces  puissances  sont  appliquées,  on  mène 
des  lignes  droites  égales  à />,  y,  /■,  ...,  et  placées  dans  les  directions 
<le  ces  puissances;  et  désignons,  en  général,  par  dp,  dq,  di\  ...  les 
variations  ou  différences  de  ces  lignes,  en  tant  qu'elles  peuvent  résulter 
d'un  changement  quelconque  infiniment  petit  dans  la  position  des  dif- 
férents corps  ou  points  du  système. 

11  est  clair  que  ces  différences  exprimeront  les  espaces  parcourus 
dans  un  même  instant  par  les  puissances  P,  Q,  R,  ,..,  suivant  leurs 
propres  directions,  en  supposant  que  ces  puissances  tendent  à  aug- 
menter les  lignes  respectives  p,   q,  r,   Les   différences  dp,  dq, 

dr,  ...  seront  ainsi  proportionnelles  aux  vitesses  virtuelles  des  puis- 
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sanci's  P,  Q,  H et  [xuinoiil,  |i(iiir  [dus  de  siinpliiilc,  t'tii'  prises 

pour  t'es  vitesses. 

Cela  posé,  ne  eonsitlérons  d'abord  que  deux  puissances  P  cl  (J  ni 
équilibre.  I*;ii'  l;i  Idi  <lc  réquilil)re  entre  deux  puissances,  il  faudra  que 
les  quantités  P  et  O  soient  entre  elles  en  raison  inverse  des  dilléreu- 
tielles  dp,  <l(j\  mais  il  est  aisé  de  concevoir  qu'il  n<'  saui'ail  y  avoir 
équilibre  entre  deux  puissances,  à  moins  (|ii'(ll('s  ne  soient  disposées 
de  maiiii'ri'  (juc,  (piand  ruiic  d'elles  se  meut  suivant  sa  propre  direc- 
lioii,  l'antre  ne  soit  contrainte  de  se  mouvoir  dans  un  sens  contraire  à 
la  sienne;  d'où  il  s'ensuit  que  les  valeurs  des  diirérences  dp  et  r/y 
doivent  être  de  signes  contraires  :  donc  les  valeurs  des  forces  P  cl  O 
étant  supposées  toutes  deux  positives,  on  aura,  pour  l'équilibre, 

7=r  =: -i-      OU  liieii     l\//) -h  Of/7  ^  o; 

Q  dp 

c'est  la  formule  générale  de  l'équilibre  de  deux  puissances. 

Considérons  maintenant  l'équilibre  de  trois  puissances  P,  (J.  K,  dont 
les  vitesses  viilnrlles  soient  représentées  par  les  dilTérenlielles  ///>, 
/'/.  <lr.  Faisons  Q  =  Q'-|-Q",  et  supposons,  cr  (|iii  csl  permis,   (lue  la 

rtie  Q' ( ')  de  la  force  Qsoit  telle,  (pTon  ail 

Vdp  -f-  Q'dtj  =;  o; 

elle  fera  alors  équilibre  à  la  force  P,  et  il  faudra,  pour  recjnilibre  enlier. 
(|ue  l'iiiilre  partie  Q"  de  la  même  force  Q  lasse  seule  é(juilibre  à  la  troi- 
sième force  R,  ce  (jui  donnera  re(|nation 

(Yd'i  +  \\dr  =  o, 

l;i(|iiellc   étant   jointe    ii    l'equatiitii  précédente,   on   aura,  à  cause  de 

(')  Co  raisoiuiomonl  ii'csl  exact  iiu'iuiliiiil  (iiic  i'uii  considère  un  déplacciiiciil  (iélenniiu- 

(iu  système.  Si  l'on  no  fait  pas  cotlc  restiiciiini,  lo  rniipori  -j-  pont  recevoir  toutes  les 

valeurs  possililos,  et  lYqiialion  Prf/^H-  QV/7  —  o  ne  peiil  01  re  salisfaile  pour  aucune  valeur 
(liHerMiin(''0(leQ'.  Il  failli  rail,  par  consi^ijucnt,  pour  coiniiléler  la  (iénuin*lraliim  île  I.asraniic, 
l'appliipii;r  siircessivenienl  à  tous  les  iléplaciMueiils  jiussililes  ilii  sjslenie,  en  iiilroiluisaiil,  à 
cliaipie  fois,  (les  liaisons  munelles  tpii  eiiipOclieiil  les  autres  déplaeeuienls  de  se  produire. 
La-^range,  du  rcslo,  fait  lui-mCnie  cette  remarque  (  Sed.  II,  n°  i;)).  (J.  Jicrtnnid.) 
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Q'-i-  0"=  Q,  celle-ci  : 

Pdjj  +  Qclrj  -i-Rdr  =  o. 

S'il  y  a  une  quatrième  puissance  S  dont  la  vitesse  virtuelle  soit  repré- 
sentée par  la  différentielle  ds,  on  fera 

Q=Q'4-Q"         et  Pdp  +  Q'd'/  =  o, 

ensuite 

R  =  R'  -t-  R"         et         Q" d>i  +  R' dr  =  o. 

Alors  la  partie  Q'  de  la  force  Q  fera  seule  équilibre  à  la  force  P;  la 
partie  R'  de  la  force  R  fera  de  même  équilibre  à  l'autre  partie  Q"  de  la 
mènie  force  Q,  et,  pour  l'équilibre  total  des  quatre  forces  P,  Q,  R,  S. 
il  faudra  que  la  partie  restante  R"  de  la  force  R  fasse  écjuilibre  à  la  iler- 
nicre  force  S,  et  que,  par  conséquent,  on  ait 

W dr  -\-  %ds-=^  o. 
Ces  trois  équations  étalit  jointes  ensemble  donneront 

P  f//3  -h  Q  dq  -H  Wdr  +  S  ds  =  o. 

Ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  puissances  en  équilibre. 

2.  On  a  donc,  en  général,  pour  l'équilibre  d'un  nombre  quelcoiujiic 

de  puissances  P,  Q,  R,  ...,  dirigées  suivant  les  lignes/;,  r/,  i; 't 

appliquées  à  un  système  quelconque  de  corps  ou  points  disposés  entre 
eux  d'une  manière  quelconque,  une  équation  de  cette  forme 

P  dp  +  Q  df/  +  R  dr  + . . .  =  o. 

C'est  la  formule  générale  de  la  Statique  pour  l'équilibre  d'un  systi'ine 
quelconque  de  puissances. 

Nous  nommerons  chaque  terme  de  cette  formule,  tel  que  P^//^  le 
moment  de  la  force  P,  en  prenant  le  mot  de  moment  dans  le  sens  que 
Galilée  lui  a  donné,  c'est-à-dire  pour  le  produit  de  la  force  par  sa 
vitesse  virtuelle;  de  sorte  que  la  formule  générale  de  la  Statique  cou- 


■JO  MKCA.Niyi  1-:  AN  \i.\  I  lui  i:. 

sis(i>r;i  «hiiis  l'oijuliU'  ii  zéro  de  l;i  siuiuiic  des  moinciits  de  toutes  les 

(OITCS. 

l'iiiir  r.iirc  iis;ii;i'  de  cetle  turiiuilr,  l:i  dirticiillc  se  réduira  à  déler- 
niiiirr.  coiilnruieinenl  ;i  la  iialuic  du  sysli'iiic  donne,  les  valeurs  des 
dilleicnl  icllcs  i/p,  d/j,  dr,  .... 

On  cDusidérei-a  donc  le  systi'nie  dans  deux  positions  différentes  et 
iiitininienl  voisines,  et  l'on  chcrclii'ia  les  expressions  les  plus  générales 
des  différences  dont  il  s'ai'it,  en  introduisant  dans  ces  expressions 
autant  de  quantités  indéterminées  qu'il  y  aura  d'éléments  arbitraires 
dans  la  variation  de  position  du  système.  On  substituera  ensuite  ces 
expressions  de  dj),  dq,  di,  ...  dans  ré(iualioii  proposée,  et  il  faudra 
que  cette  équation  ait  lieu,  indé|)endanimenl  de  toutes  les  indétermi- 
nées, afin  (|iif  re([uilibre  du  système  subsiste  en  général  et  dans  tous 
les  sens.  On  égalera  donc  séparément  à  zéro  la  somme  des  ternies 
affectés  de  cbacune  des  mêmes  indéterminées,  el  l'on  aura,  par  ce 
moyen,  autant  d'équations  partienlii'ies  (ju'il  y  aura  de  les  indelernii- 
nécs;  or  il  n'est  pas  difficile  de  se  convaincic  que  leur  nombre  doit 
toujours  être  égal  à  celui  des  (juantités  inconnues  dans  la  position  du 
système;  donc  on  aura,  par  cette  métbode.  au.tant  d'((|iialions  (|ii"il  en 
laudra  pour  déterminer  l'état  d'éipiilibre  du  système. 

C'est  ainsi  qu'en  ont  usé  tous  les  auteurs  qui  ont  appliijue  jusqu'ici 
le  princijie  des  vitesses  virtuelles  à  la  solution  des  problèmes  de  Sta- 
ti(|ue;  mais  cette  manière  d'employer  ce  princi|)e  exige  souxcnt  des 
constructions  et  des  considérations  géométri(jues  (|ui  rench'nl  les  s(du- 
tions  aussi  longues  que  si  on  les  déduisait  des  principes  ordinaires  de 
la  Statique  :  c'est  peut-étr'c  la  raison  ipri  a  empcclic  (|u'(in  n'ait  l;iit  de 
ce  principe  tout  le  cas  et  l'usage  (|iril  --cinMc  (pr'oir  (  rr  arriail  du  fair'c, 
vu  sa  sirrrplicilé  et  sa  généralité. 

;{.  L'objcl  de  <'cl  Orrvi'age  étant  de  r'édirirc  la  .Mccarruirre  ;i  des  o|ic- 
ialiori>  pirrciiicnl  analyli(|rrfs,  la  IoumuIc  (|rrc  rr(urs  venons  de  Irdirver 
est  Iri's  pr-"pr('ii  le  remplir'.  Il  rre  s'agit  (|uc  d'e\|ii  iirici'  aiiaK  li(|Ui'rnerrl. 
et   de  la  nianii'rc   la    pin-  i^eiieiale,   les  valeiris  des  liLines/*,  y,  /■ 
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prises  dans  les  directions  des  forces  P,  Q,  R,  ...,  et  l'on  aura,  par 
la  simple  différentiation,  les  valeurs  des  vitesses  virtuelles  dp,  r/r/, 
dr,  .... 

Il  faudra  seulement  faire  attention  que,  dans  le  Calcul  dilTérentiel, 
lorsque  plusieurs  quantités  varient  ensemble,  on  suppose  qu'elles  aug- 
mentent toutes  en  même  temps  de  leurs  différentielles;  et,  si  par  la 
nature  de  la  question  quelques-unes  d'entre  elles  doivent  diminuer, 
tandis  que  les  autres  augmentent,  on  donne  alors  le  signe  moins  aux 
différentielles  de  celles  qui  doivent  diminuer. 

Les  différentielles  dp,  dq,  dr,  ...,  qui  représentent  les  vitesses  vir- 
tuelles des  forces  P,  Q,  R,  ...,  devront  donc  être  prises  positivement 
ou  négativement,  selon  que  ces  forces  tendront  à  augmenter  ou  à  dimi- 
nuer les  lignes/?,  q,  r,  ...  qui  déterminent  leur  direction;  mais, 
comme  la  formule  générale  de  l'équilibre  ne  change  pas  en  changeant 
les  signes  de  tous  ses  termes,  il  sera  permis  de  regarder  indifférem- 
ment comme  positives  les  différentielles  des  lignes  qui  augmentent  ou 
diminuent  ensemble,  et  comme  négatives  les  différentielles  de  celles 
qui  varient  en  sens  contraire.  Ainsi,  en  regardant  les  forces  comme 
positives,  leurs  inDinents  Pdp,  Qdq,  ...  seront  positifs  ou  négatifs, 
selon  que  les  vitesses  virtuelles  dp,  dq,  . . .  seront  positives  ou  néga- 
tives, et  lorsqu'on  voudra  faire  agir  les  forces  en  sens  contraire,  il  n'y 
aura  qu'à  donner  le  signe  moins  aux  quantités  qui  représentent  ces 
forces,  ou  à  changer  les  signes  de  leurs  moments. 

Il  résulte  de  là  cette  propriété  générale  de  l'équilibre,  qu'un  systèiiir 
quelconque  de  forces  en  équilibre  y  demeure  encore  si  chacune  des 
forces  vient  à  agir  en  sens  contraire,  pourvu  que  la  constitution  du 
système  ne  souffre  aucun  changement  par  un  changement  de  direction 
de  toutes  les  forces. 

i.  Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un  système  donné 
de  corps  ou  de  points,  on  peut  toujours  les  regarder  comme  tendantes 
vers  des  points  placés  dans  les  lignes  de  leur  direction. 

Nous  nommerons  ces  points  les  centres  des  forces,   et   l'on  pourra 
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[H'emliT  [lour  les  lignes />,  7,  /•,  ...  les  ciisUmccs  rospcctivo  de  ces 
eeiiUes  aux  poiuls  du  système  auquel  les  forces  P,  Q,  R,  ...  sont  appli- 
(juées.  Dans  ce  cas,  il  est  clair  (|iic  ces  forces  terniront  ii  diminuer  les 
lignes />,  r/,  r,  ...;  il  faudrait,  i)ar  conséquent,  donner  le  signe  r/ioi/is 
il  leurs  dill'érentielles;  mais,  en  changeant  tous  les  signes,  la  formule 
générale  sera  également 

P  clj>  -(-  ()  (/'/  +  |{ '/r  -4-  .  .  .  =  o. 

Or  les  centres  des  forces  peuvent  être  hors  du  système,  ou  liien  dans 
le  système  el  en  ftiire  partie,  ce  (|ni  distingue  les  foi'ces  en  cilcneiircs 
et  intérieures. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  visible  que  les  dillerences  <//>,  </(/,  dr,  . . . 
expriment  les  variations  entières  des  lignes  /^  7,  r dues  au  chan- 
gement de  situation  du  système;  elles  sont,  par  consé(]iieiit,  lesdille- 

rentielles  complètes  des  quantités /^  </,  r en  y  regardant  comme 

variables  tontes  les  quantités  relatives  à  la  situati lu  sysli'iiie.   ei 

coiiiine  constantes  celles  qui  se  rapportent  ii  la  iiosition  des  dillcienls 
centres  des  foi'cos. 

Dans  le  second  cas,  quelques-uns  des  corj)s  du  système  seront  eux- 
mêmes  les  centres  des  forces  qui  agissent  sur  d'autres  corps  du  même 
système,  el,  à  cause  de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction,  ces  der- 
niers corps  seront  en  même  temps  les  centres  des  forces  qui  agissent 
sur  les  premiers. 

Considérons  donc  deux  corps  (')  qui  agissent  ruii  sur  l'antre  avec 
une  force  (pielconque  P,  soit  que  cette  force  vienne  de  rallractioii  on 
de  la  répulsion  de  ces  corps,  on  d'un  ressort  placé  entre  enx.  ou  d'une 
autre  maiiii're  (|uelcoii(|(ie.  Soient  />  la  dislance  enti'c  ces  deux  corps, 
et  c/p  la  variation  de  cette  distance  en  tant  (pi'elle  (le|K'iid  du  cliange- 
nient  de  situation  de  l'un  des  cor|)S  :  il  es!  clair  (]iroii  aiirii,  relative- 
ment il  ce  ciirps,  Pr///  pour  le  moment  virtuel  de  la  lorce  I'.  De  mcnic. 
M    l'on  désigne  par  r///' la  variation  de  la  même  dislam'e /',  résultante 

(')  Le  mot  corps,  ici  comme  plus  liiiiil.  ilosii^iic  un  imlnl  iniiléiicl.  (7.  /trrirnntl.) 
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du  changement  de  situation  de  l'autre  corps,  on  aura,  relativement  à 
ce  second  corps,  le  moment  Vdp"  de  la  même  force  P;  donc  le  moment 
total  dû  à  cette  force  sera  représenté  par  ?{dp' -{-  dp");  mais  il  est 
visible  que  f^' +  <//)"  est  la  différentielle  complète  de /j,  que  nous  dé- 
signerons par  dp,  puisque  la  distance/?  ne  peut  varier  que  parle  dépla- 
cement des  deux  corps  :  donc  le  moment  dont  il  s'agit  sera  exprimé 
simplement  par  Pc//?.  Ou  peut  étendre  ce  raisonnement  à  tant  de  corps 
qu'on  voudra. 

5.  Il  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  somme  des  moments  de  toutes  les 
forces  d'un  système  donné,  soit  que  ces  forces  soient  extérieures  ou 
intérieures,  il  n'y  aura  qu'à  considérer  en  particulier  chacune  des 
forces  qui  agissent  sur  les  différents  corps  ou  points  du  système,  et 
prendre  la  somme  des  produits  de  ces  différentes  forces  multipliées 
chacune  par  la  différentielle  de  la  distance  respective  entre  les  deux 
termes  de  chaque  force,  c'est-à-dire  entre  le  point  sur  lequel  agit  cette 
force  et  celui  où  elle  tend,  en  regardant,  dans  ces  différentielles, 
comme  variables  toutes  les  quantités  qui  dépendent  de  la  situation 
du  système,  et  comme  constantes  celles  qui  se  rapportent  aux  points 
ou  centres  extérieurs,  c'est-à-dire  en  considérant  ces  points  comme 
fixes,  tandis  qu'on  fait  varier  la  situation  du  système. 

Cette  somme,  étant  égalée  à  zéro,  donnera  la  formule  générale  de  la 
Statique. 

6.  Pour  donner  à  l'expression  analytique  de  cette  formule  toute  la 
généralité  ainsi  que  la  simplicité  dont  elle  est  susceptible,  on  rappor- 
tera la  position  de  tous  les  corps  ou  points  du  système  donné,  ainsi 
que  celle  des  centres,  à  des  coordonnées  rectangles  et  parallèles  à 
trois  a^xes  fixes  dans  l'espace. 

Nous  nommerons,  en  général,  .t,  y,  z  les  coordonnées  des  points 
auxquels  les  forces  sont  appliquées,  et  nous  les  distinguerons  ensuite 
par  un  ou  plusieurs  traits,  relativement  aux  différents  points  du  sys- 
tème. 

XI.  5 
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Nous  désignerons  de  niènic  ]i;ir'  <i,  h,  <■  li's  coorilonnécs  pour  Ifs 
centres  des  (orées. 

Il  est  visible  que  les  dislances />,  r/,  r,  ...  entre  les  points  d\ippli- 

eation  et  les  centres  des  forces  seront  exprimées,  en  général,  [lar  la 

lui  nulle 

V/(a;-a)»-+-(7-6)'+(3-c)S 

dans  lii(|iiille  les  (|iianlités  c^  h,  r  seront  eoiislaiites  on  du  moins  de- 
vront élre  regardées  coniine  telles,  iicnijanl  i|iie  .r,  v,  :  varient,  dans 
le  cas  où  elles  se  rapportent  à  des  points  placés  hors  du  système  el  oii 
les  loi-ces  sont  extérieures;  mais,  dans  le  cas  oii  les  Ibrces  sont  inté- 
rieures et  partent  de  quelques-uns  des  corps  du  système  même,  ces 
(juantités  a,  h,  r  deviendront  .z",  v'",  :='".  . .  •  ,  et  seront,  par  consé<|iienl. 
variables. 

Ayant  ainsi  les  expressions  des  quantités  finies/;,  «y,  /■,  ...  en  ioiif- 
lions  connues  des  coordonnées  des  dillérents  corps  du  syslènic  il  n'y 
ania  pins  (ju'ii  diiïérentier  ii  l'ordinaire,  en  regardant  ces  coordonnées 
comme  seules  variables,  pour  avoir  les  valeurs  cberoliées  dc>  dillë- 
rences  r//).  (/'/,  di\  ...  (jiii  entrent  dans  la  l'orniuie  générale  de  ré(|ni- 
libre. 

7.  .Mais,  (|n(>i(|iroii  puisse  toujours  regarder  les  l'oi'ces  P,  O.  H,  ... 
comme  tendantes  à  des  centres  donnés,  cependant,  comme  la  c(Miside- 
lalion  de  ces  centres  est  étrangère  à  la  (|iiestioii,  dans  laciuelle  on  ne 
cousidèi-c  ordinairement  comme  données  (|ne  la  quantité  et  la  direc- 
tion de  chaque  l'orce,  voici  des  manières  plus  générales  d'exiuiiiicr  les 
diiïérenees  f/jP,  r/(/,  c/r 

Kl  d'abord,  en  supposant,  ce  qui  est  toujours  permis,  (jue  la  loivi'  1' 
tend  il  un  centre  fixe,  on  a 


/; -_- V/(X  -  fl)'-i- (r  —  i)'H-  ^^  -  c)-, 


cl  di'  lii,  en  dill'cicntiaiil  sans  (|iie  a.  />,  r  varient,  si  la  force  P  est  e\té- 

lieiire, 

■'    -  //              '■      /'    .         -■    -  c 
dp  =: d.c  •+■  '■ ciy  -\ a:. 
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Oi-  il  est  facile  de  voir  que  '^  ~">  ■'  ~  ,  ^— ^  sont  les  cosinus  des 
angles  que  la  ligne  p  fait  avec  les  lignes  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c.  Donc, 
en  général,  si  l'on  nomme  a,  [i,  y  les  angles  que  la  direction  de  la 
force  P  fait  avec  les  axes  des  a,  v,  :;,  ou  avec  des  parallèles  à  ces  axes, 

on  aura 

.r  —  rr  ■  y  —  h  ^  z  —  c 

=cos:z,  : =cos3,  =C0S7; 

P  P  F  ' 

par  conséquent, 

dp  =  cos  y.  dr  +  cos  |3  c/v  +  cosy  dz, 

et  ainsi  des  autres  différences  (/(/,  dr,  .... 

Mais,  si  la  même  force  P,  étant  intérieure,  agit  sur  les  deux  points 
qui  répondent  aux  coordonnées  ce,  y,  z  et  x',  v',  z'  pour  les  rapprocher 
ou  éloigner  l'un  de  l'autre,  on  aura  alors,  dans  l'expression  ùc  p, 

a^jc',  ^  ;=)■',  c  =:  4;', 

et,  par  conséquent, 

dp  :=  cos_o((f/x  —  dx')  -H  cosi3(f/)-  —  dy)  -1-  cosy(rf;  —  dz'). 

On  remarquera,  par  rapport  aux  angles  a,  [t,  y,  premièrement,  (|ue 

»  ces-  a  H-  cos'^  ^  -(-  cos-  y  ^  I , 

ce  qui  est  évident  par  les  formules  précédentes;  en  second  lieu  que, 
si  l'on  nomme  t  l'angle  que  la  projection  de  la  ligne/j  sur  le  plan  des  x 
et  1'  fait  avec  l'axe  des  x,  on  aura 


en  supposant 


r-b 

COSJ, =:SU1£, 


7i  =  vV'--«)'+(j-^)'; 


donc,  mettant  pour  x  —  a,  y —  h  leurs  valeurs  pcosy.,  /;cosfi,  on 

aura  aussi 

7r=/Jy/cos^3t-i-cos"-p  ^p\l  i  —  cos-y  =/>  siny; 

donc 

X  —  a         .  )  —  b 

^sinycosî, =iSinysia£, 


30  MÉCAMOl  K    SN  \\.\  TKjl  1.. 

et,  par  ('ons{''(|in'iit. 

cosat  =  siiiy  cosE,         cos(3^siiiy  siii-. 

iS.  Je  considi-rc  onsiiilc  t\ui\  puisque  dp  repiésenle  le  petit  espaet' 
(lue  le  corps  ou  point  auijuel  est  apprupiée  la  force  P  peut  parcourir 
suivant  la  dircclioii  île  celle  Ibi'ce,  si  l'on  l'ait  f/y5  =  o,  ce  pdiut  m- 
pourra  |)lus  se  mouvoir  (jiie  dans  des  diieclions  perpendiculaires  ii 
celle  (le  la  même  force.  Donc  dp  =  a  sera  l'équalioti  dillérentiell»' 
il'iiiir  siiil'acc  il  la(jui'llc  la  ilirciiinii  de  la  force  1*  sera  perpendicu- 
laire. 

Celle  surface  sera  une  sphère  si  les  quanlit(!'s  a,  h,  c  sont  constantes; 
mais  elle  pourra  ("'Ire  une  surface  quelcon(]ue,  en  supposant  ces  (|uan- 
tités  variables. 

Supposons  maintenant,  en  i;énéral,  que  la  force  P  ai;isse  iierpendi- 
eiilairemeul  à  une  surface  représentée  par  ré(|uation 

A  cLr  +  15  dy  -^(Idzz^o. 

Pour  faire  coïncider  celle  é(|ualiou  avec.  Tcqualiou 

{x  —  a)  i/.c  -+■  (r  —  b)dy  +  (;  —  c)  dz  =  o 
(jui  résulte  de  la  supposition  dp  ^  o,  il  n'y  aura  (lu'it  faire 
A j:-  —  a  \\ V  —  h 


c(>  (lui  (loinie 


■r  — «  =  jT  (-  — c),        j—b=^[z  —  c); 


substituant  ces  valeurs  dans  l'exprossion  de  (//>.  on  aura 

A  dx  4-  lî  dy  +  C  dz 


dp  = 


v'A'-t-H'+C 


Ainsi,  avant  ré(|ualiou  dillereiilicllc  de  la  surface  à  la(jii(dle  la  iurce  P 
est  perpendiculaire,  on  aura  l'expression  de  sa  vitesse  virtuelle  djt. 
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On  peut  supposer 

A  dx  +  B  f(x  H-  C  dz  =  du, 

a  étant  une  fonction  de  .r,  y,  :;  ;  car  on  sait  qu'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  à  trois  variables  ne  peut  représenter  une 
surface,  à  moins  qu'elle  ne  soit  inlégrable  ou  ne  le  devienne  par  un 
multiplicateur.  On  aura  ainsi,  par  l'algorithme  des  différences  par- 
tielles, 

.       du  „       du  „      du 

ojc  a  y  0: 


et  l'expression  de  dp  deviendra 
dp  = 


du 


\/m- 


duy-    (du 


Donc  le  moment  d'une  force  P  perpendiculaire  à  une  surface  donnée 
par  l'équation  du  =  o  sera 

Vdu 


/fàuv-     /duy-    Tdiiy 

On  déterminera  de  la  même  manière  les  valeurs  des  autres  difTé- 
rences  de/,  dr,  ...,  d'après  les  équations  différentielles  des  surfaces 
auxquelles  les  directions  des  forces  Q,  R,  . ..  sont  perpendiculaires. 

9.  Mais,  sans  considérer  la  surface  à  laquelle  une  force  est  perpen- 
diculaire, comme  on  peut  représenter  une  quantité  quelconque  par 
une  ligne,  on  pourra  regarder />  comme  une  fonction  quelconque  des 
coordonnées,  et  la  force  P  comme  tendante  à  faire  varier  la  valeur  de  p. 
Alors  Pdp  sera  également  le  moment  virtuel  de  la  force  P  ;  et  de  même 
Qdq,  R(f/-,  .  ..  seront  les  moments  des  forces  Q,  R,  ..  .,  en  les  regar- 
dant comme  tendantes  à  faire  varier  les  valeurs  des  quantités  q,  r,  . . ., 
supposées  des  fonctions  quelconques  des  mêmes  coordonnées.  Cette 
manière  d'envisager  les  moments  donne  ;i  la  formule  générale  de  l'é- 


:\H  M  i:  c  V  M  0 1  I"  ^  N  V  J -^  r  1 0  r  i:. 

(|iiililHc  une  (•((•luliic  ltf;iucoii|i  j)lus  jurande  et  la  rend  susceptible 
(i  iiii  [lins  Liraïul  iiuiiiiiic  ira|i|iliiatiims    '   . 

10.  Les  valeurs  des  difléiences  (//>,  //(/,  tli\  ...  élaiit  connues  en 
Ibncliiin  des  dilleieiitielles  des  coordonnées  des  dillV-renls  corps  du 
système,  il  n'v  aura  (lu'à  les  substituer  dan-  la  forniule  générale 

l' dp  -\-  Q  (l>]  ^  R  (Ir  -h...—  o, 

cl  vcrilier  ensuite  celle  équation  d'une  iiianii'rc  indcpcndanlc  des  dif- 
férentielles qu'elle  renfermera. 

Donc,  si  le  système  est  entièrement  libre,  en  sorte  qu'il  n'y  ait 
aucune  relation  donnée  entre  les  coordonnées  des  dillérents  corp>  ni. 
pai-  consc(|ncnt,  entre  leurs  dillérentielles,  il  faudra  satisfaire  à  ré(|ua- 
tion  précédente  indépendamment  de  ces  différentielles  et,  pour  cet 
ellét,  égaler  séj)arément  à  zéro  la  somme  de  tous  les  termes  qui  se 
trouveront  multipliés  par  cbacuue  d'elles;  ce  qui  donnera  autant  d'é- 
(jualions  (juil  v  aura  de  coordonnées  vaiiables  e(,  jiar  conséquenU 
autant  ([u'il  en  faudra  pour  déterminer  toutes  ces  variables  et  con- 
naître par  leur  nmven  la  position  dt;  lunt  le  syslcnie  dans  l'clat  d'équi- 
libre. 

.Mais,  si  la  nature  du  système  esl  telle  (|uc  les  corps  soient  assujetiis 
dans  leurs  monvenienls  ii  des  conditions  parlicnlil'res,  il  faudra  com- 
mencer par  exprimer  ces  conditions  par  des  é(iuations  analyti([ues  qu»- 
nous  nommerons  équations  de  condition;  ce  qui  est  toujours  facib".  Par 
exemple,  si  quelques-uns  des  corps  étaient  assujettis  ii  se  mouvoir  sur 
des  ligues  ou  des  surfaces  données,  on  aurait,  entre  les  coordonnées 
de  CCS  corps,  les  équations  mêmes  des  lignes  ou  des  surfaces  données; 
si   deux  corps  étaient   Icllcnicnl  joints  cnscnililc  qu'ils  dusscnl   lou- 

I  '  )  Km  nipprocliaiil  col  arliclo  0  dos  arliclos  G  ol  18  (  Soct.  IV  ».  (in  osl  cumluil  ;i  l'onlomiro 
lie  la  Miaiiii're  stii\anle  :  l-orsqne  tics  forcos  aiiroiil  pmir  la  .somiiio  do  lours  niomoiUs  virhiols 
un  prodiiil  do  la  fonno  IV//),  p  élaiil  uno  foiiclioii  (piolooiuiuo  dos  ODurilonniVs.  on  dira  ipio 
le  système  dos  forces  proposées  équivaut  à  iino  force  l',  qui  tend  à  faire  varier  la  fonction  /). 
(;'csl  là  une  locution  toute  convenliotinplle.  Le  moi  force  s'y  trouve  coniplclonienl  détourné 
de  sa  significalioii  lialiiludio.  Cetle  lociilion.  du  reste.  n"a  pas  été  adojitée  par  tes  géomètres. 

(7.  licrtraiid.) 
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jours  se  trouvera  une  même  distance  k  l'un  de  l'autre,  on  aurait  ('vi- 
demment  l'équation 

et  ainsi  du  reste. 

Ayant  trouvé  les  équations  de  condition,  il  faudra,  par  leur  moyen, 
éliminer  autant  de  diirérentielles  qu'on  pourra  dans  les  expressions 
dp,  (k],  dr,  . ..,  en  sorte  que  les  différentielles  restantes  soient  absolu- 
ment indépendantes  les  unes  des  autres  et  n'expriment  plus  que  ce 
(ju'il  y  a  d'arbitraire  dans  le  changement  de  situation  du  système. 
Alors,  comme  la  formule  générale  de  la  Statique  doit  avoir  lieu  quel 
que  puisse  être  ce  changement,  il  faudra  y  égaler  séparément  à  zéro  la 
somme  de  tous  les  termes  qui  se  trouveront  affectés  de  chacune  des 
différentielles  indéterminées;  d'où  il  viendra  autant  d'équations  parti- 
culières qu'il  y  aura  de  ces  mêmes  différentielles,  et  ces  équations, 
étant  jointes  aux  équations  de  condition  données,  renfermeront  toutes 
les  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  de  l'état  d'équilibre  du 
système;  car  il  est  aisé  de  concevoir  que  toutes  ces  équations  ensemble 
seront  toujours  en  même  nombre  que  les  différentes  variables  qui 
servent  de  coordonnées  à  tous  les  corps  du  système,  et  suffiront,  par 
conséquent,  toujoui's  pour  déterminer  chacune  de  ces  variables. 

11.  Au  reste,  si  nous  avons  toujours  déterminé  les  lieux  des  corp> 
par  des  coordonnées  rectangles,  c'est  que  cette  manière  a  l'avantage  de 
la  simplicité  et  de  la  facilité  du  calcul;  mais  ce  n'est  pas  qu'on  ne 
puisse  en  employer  d'autres  dans  l'usage  de  la  méthode  précédente, 
car  il  est  clair  que  rien  n'oblige  dans  cette  méthode  à  se  servir  de 
coordonnées  rectangles  plutôt  que  d'autres  lignes  ou  quantités  rela- 
tives aux  lieux  des  corps.  Ainsi,  au  lieu  des  deux  coordonnées  j?,  y,  on 
pourra  employer,   lorsque  les  circonstances    paraîtront  l'exiger,   un 


rayon  vecteur  p  =  ^/a;^ -i-  y-  et  un  angle  o  dont  la  tangente  soit  -) 

ce  qui  donnera 

oc  =  pcoso,        j'  =  psino, 


lO  MKc  vMoi  r.  w  \l.^Tlo^R. 

en  laissaiil  sultsisler  l:i  Iroisioiiie  coorilonuéi;  :;  :  un  bien  on  erii|iloiera 
nn  ravnn  vi'cti'iir  p  =  \  .r*  +  v-  -+-  z'-  avec  deux  ani^les  o  et  y,  lels  (jne 


tai)^'9  =  —^  tan 


V'"- 


l'c  ijui  (Iniiiiera 

a:  =  p  cos']/ C0S9,         V  =  0  cos'l  siii^,        -^=psiii'^, 

(tu  d'autres  angles  on  lignes  queli(m(|iies. 

Remarquons  encore  (|ue,  eoniine  il  ii'v  a  |irojii'ein(  ni  (|nc  la  ((uisi- 
dération  des  diderences  du-,  t/v,  dz  {\\\\  entre  dans  la  niélliode  dmit  il 
s'agit,  il  est  permis  de  placer  l'origine  des  coordonnées  oii  l'un  von- 
dra;  ce  (|ni  |ient  servir  à  sini|)litier  l'expression  de  ces  diriei-enees. 

Ainsi,  en  snl)stilnanl  peoso  el  isino  au  lieu  de  ,v  et  v,  on  aura,  en 
.général, 

dx  =z  coso  c/p  —  a  si  11  0  do , 
dy  =^  sin  o  rfp  -4-  p  coso  do  ; 

mais,  en  faisant  0  =  0,  ce  qui  revient  à  placer  l'origine  de  l'angle  o 
dans  le  rayon  p,  on  aura  pins  simplement  d.r  =  dp  el  dy  ~  z<h.  l'.l 
ainsi  des  autres  cas  semblables. 

12.  Kn  général,  (|uel  que  soit  le  système  Av  piiissanees  dont  lui 
eberclie  ré(|nilil)re  et  de  queli|ne  manière  (|ne  les  |)oiiils  où  elles 
Mjiil  ;i|)prK|nées  sdient  liés  enirr  en\.  on  peut  Idujdiirs  rcdnire  les 
variables  qui  drleiininenl  la  position  de  ces  poinl>  dans  l'espace  ii  un 
petit  nombre  de  variables  indépendantes  en  éliminant,  an  nioxcii  des 
équations  de  ciuidilion  données  pai'  la  nature  du  système.  ;inl:Hil  Av 
vaiiables  <|n'il  y  a  de  comlilions,  e'est-ii-dire  en  exprimaiil  lonio  les 
variables.  (|ni  sont  an  nombre  de  trois  jjoni'  clia(|nc  poiiil.  par  un  petit 
iiombrc  d'ciilrc  elles  on  par  d  aiilres  variables  (|iiclcoiii|ii('S  ({iii,  n'é- 
tant plus  assujcllies  il  amMine  condition,  seroiil  iiidi>pcndanle>  el  indé- 
terminées. Il  faudra  alors  (|nc  ré(|nilibre  ail  licii  pai  rappinta  cliai  une 
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do  ces  variables  indépendantes  ('),   parce   qu'elles  donnent   lieu  à 
autant  de  changements  différents  dans  la  position  du  système. 

l;}.  En  effet,  si  l'on  dénote  par  E,  <\i,  ç,  ...  ces  variables  indépen- 
dantes, en  regardant  les  valeurs  de  p,  q,  /•,...  comme  fonctions  de  ces 
variables,  on  aura 

dq  =  -j^  di^ -{-  -^  d'il  -h  —- do  -h  .  .  . , 
ot,  d'\>     '        d<f     ' 

,        dr    ..       dr  ,,        dr  , 
dr  =  -TT  rf;  +  ---Y  db  +  -r-  rfo  -h  .  .  . , 


et  l'équation  de  l'équilibre  Y*  dp  -h  Q  dq  +  R  dr  -h  . . .  =  o  deviendra 

-+- =  o , 

dans  laquelle,  les  valeurs  de  dl,  d\i,  d"^,  . ..  devant  demeurer  indéter- 
minées, il  faudra  que  l'on  ait  séparément  les  équations 

„  dp      ,,  dq      r.  d'' 

ai  dl  dl 

n  <^P         /i  dq        „  dr 
09  09  «a 


('  )C'est-à-dirc,  il  faudra  que  les  coefficienls  des  variations  de  chacune  de  ces  variables 
soient  nuls  séparément.  (/.  Bertrand.) 

XI.  G 
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dont  le  nombre  sera  égal  à  celui  des  variables  ç,  'i,  ç,  ....  il  iiiii  sn-- 
viroiil.  par  consécuient,  à  déterminer  toutes  ces  variables. 

Cliacunc  (le  ces  é(|uations  représente,  comme  l'on  voit,  un  e(|iiilibn' 
particulier  dans  lecjuel  les  vitesses  virtuelles  ont  entre  elles  des  rap- 
ports déterminés;  et  c'est  de  la  réunion  de  tous  ces  équilibres  partiels 
que  se  forme  ré(|nilil)re  général  du  système. 

On  [iiMil  même  remarquer  que  c'est  proprement  à  ces  équilibres  par- 
tiels et  déterminés  que  s'applique,  sans  exception,  le  raisonnement  de 
l'article  1  de  cette  Section;  et,  eoimiie  dans  le  cas  de  deux  puissances 
on  peut  toujours  réduire  leur  équilibre  ii  celui  d'un  levier  droit  dont 
les  bras  soient  en  raison  des  vitesses  virtuelles,  on  peut,  par  ce  moyen, 
l'aire  dépendre  le  principe  général  des  vitesses  virtuelles  du  seul  prin- 
cipe du  levier. 

I  'i .  Lorsque  la  quantité  P  dp  +  Q  ^/y  -t-  R  <//+.. .  ne  sera  pas  nulli' 
p;ir  rapport  ii  toutes  les  variables  indépendantes,  les  forces  P,  Q.  U,  ... 
ne  se  l'eronl  pas  é(]uilibre,  et  les  corps  sollicités  par  ces  forces  pren- 
(Iniiil  lies  niuuveinenls  dépendant  de^  iiiênies  forces  e(  de  leur  action 
iiinlnellc. 

Supposons    (|ne  d'autres  forces  représentées  pai-  P'.  0',    U',  ...   et 

dirigées  suivant  les   lignes//,  «y',  /•' agissant  sur  les  corps  du 

même  système,  leur  impriment  aussi  les  mêmes  mouvements;  ces 
forces  seront  équivalentes  aux  premières  et  pniirnint,  dans  tous  les 
cas,  être  substituées  à  leur  place,  puis(|ue  leur  ell'et  est  supposé  exac- 
tement le  même.  Or,  si  ces  mêmes  forces  P',  Q  ,  U  ,  ....  en  ecuiseivant 
leurs  valeurs,  cliangeaient  leurs  direitinns  et  en  prenaient  de  direc- 
teiiMMil  opposées,  il  est  clair  qu'elles  imprimeraient  aussi  aux  mêmes 
iiii|is  (les  mouvements  égaux,  mais  directement  contraires.  Par  consê- 
qnriil.  si.  ibins  ci-  nouvel  état,  elles  agissaient  sur  les  corps  du  même 
>\>lrnic  CM  iiicini'  lcnip>  que  les  fiirces  P,  Q.  H.  ....  ces  corps  demeni'e- 
raienl  en  repos,  les  mouvements  im|)riinês  ibins  un  sens  êtiinl  dcirnils 
p;ir  lie-  Mion\enients  égaux  et  eonlraii'es.  Il  y  :nnail  doni'  nécessai- 
rement l'quilibr'i'  entre  tontes  ces  forces,  ce  qui  donnciait   l'équation 
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(art.  2) 

^  dp  +  Ç)  dfi  +  \\dr  + .  .  .—  P'dp'—  Q'd(j'—R'dr'  —  ...  —  o; 

d'oii  l'on  tire 

]'dp  +  Qdq  +  l\dr  +  ...—  V'  dp'  -t-  Q'  drj'  +  R'  dr'  -h  .  .  . . 

C'est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  forces  P',  Q',  R',  ...  agis- 
sant suivant  les  lignes//,  </',  /',  ...  soient  équivalentes  aux  forces  P, 
Q,  R,  ...  agissant  suivant  les  lignes  p,  q,  r,  ...  ;  et.  comme  deux  sys- 
tèmes de  forces  ne  peuvent  être  entièrement  équivalents  (')  que  d'une 
seule  manière,  puisque  le  mouvement  d'un  corps  est  toujours  unique 
et  déterminé,  il  s'ensuit  que,  si  deux  systèmes  de  forces  P,  Q,  R,  .  . . , 
P',  Q',  R',  ...  sont  tels  que  l'on  ait,  généralement  et  par  rapport  à 
toutes  les  variables  indépendantes,  l'équation 

Pdp+Q  d<]  -f-  R f/r  + . .  .=  P'  dp'-\-Q'  di]'+  R'  f//'-H.  . . , 

ces  deux  systèmes  seront  équivalents  et  pourront,  dans  tous  les  cas, 
être  substitués  l'un  à  l'autre. 

15.  11  résulte  de  là  ce  théorème  important  de  Statique,  que  deux 
systèmes  de  forces  sont  équivalents  et  peuvent  être  substitués  l'un  à 
l'autre,  dans  un  même  système  de  corps  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  lorsque  les  sommes  des  moments  des  forces  sont  toujours 
égales  dans  les  deux  systèmes;  et,  réciproquement,  lorsque  la  somme 
des  moments  des  forces  d'un  système  est  toujours  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  d'un  autre  système,  ces  deux  systèmes  de  forces 
sont  équivalents  et  peuvent  être  substitués  l'un  h  l'autre  dans  le  même 
système  de  corps. 

Si  l'on  fait  dépendre  les  lignes /j,  q,  r,  ...  des  lignes  ;,  y,  9,  . . . ,  la 

formule 

Vdp-^qdq  +  \\.dr  -^... 

(')  C'esl-à-dire  que  deux  systèmes  qui  sont  équivalents,  en  ce  sens  qu'ils  font  éiiuililire 
à  un  même  troisième,  peuvent  être,  par  cela  même,  considérés  comme  complètement  équi- 
valents. (/.  Bertrand.) 
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se  transforme,  coninn-  dans  l'aitiilc  1.5,  eu  (l'Ilo-ci, 


dans  laiiiifllc 


(^n  a  donc  également 

V  dp  +  {^dq  ^  Kdr  + . .  .  =  2.dl->r'^'  d\  +  <b  do  + . . . . 

Ainsi  le  système  des  forces  P,  Q,  R,  ...  dirigées  suivant  les  lignes />. 
y,  /•.  ...  est  équivalent  au  système  des  forces  ï,  '1",  <I>,  ...  agissant 
suivant  les  lignes  E,  -i,  o,  ...  et  peut  ètir  changé  en  celui-ci,  dans  le 
niénii'  système  do  corps  tirés  par  ces  forces  ('  ). 

C)  Il  l'aiU,  pour  qu'il  en  suil  ainsi,  que  le»  lignes  |,  •},  y.  . . .  soient  de  icllc  naUu-e.  que 
leurs  (lifférenliellos  di,  </•},  rf-j,  . . .  expriment  les  vitesses  virtuelles  des  points  d'applica- 
tion des  forces  ï,  T,  <I>,  ...,  c'est-à-dire  (jue  chacune  d'elles  soit  la  projection  orllin^'onale 
du  d('[)lacenicnt  du  point  sur  la  direction  do  la  force.  Voir  à  ce  sujet  une  Kolc  de  M.  Poin- 
sot,  insérée  dans  le  Journal  do  M.  Liouville  (  i'"  série,  t.  XI,  p.  •}.  1 1  ».  cl  que  nous  reprodui- 
sons à  la  fin  du  Nolume.  ( ■/.  Ticrtnind. i 
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SECTION  TROISIEME. 


PROPR  lETES    GENERALES    DE    L  EQUILIBRE    I)  UN    SYSTEME    DE    CORPS , 
DÉDUITES    DE    LA    FORMULE    PRÉCÉDENTE. 


l.  Considérons  un  sysU'me  ou  assemblage  quelconque  de  corps  ou 
points  qui,  étant  tirés  par  des  puissances  quelconques,  se  fassent  mu- 
tuellement équilibre.  Si  dans  un  instant  l'action  de  ces  puissances  ces- 
sait d'être  détruite,  le  système  commencerait  à  se  mouvoir  et,  quel 
que  pût  être  son  mouvement,  on  pourrait  toujours  le  concevoir  comme 
composé  :  i°  d'un  mouvement  de  translation  commun  à  tous  les  corps; 
2"  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point  quelconque;  3"  des 
mouvements  relatifs  des  corps  entre  eux,  par  lesquels  ils  changeraient 
leur  position  et  leurs  distances  mutuelles.  Il  faut  donc,  pour  l'équi- 
libre, que  les  corps  ne  puissent  prendre  aucun  de  ces  diU'érents  mou- 
vements. Or  il  est  clair  que  les  mouvements  relatifs  dépendent  de  la 
manière  dont  les  corps  sont  disposés  les  uns  par  rapport  aux  autres; 
par  conséquent,  les  conditions  nécessaires  pour  empêcher  ces  mou- 
vements doivent  être  particulières  à  chaque  système.  Mais  les  mou- 
vements de  translation  et  de  rotation  peuvent  être  indépendants  de  la 
forme  du  système  et  s'exécuter  sans  que  la  disposition  et  la  liaison 
mutuelle  des  corps  en  soient  dérangées. 

Ainsi  la  considération  de  ces  deux  espèces  de  mouvements  doit 
fournir  des  conditions  ou  propriétés  générales  de  l'équilibre.  C'est  ce 
que  nous  allons  examiner. 
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;:;  I.    —  Propriétés  de  l' éqitilibn'  d'un  système  lihre  relatives  au  nunaerneiil 

(le  translation. 

1.   Sdil  un  iiomlue  (iiiclconque  de  corps  regardés  comme  des  points 

l'I  disposés  ou  liés  entre  cu\  comme  on  voudra,  les([uels  soient  tirés 

|)iii-  les  puissances  P,  P',  P",  ...  suivant  les  directions  des  lignes/^,//'. 

// On  aura  (Section  précédente),  pour  l'éiiiiilihrc  de  ces  corps,  la 

turniule  généi'ale 

P  dp  -h  1»'  dp'  -4-  P"  dj/  -4-  . . .  =  o. 

V.w  lapiKUtanl  à  des  coordonnées  rectangles  les  diilérenls  points  tirés 
par  les  forces  P,  P',  ...,  ainsi  que  les  centres  de  ces  forces,  comme 
dans  l'article  6  de  la  Section  précédente,  on  aura,  pour  les  forces 
extérieures. 


/>  =  v/(^— «)'+(•/ 

-bY^{z-cY, 

p'^^!{x'-a'y-  +  {y' 

-b-Y+{z-c'r-, 

.Mais,  si  les  corps  qui  répondent,  pai' exemple,  aux  coordonnées  .r, 
V,  -  et  aux  x,y,  z,  agissent  l'un  sur  l'autre  par  une  force  mutu(dle  que 
nous  désignerons  par  P,  en  noinmanl  p  la  distance  rcctiligne  de  ces 
deux  corps,  on  aurait 


p  —  \J{x  -  .r)'-\-[y  -~y)-+[=~zY, 

et  il  laudrait  ajouter  à  la  formule  générale  le  terme  Vap,  provenant 
lie  la  force  intérieure  P;  et  ainsi  de  suite,  si  plusieurs  forces  agissent 
sur  les  mêmes  corps. 

:i.   Faisons,  ce  (jui  est  [lerniis, 

x"=.r-\-l',         1-"  =)■-)- y/,         z'~ 
'  •  •  •  • )  »         .... 


Yl 


PREMIERE   PARTIE.—  SECTION  III.  47 

et  supposons  qu'on  ait  substitué  ces  valeurs  dans  la  formule  précé- 
dente. 

Puisque  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  absolues  du  corps  tiré  par  la 
force  P,  il  est  clair  que  ç,  •/;,  C,  ç',  -r,' ,  '(,',  ...  ne  seront  autre  chose  que 
les  coordonnées  relatives  des  autres  corps  par  rapport  à  celui-ci,  pris 
pour  leur  origine  commune;  de  sorte  que  la  position  mutuelle  des 
corps  ne  dépendra  que  de  ces  dernières  coordonnées,  et  nullement  des 
premières.  Donc,  si  l'on  suppose  le  système  entièrement  libre,  c'est- 
à-dire  les  corps  simplement  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque, 
mais  sans  qu'ils  soient  retenus  ou  empêchés  par  des  appuis  fixes,  ou 
des  obstacles  extérieurs  quelconques,  il  est  aisé  de  concevoir  que  les 
conditions  résultantes  de  la  nature  du  système  ne  pourront  regarder 
que  les  quantités  ^,  -i),  "C,  ç',  •/]',  "C,  . . .,  et  nullement  les  quantités  x,  y, 
:■,  dont  les  différentielles  demeureront,  par  conséquent,  indépendantes 
et  indéterminées. 

Ainsi,  après  les  substitutions  dont  il  s'agit,  il  faudra  égaler  séparé- 
ment à  zéro  chacun  des  membres  affectés  de  rZr,  dy,  dz,  ce  qui  don- 
nera ces  trois  équations  (art.  2)  : 

P  ^  -(-  P'  -r-  -+-  P"  ^r — H  . . .  +  P  ^  +. .  .=  0, 
0  r  Ov  or  or 

1' -r- +  p  -f- -I- I    ^  +  •  •  • -I- p  T- +  •  •  ■  =  o. 
(/)•  Ov  dy  or 

P^  -t-P'-f-+P-î i-  ...-hV  ^  ~h...=  o. 

0:  a:  ûz  Oz 

On  voit  d'abord  que  les  variables  ■r.j',  z  n'entreront  point  dans  l'ex- 
pression de  p;  ainsi  l'on  aura 

<)p  dp  <)p 

Oj-  or  oz 

ce  qui  fera  disparaître  les  termes  qui  contiendront  les  forces  inté- 
rieures P, 
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On  voit  ciisiiiti'  (|ii{'  les  valeurs  dr 

dp'       dp'       dp'       dp'       dp'       dp 
djc        dy  '      dz        d.v        d\  dz 

siTdiil  les  iiiriiic^  (|iii'  ccllfs  de 

dp  dji         dp'        dp'         dp"        dp' 

djc'        ày'       dz'        d-i'       dy'        dz" 

Or.  si  1(111  nomme  y.,  [i,  ■-  les  angles  que  la  ligne/;  fait  avec  les  axes 
(les  X,  y,  z,  ou  avec  des  parallèles  à  ces  axes,  a',  fi',  7'  les  angles  que 

la  ligne//  l'ait  avec  les  mêmes  axes on  a,  coinmc  on  \',\  vu  \Aw> 

liiiiil  I  ail.  7,  Section  précédente), 

dp  dp  ,       -  dp 

-T^— C0S3C,  -ri-  =  ces  3,  -ji-^cosy; 

dJc  dy  dz 

(t.  (le  même, 

dp'  ,  dp'  „,  dp'  I 

^,  =  oos..',         ^^^.cos?',         ^=cos-/,         .... 

Donc  les  ti'ois  équations  ci-dessus  deviendronl 

I*  CCS  3t  H-  P'  cos  x'  -i- 1*"  ces  a''  -(-...=;  o, 
Pcosp  -t- P' cos  ;3' -H  P' cos  l^" -+-...  =  0, 
P  cosy  -i-  P'  cosy'  -H  P'  cosy"  -t- . . .  =  o, 

lesquelles  devront  nécessairement  avoir  lieu  dans  i'é(juililuc  d'un  s\>- 
li'ine  liluc.  Ce  sont  les  équations  nécessaires  pour  em|)é(lier  le  mou- 
vement de  translation. 

'/.   Si  les  |)uissances  P,  1''.  I'  .  ...  étaient  parallides,  mi  aurait 
«  =  «'=«•  =  ....         (3  =  |3'=(3'  =  ....         y=zy'  =  /  =  ..., 
et  les  trois  é(]nalions  précédentes  se  réduiraient  :>  C(dle-ci 

P     r-P^-P" +...=:  O, 

la(|U(dlc  iMonhr  (pie  la  xininie  des  forces  parallides  doil  clic  nulle. 
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En  géïK'i'nl,  il  est  facile  de  concevoir  que,  P  représentant  l'action 
totale  tie  la  puissance  P  suivant  sa  propre  direction,  l'cosz  représen- 
tera son  action  relative,  estimée  suivant  la  direction  de  Taxe  des  a-, 
lequel  fait  l'angle  y.  avec  la  direction  de  la  force  P;  de  même,  Pcosfi 
et  Pcosy  seront  les  actions  relatives  (fe  la  même  force,  estimées  sui- 
vant la  direction  des  axes  des  v  et  des  z,  et  ainsi  des  autres  forces 
P',  P 

De  là  résulte  ce  théorème  de  Stati((ue,  (jue  la  sortuuc  ries  puissances 
cslinH'cs  suivant  lit  direction  de  trois  axes  perpendiculaires  entre  eue  doit 
être  nulle  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes,  dans  Véipdlihre  d'un  systèrn'- 
libre. 

i^   II.    —    l'ropriélés  de   l' équilibre  relatives  au  mouvement  de  rotation. 

'^.  Prenons  maintenant,  ce  qui  est  |)ermis,  ii  la  place  des  coordon- 
nées -r,  j,  -i'.  J' .  .i't.v", x\  V,  . . .,  les  rayons  vecteurs  p,  p',  p",  . . ., 

p,  ...,  avec  les  angles  o,  9',  ç" o,  ...,  ([ue  ces  rayons  font  avec 

l'axe  desar;  on  aura,  comme  l'on  sait, 

,r  1=00039,  v  =  osili9, 

et,  de  même, 

j'=;  p' ('oso',         v'=p'sin9',         ....        ./■=:pcoso,         r-=psin'-,.         .... 

Faisons  ces  substitutions  dans  la  formule  générale  de  l'article  2 
et  supposons 

il  est  visible  que  <7,  1.' ,  ...,  t,  ...  seront  les  angles  que  les  rayons  p', 
p",  ...,  p,  ...  forment  avec  le  rayon  p;  par  conséquent,  les  distances 
des  corps,  tant  entre  eux  que  par  rapport  au  plan  des  -vy  et  au  point 
((ui  est  pris  pour  l'origine  des  coordonnées,  dépendront  uni(|ui'm<'nt 

des  quantités  p,  p',  p",  . .  .,  p,  ...,':,':' t ;,  ;  ,  ; ; 

Donc,  si  le  système  a  la  liberté  de  tourner  autour  de  ce  point  paral- 
\1.  7 
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li.'loiiieiil  au  plan  tles.i-^',  cosl-à-dire  autour  île  l'axo  di's  z  qui  osl  pci- 
piMidifulain*  à  ce  plan,  l'angle  o  sera  intlépcndant  des  condilious  du 
sv^ll'nif.  i'{  sa  dilïerenee  r/o  demeurera,  par  consé(|uenl,  arbitraire. 
D'ciii  il  suit  (jue  les  termes  affectés  de  i/'-^  dans  l'équation  générale  île 
ré(|uilil)re  devront  être  ensemble  égaux  à  zéro. 

il  est  iacilc  (If  voir  (|ue  luus  ces  ternies  seront  représentés  par  N  (h, 
en  faisant 

t/'v  «9  00  «9 

de  sorte  (|iir  l'on  aui'a  pour'  rr(|uilil)n'  ri'(|n;ili()ii 

N  =  o. 


Hu  suli>liliiaii(  les  valeurs  de  a-,  y,  x',   y',  '■>,>'<  •■■ 

expressions  ^le/^ //,  ..,/>,  ...  (art.  2),  et  faisant  de  plus 

«  =  RcosA,        ft^KsiiiA,        «1=  R'cos.V,        <!;'=  R' siiilJ  , 

.1)11  aura 


(l;iMs   les 


p 

=  s/f- 

2pRcos(o- 

-A)-t-R'-i-(c- 

-c)': 

p' 

=^p"- 

-2p'Rcos(9' 

-A')4-R'--t-( 

:'-c'Y-, 

p 

=  v/r- 

-  2pp  COs(o  — 

ô)H-p«-l-(-- 

=Y> 

où  il  faudra  encore  mettre  9  -H  c,  9  -l-  t',  . . .,  o  -i-  «7,  ...  à  lu  place  de 

o',  9",  ...,  9, 

i'ar   ces    dernières  substitutions,    on    voil    (TMlnud    i\uc    les   (|ii:in- 

lités/;,  .  . .  ne  coiiliciididnl  plii^  l'angle  ç;  ;  ainsi  l'un  aura  -r^  =<>....  : 

|iar  consc(|ii('iil.  les  forces  iiiléiicures  P.  ...  dispara liront  de  rc([ualion. 

cl  il  n'y  ri'sicia  que  les  forces  exlci  icnro  i\  i* 

Ilnsuite  on  aura 


fj/y  _  pR  siii(9  —  A)  ()/''       p'R' sin(o'— A') 

0(f  ~  p  (^9  ~  p' 
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et  la  quantité  N  deviendra 

_  PRpsin(9  — A)        P'R'p'sin(y'— A') 
"~  p  J' 

Comme  on  peut  prendre  les  centres  des  forces  \\  P',  ...  partout  oti 
ron  veut  dans  la  direction  de  ces  forces,  on  peut  supposer  que  ces 
forces  soient  représentées  par  les  lignes  mêmes  p,  //,  . . .,  qui  sont  les 
distances  rectilignes  de  leurs  points  d'application  aux  centres  respec- 
tifs. De  cette  manière,  on  aura  plus  simplement 

N  =  Rp  sin (9  —  A )  -h  R',o'  sin  (0'  —  A')  -h  . . . . 

Daas  cette  formule,  les  rayons  R  et  p,  qui  parteut  de  l'origine  des 
coordonnées  et  qui  renferment  l'angle  9  — A,  sont  les  côtés  d'un 
triangle  qui  a  pour  hase  la  projection  de  la  ligne  /;  sur  le  plan  des 
xy;  par  conséquent,  la  quantité  Rpsin(9  —  A)  exprime  le  double  de 
l'aire  de  ce  triangle,  et  ainsi  des  autres  quantités  semblables. 

Or,  ayant  nommé  ci-dessus  (art.  3)  y, y',  . . .  les  angles  que  les  direc- 
tions des  forces  P,  P',  ...  font  avec  l'axe  des  r  ou  avec  des  parallèles 
à  cet  axe,  il  est  clair  (jue  les  compléments  de  ces  angles  seront  les 
inclinaisons  des  ligues  p,  p',  ...  au  plan  des  xy  :  donc  /^siny, 
//siny',  ..•  seront  les  projections  de  ces  lignes;  et,  si  de  l'origine  des 
coordonnées  on  abaisse  sur  ces  projections  des  perpendiculaires  (|ue 
nous  nommerons  n,  H' on  aura 

Rp  sin(9  —  A)  z^  Ily^  siny,         R'p'  sin(9' —  A')  =  II'/''  siiiy',         . . ., 
et  la  quantité  N  se  réduira  à  la  forme 

N  =  n  P  sin  y  -f-  n'  P'  sin  -/  -f-  R"  P"  sin  y"  + .  . . , 
en  remettant  P,  P',  P",  ...  à  la  place  de/j,  p' ,  p" 

6.  L'équation  N  =  o  donnera  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Dans  Vèquilihre  d'un  système  qui  a  la  liberté  de  tourner  autour  d'un 
are  et  qui  est  composé  de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une 
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iiiaiiiiiv  (iHclcoïKiin-  cl  son/ en  ni-'nic  Iciniis  liirs  pardcs  foins  c.ifc'ruiins. 
la  soninir  de  ces  /'ditcs,  es/if/iees  piinil/èiemcrif  à  un  plan  prrprni/icalaire  à 
l'a.ve  cl  nitillipliées  chacune  par  la  perpendiculaire  menée  de  l'axe  à  la 
direction  de  la  force  projetée  sur  le  même  plan,  doil  rire  nulle,  en  donnant 
des  signes  contraires  auv  forces  dont  les  directions  t  ndeni  à  faire  tourner 
le  système  dans  des  sens  contraires. 

Ou  iMioiici-  ()i(lin;iiiciiiciil  ce  tli(''i)iriii('  (riiiic  iiiiiiiitTC  plus  sim|ilc, 
m  (li>;iiil  i|iii'  les  //ri/ne/its  des  forces,  par  rapport  à  un  are,  douent  sr 
drirui/c  /loii'fpi'il  y  ail  éepùlihre  autour  de  cet  are.  (^:ir  un  ciili'Uil  iiiijiiiii- 
il'liui,  l'ii  .M(M-ani(|ue,  \yA\  nv)inenl  d'imc  force  on  piiiss;iiict'  |kii-  in|i|iiul 
il  niic  liiiiii'.  le  |iiO(luil  ilo  ooUo  l'oice  eslimée  paralll-lcrnciil  ii  un  plan 
pt'i|)i'n(lii;ulairc  à  cette  ligne,  et  ninltipli«''e  par  son  bras  *lc  levier,  ipii 
est  la  pei'pendicnlaire  menée  de  celte  \\>^y\y  sur  la  direction  de  la  puis- 
sauce  rapportée  au  niénie  plan.  Kn  ell'et,  c'est  uni(ineuieut  de  ce 
moment  que  dépend  l'action  de  la  force  pour  faire  tourner  le  système 
autour  lie  l'axe.  puis(|ue,  si  ou  la  (lécom|)Ose  en  deux,  liiue  parallide  ii 
l'axe,  l'aiilrc  d.iiis  un  plan  pcr|H'iiiliciilairc  ii  l'axe,  il  n'y  aura  évideiii- 
iiH'iil  i|iie  celle  deriiiiTc  (|ui  puisse  produire  une  inlalioii.  Nmis  diui- 
iieroiis.  en  cnuseipieiice,  ;i  ce  nioiiieiil  le  iimii  paiiii'iilier  de  montent 
relatif  (I  un  ave  de  rolalion. 

7.  I-e  coerticient  N  du  terme  N  do  (art.  ô)  exprime,  comme  lUi  le  voit, 
la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  du  sy>li'me  relalivemeni  ;i 
l'axe  de  la  rotation  instantanée  do.  Ainsi,  poni'  lr(Hivei-  la  somme  de 
ci'S  luoiiieiils  l'elalifs  ;i  un  axe  (jiielcoiii|ue,  il  n\  auia  (pi'a  liau^roiuici- 
la  rorimile  i,'eiiérale 

Vdi>-^V'ill-    \-  l'\//;   -i-.... 

(|iii  exprime  la  Mtiiiiiie  îles  nuj/iw/ils  ruluels  de  Inutes  le>  l'orces.  en  \ 
inlrodnisant,  pour  une  des  variables  iiulepeudanles,  l'anj^le  de  rolalion 
aiiloiir  d"  l'axe  iIhhih':  le  cocflieieni  de  la  diUcreiiliclle  de  ici  .ni^le 
sera  la  somme  de  Imis  les  nnMiienls  ndalils  ii  cel  axe,  ce  i|iii  peut  i''lre 
mile  ilans  plusieurs  occasions. 
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(S.  Lorsque  le  système  peut  tourner  en  tout  sens  autour  du  point 
(|ue  nous  prenons  pour  l'origine  des  coordonnées,  il  faut  considérer  à 
la  l'ois  les  rotations  instantanées  autour  des  trois  axes  des  a-,  des  y, 
des  ;:,  et  l'on  aura,  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes,  une  équation 
semblable  à  celle  que  nous  venons  de  trouver  et  qui  renferme  la  pro- 
priété des  moments;  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  résoudre  le  même 
problème  par  une  analyse  plus  simple  et  plus  générale. 

Pour  cela  soit,  comme  dans  l'article  ."), 

en  faisant  varier  simplement  les  angles  o,  o',  ...,  de  la  même  dille- 
rence  ch,  on  aura 

dx  =^ — y  do,         dy -^  r  do,         dx'^z  —  y' do,         dy'^zx'd-o,  .... 

Ce  sont  les  vaiiations  de  x,  y,  x' ,  y' ,  . . .,  dues  ;i  la  rotation  élémen- 
taire (h  du  svstème  autour  de  l'axe  des  ;. 

On  aura  de  même  les  variations  de  y,  :-,y',  :-' ,  • . .,  dues  h  une  rota- 
tion élémentaire  d6  autour  de  l'axe  des  .r,  en  changeant  simplement 

dans  les  formules  précédentes  a-,  y,  x',   y',  ...  en  y,  :-,y',  :■', I 

d'D  en  dl,  ce  qui  donnera 

dy  =  —  ,-  db,         d:  =  y  dl,  dy'  -  -  :'  db         dz'  —  y'  dh. 

En  changeant,  dans  ces  dernii'res  formules,  )',  :;,  /',  z' ,  . . .  respecti- 
vement en  :;,  x,  z' ,  x',  ...,  et  dl  en  do),  on  aura  les  variations  prove- 
nant de  la  rotation  éiémentaiie  (/w  auloilr  de  l'axe  des  y,  lesquelles 
seront 

dz  ^=  —  X  d',),         dx  =  ;  d',t,         dz'  =^  —  x'  (Yo),         dx'  =:  z'  dw,         .... 
Si  donc  on  suppose  que  les  trois  rotations  aient  lieu  ii  la  fois  i  '  ),  les 

(')  Eu  réalilc',  les  Irois  rotations  ne  peuvent  avoir  lieu  à  la  fuis,  mais  successivement. 
Il  n'y  a  cependant  aucun  inconvénient  à  les  considérer,  dans  le  calcul,  comme  simultanées, 
car  chacune  d'elles,  changeant  infiniment  peu  la  position  du  corps,  ne  peut  exercer,  sur  les 
déplacements  ([ue  les  autres  produisent,  qu'une  induence  infiniment  petite,  et  ne  modifie 
le  mouvement  dû  à  ces  autres  rotations  ([uo  d'une  (|uantilé  infiniment  petite  par  rapport  a. 
sa  propre  valeur.  ^  (/.  Bertrand,  i 
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variations  totales  îles  iooiiIoihilh'S  -v,  y,  z,  ■!',}'',  :■',  ...  seront,  d'a- 
pri's  les  principes  du  Calcul  difl'érenliel,  égales  aux  sommes  des  varia- 
tions partielles  dues  à  chacune  de  ces  rotations,  de  sorte  qu'on  aura 
alors  ces  expressions  complètes 

djT  =;  z  rf(o  —  y  d-j,  dy  =^  a:  d'j  —  z  f/];,  dz  =:j'  dl^  —  JC  d'ji, 

d.r'=z'd<,i-y'do,         dy' =z  x' do  —  z' d\,,         dz' =  y' dl  —  x' duu 

Vax  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  de  ré(|uilil)re 
(art.  2),  on  aura  les  ternies  dus  seiileiiieiil  aux  rolations  dl,  c/oj,  drj 
autour  des  trois  axes  des  r,  des  >',  des  z,  lesquels  devront  être  séparé- 
ment égaux  à  zéro  lorsque  le  système  a  la  liberté  de  tourner  en  (nul 
sens  autour  du  point  qui  fait  l'origine  des  coordonnées. 

Or  on  a,  parla  différentiation, 


dp:^ 
dp'^ 

{X- 

—  a)dx  -h  (y 

-b)dy  +  {z- 

c)dz 

(x' 

—  a')dx'+(y 

P 

'—b')dy'+(z' 

—  c')dz.' 

P' 

{a,^a:){dx-dx)  +  {y-Y)  {dy  -dy)  +  iz-  z)  {dz  -  dz) 
dp  =  '■ '■ — -^^ '■ ) 


On  aura  donc,  par  les  subsliuilions  donl  il  s'agit, 

,  (ay  —  bx)  dçi  -\-  (bz  —  c  ))  dh  ■+■  (ex  —  ftz)d',> 

~  P 

,_  {a'y'—b'x')dcf-h(b'z'  —  c'y)d<\>-i-{c'x'—a's')d(ù 

''  ~       '  p''  ' 

V.\  l'on  Irouvera  f//>  =  o,  r/// =  () en  meltani   pour  il.i\  il\\  d:,  ... 

les  \aleiirs  analogues  :  ^/cj —  vf/'p,  .r  dr^  —  zd']^,  y  dj  —  x  dw,  ...:  d'nii 
l'on  peul  liMil   (le   >iiile  etiiielure  que   le.s  termes  1*  <//>,  V'dp',   ...  de   la 
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même  équation,  qui  résulteraient  des  forces  intérieures  du  système, 
disparaîtront  par  ces  substitutions. 

On  aura  aussi  dp  =^  o  si  l'on  fait  «  =  o,  Z»  =  o,  c  =  o,  c'esl-à-dire  si 
le  centre  des  forces  P  tombe  dans  l'origine  des  coordonnées,  ce  qui 
fera  aussi  disparaître  cette  force. 

9.  Faisant  donc  abstraction  des  forces  intérieures,  s'il  y  en  a,  ainsi 
(pie  de  toute  force  qui  serait  dirigée  vers  le  centre  des  coordonnées, 
on  aura,  en  général,  pour  toutes  les  forces  P,  P',  . . .,  dirigées  suivant 
les  lignes /j,//,  ...,  l'équation 


L  (i}j  +  M  d<,i  +  N  do  =  o, 

_  V(bz  —  cy)        V'{b' z' —  c'y') 
L  —  '■ —  -+-  -, 


P 

P(c.r- 

■  a 

:■) 

P 

V(a 

y  — 

h. 

0 

P' 

P'(c' 

x'  - 

■a' 

5') 

P' 

P'(rt' 

y'  - 

■  h' 

.r') 

en  faisant 


M  = 

N  = 

P  P' 

et  l'on  aura,  pour  tout  système  libre  de  tourner  en  tout  sens  autour  de 
l'origine  des  coordonnées,  les  trois  équations 

L  =  o,         M=:o,         N  =  o, 

lesquelles  répondent  à  celle  de  l'article  5,  rapportée  aux  trois  axes  des 
coordonnées. 

Car,  en  employant,  à  la  place  des  coordonnées  a,  b,  c,  à,  ...  des 
centres  de  forces,  les  angles  a,  [i,  y,  a',  ...  (jne  les  directions  de  ces 
forces  font  avec  les  trois  axes  des  coordonnées,  et  faisant  par  consé- 
quent, comme  dans  l'article  7  de  la  Section  précédente, 

a^x — yjcos3!,         b^y — /jcosJS,         c  =;  ^ — /jcosy, 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables,  on  a 

L  =  P  (j  ces  y  —  J  ces  (3  )  -+-  P'  ( j'  ces  y'  —  ^'  ces  [3'  )  -i- ... , 
M=  P(:;  C0S3! —  .r  cosy)  -+-  P'(;'  cosa'  — .r'  cos-/)  +.  .  .  , 
N  =  P(a?coS|3— j/  cosa)  +  P'(.r'  cosp' —  /'  cosot')  -)-.... 
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Or,  Pcosy.,  Pcos^y,  l'cosy  claiil  lis  \;il«'iii>  île  la  loice  P,  cstiiiu'c  sui- 
vant les  (liiodioiis  des  trois  axes  dos  x,  _v,  r,  on  voit  tout  lio  suito  qiir 
.«•Pcosji  —  vPeosy....  est  le  niDincnt  relatif  à  -l'axe  des  z,  lo  ternir 
vPcosx  ay;>iit  le  sii,'ni'  négatif  ii  canse  (|n('  la  torce  Peosx  tend  à  l'aire 
tourner  le  système  en  sens  contraire  de  la  force  P  cosjï.  De  même. 
rPcosy.  —  .rP  cosy,  ...  seia  le  ninnicnt  relatif  à  l'axe  des  v,  et 
vl'cosy  —  ;P  cos^,  ...  I(;  moment  ichilif  ;i  l'axe  des  .r;  et  ainsi  des 
antres  ex|M'essions  semlilaldis.  De  sorte  que  les  trois  équations  L  =  o, 
M  =  o,  N  =  o  expriment  (|iic  la  somme  de  ces  moments  est  niilli'  |iar 
rapport  :i  eliacnn  des  trois  axes. 

On  voit  aussi  (|ue  les  coefficients  L,  M,  N  des  rotations  instanta- 
nées (/y,  f/c),  (h  ne  sont  autre  chose  (|uo  les  sommes  des  moments  rela- 
tifs aux  axes  des  rotations  instantanées  cll>,  dw,  dr^  (art.  7). 

10.  On  ponriait  dunler  si  les  rotations  autour  des  trois  axes  des 
coordonnées  suffisent  |)oiir  représenter  tons  les  iietits  mouvements 
(|n'nn  svsti'ine  de  poinls  peni  avoir  autour  d'un  point  tixe,  sans  ipie 
leur  ilisposilioii  ninlnelle  en  soit  altérée,  l'our  levei-  ce  doute,  nous 
allons  clierclicr  tous  ces  mouvements  d'une  manière  plus  directe. 

Par  le  point  donné,  <jui  sert  d'origine  aux  coordonnées  .r,  r,  ;.  et 
par  un  antre  point  du  système,  imairinons  une  ligne  droite,  et  pai- 
celte  ligne  et  [lar  un  troisième  point  du  système,  un  plan;  rapportons 
à  cette  lietne  et  à  ce  plan  li's  autres  points  du  système,  par  de  nou- 
velles coordonnées  rectangles  x',  ^-',  ;' ayant  la  même  oiigine  (|ue  les 
preniii'res  x,  y,  z.  Il  est  clair  (|ue  ces  iionv(dles  coordonnées  ne  dépen- 
droiil  (pie  Ar  la  siliialion  nnituelle  des  poinls  du  svstt'Uie.  el  sei'ont. 
|iar  conse(juenl,  conslanles  lorscpie  le  sysli'ine  cliange  de  |dare.  Iaiidi< 
(|ue  les  pi'emi(Ti's  varient  seules  par  ce  (diangemenl. 

La  tliéorie  c(jnune  de  la  Iranslormalion  des  coordonnées  donne  d'a- 
hord  ces  relations,  entre  les  trois  premières  el  les  trois  dernières, 

X  —  9.X'  +p.)'  -+-•/;'. 

V  =  a'.r'  4-;3'_,'-f.y'3', 

z  =«'.r'-(-|3'y  +  /3'. 
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Les  neuf  coefficients  a,  p,  y,  a.',  ...  ne  dépendent  que  de  la  position 
respective  des  axes  des  deux  systèmes  de  coordonnées  et  doivent  être 
tels  que  les  coordonnées  ce,  y,  z  se  rapportent  aux  mêmes  points  que 
les  coordonnées  x',y,  z'  et  que,  par  conséquent,  les  deux  expressions 

a--^+y--^i-     et    x'--hY'--h  z'- 
soient  identiques;  ce  qui  donne  ces  six  équations  de  condition, 

a=-f-a'--Ha"2=i,  xp  +  x'^'-hc."^"=zo, 

P^  +  p'^-+  p"'-  =1,  o^y  +  yJ  -/  +  a"  /'  =  o, 

.^.  +  yn  +  y'■^  =  , ,  (3-/  +  p'  y'  +  p"  ■/"  =  o  ; 

de  sorte  que,  parmi  les  neuf  quantités  x,  p,  y,  a,  ...,  il  en  restera 
trois  d'indéterminées. 

Lorsque  les  axes  des  x',  y',  z'  coïncident  avec  ceux  des  œ,  y,  z,  on  a 

et,  par  conséquent, 

3!=::i,     |5  =  O,     y  ^=  O,       a' =:  O,     p'^i,     /'^o,       a"^o,     13"=  o,     y"=i- 

Ainsi,  en  différentiant  les  formules  précédentes  e(y  faisant  ensuite  ces 
substitutions,  on  aura  le  résultat  d'un  déplacement  quelconque  infini- 
ment petit  du  système  dans  l'espace  autour  du  point  donné. 

On  aura  d'abord,  en  différentiant  les  expressions  de  -r,  y,  z  dans 
l'hypothèse  de  x',  y',  z'  constantes  et  substituant,  après  la  différen- 
tiation,  x,y,  z  kl-à  place  de  ces  quantités, 

c/j'  ^  X  da.  -\-  Y  dp  -h  z  dy, 
dy  =  X  doc'  +  y  d'^'  h-  z  dy' , 
dz  ^x  dot!'  +  y  dp"  +  ^  dy" . 

Mais  les  six  équations  de  condition  étant  différentiées  donnent,  par 
la  substitution  des  valeurs  a  =  i ,  p  =  o,  y  =  o,  . . .  trouvées  ci-dessus, 

dix  =  o,         d'P  +  dx'  =  o, 

c?(3'  =^  o,         dy  -\-  da!'  =  o, 

f/y"=io,  dy' ->r  d'p"  =-- o, 

XI.  •  8 
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<l'c.l'l 

dx'  -  —  c/;3, 

doL'^-d/, 
d^"-  —  dy'. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions  de  d.v,  dy,  d:,  un 

aura  celles-ci  » 

dxz=z—  y  dx'  +  -  dy, 

dy=      xdx'—zd^", 

dz=~.rdy  +yd^", 

(|iii  cdincident  avec  celles  de  r;irli<l('  S,  en  f;iisant 

dx'  =  rf(j),         dy  —  rfco,         rf^S"  =  db. 

Ces  formules  des  variations  de  x,  y,  z  ont  donc  toute  la  généralité 
(|uc  i"élat  de  la  question  peut  comporter;  et  les  tiois  équations  L  =  o, 
M  =  o,  N  =  o,  (]ui  résultent  de  l'évanouissement  des  termes  affectés 
derf']/,  (ho,  do,  dans  ré([uation  générale  de  ré(|iiilil)re,  sont,  par  eonsé- 
(|iieiil,  les  seules  nécessaires  pour  maintenir  le  système  en  équilibre 
autour  du  |)oin(  donné,  abstraction  faite  de  ce  (|ui  dépond  de  la  dispo- 
sition mutuelle  des  points  entre  eux;  de  sorte  (pie,  lorsipie  cette  ilis- 
position  est  invariable,  ré(]uilibre  du  systi-me  ne  (lé|)eiidra  cpie  de> 
trois  équations  dont  il  s'ai;il. 

D'Alembert  est  le  premier  (jui  ait  tiouvé  les  lois  de  ré<juilibre  de 
plusieurs  forces  appliquées  à  un  système  de  points  de  forme  invariable, 
dans  ses  Recheivlies  sitthi  prèccssion  des  équinoxes.  Il  y  est  parvenu  d'une 
manière  très  complicjuée  par  la  composition  et  la  décomposition  des 
forces.  Depuis,  elles  ont  été  démontrées  plus  simplement  par  divers 
auteurs;  mais  nos  lurniules  ont  l'avantage  d'y  conduire  directement. 

^  I!  I .  —  Dr  ht  composition  des  momements  de  rotation  autour  de  diffcrciils 
axes,  et  des  uionirrits  relatifs  à  ces  axes. 

1 1 .  Si  l'on  prend  dans  le  système  un  point  pour  le(|uel  les  coordon- 
nées X,  Y,  z  soient  proportionnelles  à  dl,  do>,  <h,  les  dilTérentielles 
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correspondantes  dx,  dy,  dz  seront  nulles,  comme  on  le  voit  par  les 
formules  de  l'article  8.  Ce  point,  et  tous  ceux  qui  auront  la  même  pro- 
priété, seront  donc  immobiles  pendant  l'instant  que  le  système  décrit 
les  trois  angles  dh,  do),  dzi,  en  tournant  à  la  fois  autour  des  axes  des 
•r,  y,  ;;.  Et  il  est  facile  de  voir  que  tous  ces  points  seront  dans  une  ligne 
droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées  (')  et  faisant  avec  les 
axes  des  x,  y,  z  des  angles  \,  a,  v,  tels  que 


^Ui'Y^ 

-+-  d'jy 

'■-h 

dw- 

COS  a 

= 

d(,y 

^'dy- 

-+-  du- 

'-h 

d'f 

cosv 

_ 

do 

\'dy-^dw'-^do'- 

(^('tte  droite  sera  Vaxe  instanlanc  de  la  rotation  composée. 
En  employant  les  angles  1,  [j.,  v  et  faisant,  pour  abréger, 

dO  =  \,^dii-  -+-  dw-  +  f/çj-, 
011  aura 

d\)  =  f/5  COS  >,,         d'.i  =  f/9  COS  f/.,         do  ^  dO  ces  v, 

et  les  expressions  générales  de  dx,  dy,  dz  (art.  8)  deviendront 

dx  ^  (  3  COS  [X  —  )•  COS  V  )  dO, 
dy  =  (^  cosy  —  z  ces  7.)  dO, 
dz  =  (  )•  ces  /  —  .r  ces  ;ji)  dû. 

(  '  I  Eli  rapprochant  ces  résultats  de  ceux  qui  ont  été  obtenus  dans  le  paragraphe  précédent, 
on  voit  qu'un  mouvement  quelconque  infiniment  petit  d'un  corps  solide  qui  a  un  point  fixe 
peut  être  considéré  comme  une  rotation  autour  d'un  axe.  C,o  beau  théorème  est  dû  à  Euler, 
qui  en  a  donné  une  démonstration  géométrique  très  simple.  Euler  avait  aussi  traité  la  ques- 
tion analytiquement.  (f'oir  les  Mcmoirc:  de  l' Académie  de  Berlin  pour  i-'io.)  Vini;l-cin(| 
ans  plus  tard,  Euler  reprend  ce  théorème  dans  les  Comme/itairex  de  Saiiit-Pe'lerxboiiri^ 
pour  1775,  et,  après  en  avoir  donné  une  démonstration  géométrique  qui  s'applique  aux 
mouvements  finis,  il  avoue  que  la  prouve  analytique  exige  des  calculs  si  prolixes,  qu'il  a 
renoncé  à  les  exécuter.  Son  Mémoire  se  termine  ainsi  :  «  Nemo  vero  slupendum  hune  labo- 

rem  in  se  suscipere  volet quamobrem  cgregia  ista  proprietas  geometris  puleherrimam 

occasionem  praebere  potest  vires  suas  in  ista  proprietate  penitus  enucioanda  exercendi.  » 
{N<K'i  Commentarii,  p.  207;  1775.)  Dans  le  Journal  de  Liouville  {i"  série,  t.  V,  p.  4o*^ '• 
Olinde  Rodrigues  a  donné,  d'une  manière  très  élégante,  cette  démonstration  désirée  par 
Euler.  {J.  Bertrand.) 
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I.i' Ciii'ic'  (lu  petit  espace  parcouru  par  un  pdint  (|ucIi(hh|uc  clant 

il  sei'a  cxitrinir  pai' 

[(5C0S[i— JCOSv)'h-  (d-COSV  —  3CDsX)'-4-  (/cos>>  — i-  cosu)'](r]- 

à  cause  de 

cos' )i -t-  cos' jl-t- COS* V  =  1 . 

Or  il  est  facile  de  prouver  que 

X  cos?i  -+-r  cosjj.  -t-  z  cosv  i=  o 

est  l'équation  d'un  plan  passant  par  l'oriiiino  dos  coordonnées  et  per- 
|)endiculaire  à  la  droite  (|ui  (ail  les  angles  ).,  y.,  v  avec  les  axes  des  .r, 
y,  z;  donc  le  petit  espace  décrit  par  un  point  quelconque  de  ce  plan 
sera 

dO\/a.---j-j--hs\ 

et,  comme  l'axe  instantané  de  rotation  est  perpendiculaire  à  ce  même 
|tlan,  il  s'eii'-uit  t\uv  dO  sera  l'angle  de  la  rotation  autour  de  eet  axe, 
composée  des  trois  rotations  partielles  dl,  dw,  do  autour  des  trois  axes 
des  coordonnées. 

12.  Il  suit  de  là  que  des  rotations  quelconques  instantanées  </■]/,  d<.a, 
do,  autour  de  trois  axes  qui  se  coupent  à  angles  droits  dans  un  même 
point,  se  composent  en  une  seule  c/O  =  \[d^/  -v-  dw^  -+-  dcp-,  autour  d'un 
axe  passant  par  le  même  point  d'intersection  et  faisant  avec  ceux-là 
des  angles  ).,  ^.,  v,  tels  (|ue 

.        d'h  dd)  do 

dO  ~      dO  d'j  ' 

e|,  lériprdijuenieiil,  (ju'une  rotation  (HU'lcoii(|ue  ih  autour  d'un  axe 
lionne  peut  se  décomjioser  en  trois  rotations  partielles,  expi'imées  par 
cosXr/0,  cosv. r/0,  cosv//'j,  aiiloui'  de  trois  axes  qui  se  coupent  peipendi- 
culairemenl  d;iiis  un  point  de  l'axe  donné  et  (jui  lassent  avec  cet  ;ixe 
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les  angles  1,  [j.,  v;  ce  qui  fournit  un  moyen  bien  simple  de  composer 
et  de  décomposer  les  mouvements  instantanés  ou  les  vitesses  de 
rotation. 

Ainsi,  si  l'on  prend  trois  autres  axes  rectangulaires  entre  eux,  qui 
fassent,  avec  Taxe  de  la  rotation  d^  les  angles  V,  1",  V",  avec  l'axe  de  la 
rotation  cAo  les  angles  [j.',  \j" ,  ix",  et  avec  l'axe  de  la  rotation  do  les 
angles  v',  v",  v'",  la  rotation  dh  pourra  se  résoudre  en  trois  rotations 
cosl'f/i,  cosVû^i,  cosV'r/'J/ autour  de  ces  nouveaux  axes;  la  rotation  (^Ao 
se  résoudra  de  même  en  trois  rotations  cos;j.V/to,  cos[/'f/co,  cosi-f-'c/o), 
et  la  rotation  do  en  trois  rotations  cosv'ffo,  cosv"(-/'j,  cosv'V/cs  autour 
des  mêmes  axes;  de  sorte  qu'en  ajoutant  ensemble  les  rotations  autour 
d'un  même  axe,  si  l'on  nomme  c?0',  r/O",  c/O"  les  rotations  totales  autour 
des  trois  nouveaux  axes,  on  aura 

c?5'  =  cosA'  d\  -\-  cosfx'  f/w  -h  cosv'  do, 
dB"  =  cos  A"  rfij;  +  ces  \i!'  dùi  +  CCS  v"  da, 
dO"  =  cos  >.'"  d<]ti  -f-  cos  [J.'"  d^  H-  cos  v"  do. 

13.  Les  rotations  d'\i,  dio,  do  sont  donc  réduites  de  cette  manière  à 
trois  rotations  dV,  #J",  f/0"  autour  de  trois  autres  axes  rectangulaires, 
lesquelles  doivent  par  conséquent  donner,  par  la  composition,  la  même 
rotation  d^  qui  résulte  des  rotations  d<li,  rAo,  df,  de  sorte  qu'on  aura 

(art.  M) 

ffô-2  =  dO"-  +  d6"'-  +  dO"-  =  d<\>-  +  rf(o=  -t-  rfcp2 . 

et,  comme  cette  dernière  équation  doit  être  identique,  il  s'ensuit  qu'on 
aura  ces  relations  : 

COS^)/  +  COS=À"  H-  COS^À'"  —  1, 
cos^  [jl'  +  ces-  [Jl"  +  COS'''p."'  =  1 , 
cos^v'  -t-  cos-v"  +  cos-v'"  =  i; 

COSX'  COS|:ji'+  ces),"  C0S[Jl"-4-  COSÀ'"  C0SiL'"'=O, 

cosÀ'  cosv'  -+-  cos  A"  cosv"  +  cosX'"  cosv'"  =  o, 
cosfi'cosv'  4- cosf."cosv"  +  cos fj.'"  cosv'"  =o, 

([u'on  peut  aussi  trouver  par  la  Géométrie. 
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Par  ces  relations  on  pcul  avoir  tout  do  suite  les  valeurs  de  dl,  t/o», 
(h  on  r/0',  r/0",  (/')  ,  en  ajoutant  onsenjble  les  valeurs  de  r/0',  r/()",  r/0", 
iiuillipliées  successivement  par  cos)/,  cosa",  cosa'";  cosa',  cos;a",  ...; 
ou  trouvera  de  celte  manii're 

d\i  =  cosÂ'  dO'-h  ces  a'  dO'  -{-  ces/."  ^^/O", 
d(.)  =  cosfA'rf9'+  cosix"</5"-i-  cos/ji'Vr, 
rfo  =  cosv'  dO'-{-  cosv"  rf':/''  +  cosv"  dO". 

l'j.  Si  l'on  nomme,  de  plus,  w',  ra",  ni'  les  angles  que  l'axe  de  la 
rotation  composée  d')  fait  avec  les  axes  des  trois  rotations  partielles 
(70',  rfO",  rfô",  on  aura,  coin  me  dans  l'article  11, 

dO'—co&iss'dô,         dO''  —  COiTs"d'J,         dO"  —  cosus' dO  ; 

cl  si,  dans  les  expressions  données  ci-dessus  (art.  12)  de  </6',  dh",  d'f, 
ou  met  pour  dl,  df>,  dij  leurs  valeurs  en  c/0  de  l'article  il,  cosAr/O, 
cos.arfO,  cosvf/0,  la  comparaison  de  ces  différentes  expressions  de  r/O'. 
r/O",  r/0'"  donnera,  en  divisant  par  c/0  ces  nouvelles  relations. 

COSCj'  r=  COS>,  COSA'  -\-  COSU.  COSfi'  -+-  COSV  COSv', 

coscj"  =  cosX  COSÂ"  +  COSU.  cosfx'  -1-  cosv  cosv", 

C0SB[j"':=  COS?i  COS^^-h  COS  U  COS  jl"-)-  COSV  COSv', 

(|u"ou  peut  aussi  vérilier  par  la  Géométrie. 

!.").  (lu  voit  j)ar  là  ([ue  ces  compositions  et  décompositions  des  nnui- 
vements  de  rotation  sont  entièrement  analogues  à  celles  des  mouve- 
ments rectilignes. 

En  effet  si,  sur  les  trois  axes  des  rotations  r/y,  di<>,  do,  on  prend, 
depuis  leur  point  d'iiiterseclion.  des  lignes  propoi-lionncllcs  rc^pccli- 
venieut  ii  dl,  df>,  d..,  cl  (|iic  Vaw  construise  sur  ces  tidis  lignes'  un 
parMllclr|iipcde  rechiiiglc,  il  est  facile  de  voir  que  la  diagonale  de  ce 
paiMllilr|iipc(lc  sera  l'axe  ilc  la  nilation  composée  rfO  et  sera  en  inéine 
temps  pi(i|iiirli()Miii'llc  ii  celle  rolalion  (/').  De  lii.  et  de  ce  (|ue  les  rol;i- 
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lions  autour  d'un  même  axe  s'ajoutent  ou  se  retranchent  suivant  qu'elles 
sont  dans  le  même  sens  ou  dans  des  sens  opposés,  comme  les  mouve- 
ments qui  ont  la  même  direction  ou  des  directions  opposées,  on  doit 
conclure  en  général  que  la  composition  et  la  décomposition  des  mou- 
vements de  rotation  se  fait  de  la  même  manière  et  suit  les  mêmes  lois 
que  la  composition  ou  décomposition  des  mouvements  rectilignes,  en 
substituant  aux  mouvements  de  rotation  des  mouvements  rectilignes, 
suivant  la  direction  des  axes  de  rotation. 

16.  iMaintenant,  si  dans  la  formule  de  l'article  9, 

Ld^  -\-MdM  +  N  do, 

laquelle  contient  les  termes  dus  aux  rotations  dl,  dw,  do  dans  la  for- 
mule générale  V  dp  +  ?' dp' -h?"dp" -h  . .  .,  on  substitue  pour  dl,  r/w, 
d'fi  les  expressions  trouvées  dans  l'article  13,  elle  devient 

(L  ces).'  -+-  M  cos ij.'  +  N  cosv'  )  dO' 
-+-  (L  cosA"  -+-  M  cos  p."  -I-  N  cosv"  )  d9" 
-H  (  L  cos >.'"  +  M  ces  iJ."  -h  N  cos  v" )  de". 

Donc,  par  l'article?,  les  coefficients  des  angles  élémentaires  r/0',(/0",f/0'" 
exprimeront  les  sommes  des  moments  relatifs  aux  axes  des  rotations 
f/6',  dH",  dV".  Ainsi,  des  moments  égaux  à  L,  M,  N,  et  relatifs  à  trois  axes 
rectangulaires,  donnent  les  moments 

Lcos>.'  +Mcos//'  +Ncosv', 
L  cosX" -I- M  cos  (i."  +  N  cosy", 
L  cos  1"  -f-  M  cos [x'"  +  N  cosv'", 

relatifs  à  trois  autres  axes  rectangulaires  qui  font  respectivement  avec 
ceux-là  les  angles  )/,  ;j/,  v';  a",  ;/',  v";  1'",  u.'",  v'". 

On  trouve  une  démonstration  géométrique  de  ce  théorème  dans  le 
Tome  VII  des  Nova  Acta  de  l'Académie  de  Pétersbourg  ('). 

(')  Cette  démonstration  est  d'EuIer.  (J.  Bcvtriind.\ 
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17.   Si  l'on  sii|iii()>c  Il'>  iiitatioiis  r/y,  (h'>,  (h  prnpoi'tioiini'llis  à  !..  M. 

N,  l'I  (111(111  lasse 

II  =  v/L»-i-M*+NS 

011  aura,  par  l'ai  liclc  I  I , 

L  —  II  cos/.,        M  :^  II  cos  [A,        X  =  H  cosv, 

ot  les  trois  nioimiil^  (in'oii  viciil  de  tiuiivcr  se  réduiront,  par  les  irla- 
lidiis  (le  l'ailicle  I  I,  à  celte  forme  simple 

Il  cosro',     II  coscj",     II  cosro'". 

Ur  rr',  u",  rr"  sont  les  angles  (jue  les  axes  dos  rotations  dH',  (/')",  i/h" 
loiil  avec  l'axe  de  la  lolalioii  conipos<ie  (/').  Donc,  si  l'on  fait  (■(lïncidcr 
l'axe  (le  la  rotation  d')'  avec  l'axe  delà  rotation  c/0,  on  a  tô'  =  o  et  n",  o" 
chacun  égal  à  un  angle  droit;  par  conséquent,  le  moment  autour  de  cet 
axe  sera  simplement  II,  et  les  deux  autres  moments  autour  des  axes 
perpendiculaires  à  celui-ci  deviendront  nuls. 

D'où  l'on  conclut  (|iic  des  moments  égaux  à  L,  ^I,  N.  et  relatils  à 

trois  axes  rectangulaires,  se  composent  en  un  moment  iiiii(iiic  M  égal  à 

\'L^ -hM^-h  N-,  et  rclalil'i'i  un  axe  (|ui  l'ail  avec  ceux-lîi  les  angles).,  y.,  v, 

Icis  (|ue 

L  M  N 

ces/.  ^YY»  COS!Ar=— )  COSV=:Yy 

Il  n  H 

Ce  sont  les  théorèmes  connus  sur  la  composition  des  moments;  et 
il  est  évident  (|iie  cette  composition  suit  aussi  les  mêmes  ri'gles  (|ue 
celle  des  mouvements  rectiligncs.  On  aurait  |)u  la  déduire  immédiate- 
ment de  la  composition  des  l'otations  instantanées,  en  suhstituani  les 
moments  aux  rotations  (lu'ils  |)roduisent,  comme  Varignon  a  substitué 
les  l'oi'ces  aux  mnuvciiiciils  reclilignes  (  '  ). 

I  '^  Celle  assimihiiioii  ii'csl  pas  permise.  Une  force  (pii  a.^it  sur  kii  corps  solide  nioliile 
aulour  (l'un  axe  (loiiac-  |>roiliiit  une  rolalioii  proporliiimielle  à  sou  niuineul  :  mais,  pour  deux 
axes  dinercnts,  les  inoniciils  d'inerlici  jouoiU  un  rùlo,  cl  l'on  n'a  pas  le  droit  de  sid)sliluer 
les  niomcnls  aux  rotations  qu'ils  produisent,  (f'oir,  à  ce  sujet,  un  Mi'moirc  de  Poinsot, 
Memnircx  de  l'Iiixtitiil,  t.  VII,  p.  5(>4.)  {J-  Jlcrlrand.) 
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S;  IV.  —    Proprtefc's  de  l'équilibre,   relatives  au  centre  de  gravité. 

18.  Si,  dans  les  formules  de  l'article  9,  on  suppose  que  toutes  les 
forces  P,  P',  P",  . .  .  agissent  dans  des  directions  parallèles  entre  elles, 
on  aura 

|)ar  conséquent,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

X  =  P.r  +  P'.r'+P''.i'"  +  ..  ., 
Y  =  P.v  +P',r'  +  P".v"-t-..., 
Z  =  P  c  +  P'  z'  -+-  P"  z"  +..., 

les  quantités  L,  M,  N  deviendront 

L  =  V  cosy  —  Z  cos,3, 
M  =  Z  cos  a  —  X  cos  y, 

N  ^  X  cos  [3  —  Y  cos  y., 

et  les  équations  de  l'équilibre  seront 

L  :=  o,  M  =  0,  N  =  o, 

dont  la  troisième  est  ici  une  suite  des  deux  premières.  Mais,  comme 
on  a  d'ailleurs  (Sect.  H,  art.  7)  l'équation 

cos-  a  +  cos-  j3  +  cos-  y  =;  I , 

on  pourra  déterminer  par  ces  équations  les  angles  a,  [i,  y,  cl  l'on  lidu- 
vera 

cos  3: 1= 

cos  p  = 

cos  y  ^^     

^X^+\^-+-Z^ 

Donc,  la  position  des  corps  étant  donnée  par  rapport  à  trois  axes,  il 
faudra,  pour  que  tout  mouvement  de  rotation  du  système  soit  détruit, 
XI.  9 


X 

v/x^ 

-i-Z- 

s/\.^ 

Z 

+  'l- 
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(|U0  le  svslcmc  soit  placé,  rolalivcmoiU  à  la  direclioii  des  forces,  de 
manière  que- celle  direclion  lasse  avec  les  mêmes  axes  les  angles  r,  'i,  y 
(|u'on  vient  de  déterminer. 

l'.>.  Si  les  quantités  X.  V,  Z  rl;iiciil  nulles,  les  angles  x,  [i,  y  demeu- 
icraiciit  indéterminés,  v\  l;i  [idsilion  du  système,  relativeniciil  ii  la 
direction  des  forces,  pourrait  être  quelcoïKiuc;  (l'oii  résullc  ce  llié(»- 
ri'nie  :  Si  la  somme  des  produits  des  forves  parallèles  par  leurs  dislances  à 
trois  plans  perpendieulaiivs  entre  eux  est  nulle  par  rapport  à  chacun  de  ces 
trois  plans,  l'effet  des  forces  pour  faire  tourner  le  système  autour  du  point 
commun  d'intersection  des  mê/ncs plans  se  trouvera  détruit. 

On  sait  que  la  gravité  agit  verticalement  et  proportionnellement  à 
la  niasse;  ainsi,  dans  un  système  de  corps  pesants,  si  l'on  cherche  un 
point  tel,  (|ue  la  somme  des  niasses  multipliées  par  leurs  distances  à 
un  plan  passant  par  ce  point  soit  nulle  rrlalivement  à  trois  plans  per- 
pendiculaires, ce  point  aura  la  propriété  (]ue  la  gravité  ne  pourra 
imprimer  au  système  aucun  niouvenieul  de  r-olation  autoui'  du  même 
point.  C'est  ce  point  qu'on  appelle  centre  de  gravité,  et  (]ui  t•^l  d'un 
usage  si  étendu  dans  tout(>  la  Mécauicjuc. 

Poui'  le  déteriniiu'r,  il  n'y  a  qu'à  chercher  sa  distance  ii  trois  plans 
perpendiculaires  donnés.  Oi'.  puisiiuela  somme  des  produits  des  masses 
par  leurs  distances  ii  un  \\\;\u  passant  par  le  cenlre  de  gravité  est  nulle, 
la  somme  <les  produits  des  mêmes  niasses  par  leurs  distances  ii  un 
aiilic  ])lau  parallèle  à  celui-ci  sera  nécessairement  égale  au  produit  de 
toutes  li's  masses  par  la  distance  du  ccnlic  de  gravité  au  même  plan, 
de  sorte  (|u'(in  aura  cette  distance  en  divisant  la  somme  des  produits 
des  masses  et  do  leurs  distances  par  la  somme  même  des  masses;  et  de 
là  résultent  les  formules  coiuuu'S  pour  les  centres  de  gravité  des  lignes, 
des  surfaces  et  des  solides. 

20.  Mais  il  V  a  niir  propi'icté  du  centre  de  gi'avitr  (jui  ol  moins 
(•(iiiiiiic  cl  (|iii  pciil  cire  iililc  d.iiis  (|M(d(|ues  occasions,  |iarcc  iju  elle 
c-l   iiidepcndaiilc  de  la  ciiii-iilcration  étran;:('i'e  des  plans  au\(|uels  on 
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rapporle  les  différents  corps  du  syslème,  et  qu'elle  sert  à  déterminer 
leur  centre  de  gravité  parla  simple  position  respective  des  corps.  Voici 
en  quoi  elle  consiste. 

Soit  A  la  somme  des  produits  des  masses  prises  deux  à  deux  et  mul- 
tipliées de  plus  par  le  carré  de  leur  distance  respective,  cette  somme 
étant  en  même  temps  divisée  par  le  carré  de  la  somme  des  masses. 

Soit  B  la  somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa 
distance  à  un  point  quelconque  donné,  cette  somme  étant  divisée  par 
la  somme  des  masses. 


On  aura  s/M  —  A  pour  la  distance  du  centre  de  gravité  de  toutes  les 
masses  au  point  donné.  Ainsi,  comme  la  quantité  A  est  indépendante 
de  ce  point,  si  l'on  détermine  les  valeurs  de  B  par  rapport  à  trois  points 
difi'érents  pris  dans  le  système  ou  hors  du  système,  à  volonté,  on  aura 
les  distances  du  centre  de  gravité  à  ces  trois  points  et,  par  conséquent, 
sa  position  par  rapport  à  ces  points.  Si  les  corps  étaient  tous  dans  le 
même  plan,  il  suf'lirait  de  considérer  deux  points,  et  il  n'en  faudrait 
qu'un  seul  si  tous  les  corps  étaient  sur  une  ligne  droite  donnée. 

En  prenant  les  points  donnés  dans  les  corps  mêmes  du  système,  la 
position  de  son  centre  de  gravité  sera  donnée  uniquement  par  les  masses 
et  par  leurs  distances  respectives.  C'est  en  quoi  consiste  le  principal 
avantage  de  cette  manière  de  déterminer  le  centre  de  gravité. 

Pour  la  démontrer,  je  reprends  les  expressions  de  X,  Y,  Z  de  l'ar- 
ticle 18,  et,  prenant  de  plus  trois  quantités  arbitraires/,  g,  h,  je  forme 
ces  trois  équations  identiques,  faciles  à  vérifier  : 


[\^(P  +  P'-hP"-h...)/]- 

=  (P4-p'4-p"+...)[iM'ï--./')'-f-i"('i^'-/)'-^p"(-i"-yT+- 

—  PP'(j;  —  .f')-—  PP"(-i-  —  .r")-—  P'P"  (.r'— .r")^  — .  .  ., 


1 


[Y-(P  +  P'+P"  +  ...)5-]- 

=  (P  +  P'+P"  +  ...)LP(.r-o-)-^+l''(/-é')^+P"(.>-" -»"•)'  +  •  •■] 
-PP'(r-v')--PP"(v-j-")^-P'P"(,r'-r")-..., 

[Z -(P  +  P'+ P"  +  ... )//]■- 
=  (P  +  P'+P"  +  ...)  [P(;-A)-^P'(;'-/0'-f-I"'(^"-/0'  +  ---] 
-  PP'(;  —  z'Y-  PP"(;  —  ;")-—  VV\z'-z"Y  — 
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Les  quantités  1\  P',  P  ,  ...  rcprési'nleiit  les  poids  ou  les  niasses  des 
corps  (|ui  leur  sont  proportionnels,  et  les  quantités  j-,  r,  z,  -i',}'',  :■', 
.»■",  . . .  sont  les  coordonnées  rectanj^les  de  ces  corps.  Or  nous  avons  vu 
(art.  l'J)  que,  lorsque  l'orii^inc  des  coordonnées  est  dans  le  centre  de 
gravité,  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  sont  nulles.  Si  donc  on  fait  dans  les 
trois  équations  précédentes  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  qu'on  les  iijoiitc 
en'^cinlilc,  et  qu'on  suppose,  pour  abréger. 


(•^■-^'r+(j -/)'+(-  --')~(o,.)^ 
(^  -  ■^")'+  (y  -yy+ (-  -  --")'=  (o,iy, 

{x'-a;"y+{y'-yy-+(z'-z"r-=ii,9.y-, 

^f** 

on  lUira.  nprl's  iivoir  divisé  par  ^P  4-  !''  4-  P"+  ...)", 

._  P(0)-+P'(l)'+P''(2)i  +  ...  ^  PP'(o,|)--H  PP''(0,2)^4-  P'P''(l.2)'-t-.  . . 
'""■  P-^P'4-P"  +  ...  (P-l-P'4-P  M-...)» 

Si  rmi  prend  iiiniiitenanl  les  trois  (luantilés/",  <^^,  h  poiii-  les  coor- 
données i-('clani;les  d'un  ])oint  donné,  il  est  visible  que  /•  sera  la  tli  — 
t;ince  de  ce  |)()iiit  au  eenlrc  de  gravité  ([ni  est  supposé  dans  l'origine 
des  coordonnées,  que  (o),  (i),  (2),  ...  seront  les  distances  des  poids 
I*,  P'.  P".  . ..  il  ce  même  point,  et  que  (0,1),  (0,2),  (1,2),  ...  seront  les 

distances  entre  les  corps  on  poids  P  et  P',  P  et  P",  P'  et  P" Donc 

l'équation  ci-dessus  deviendra 

/'=!{      A,     . 

d'oii  l'on  tire  (') 

Cj  (Jn  |i()urra  con.siiltcr  iiii  siijot  ilo  co  lliéciromc  le  .MciiKiiic  ilc  I,;i,i;riin{,'C  .Sur  une  tioii- 
fctlf  priipricte  (lu  centre  de  grai'ile,  iiisori'  a»  loiiii"  V  <los  <)Kii\res  île  ljii;riiiij^e,  p.  S3i, 
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§  V.  —    Propriétés  de  F  équilibre,   relatives  aux  maxima  et  ininiuia. 

21.  Nous  allons  considérer  maintenant  les  niaxinia  et  minima  (|ui 

peuvent  avoir  lien  dans  l'équilibre;  et,  pour  cela,  nous  reprendrons  la 

formule  générale 

P  dp  -H  Q  f/y  +  R  ^/-  + . . .  =  o 

de  l'équilibre  entre  les  forces  P,  Q,  R,  ...,  dirigées  suivant  les  lignes 

[j,  q,  r,  ...  qui  aboutissent  aux  centres  de  ces  forces  (Sect.  II,  art.  4). 

On  peut  supposer  (')  que  ces  forces  soient  exprimées  de  manière 

que  la  quantité  V  dp -\- (^)  dq -\- ^ dr -\- . . .  soit  une  différentielle  exacte 

d'une  fonction  de/>,  q,  r,  .  . .,  laquelle  soit  représentée  par  U,  en  sorte 

(|ue  l'on  ait 

fin  —  p  dp  +  Q  d,j  +  r»  dr-\-.... 

Alors  on  aura  pour  l'équilibre  cette  équation  dll  =  o,  laquelle  fait  voir 
(jue  le  système  doit  être  disposé  de  manière  que  la  fonction  H  y  soit, 
généralement  parlant,  un  maximum  ou  un  minimum. 

Je  dis  généralement  parlant,  car  on  sait  que  l'égalité  d'une  différen- 
lielle  à  zéro  n'indique  pas  toujours  un  maximum  ou  un  minimum, 
comme  on  le  voit  par  la  tliéorie  des  courbes. 

La  supposition  précédente  a  lieu,  en  général,  lorsque  les  forces  P, 
Q,  R,  ...  tendent  réellement  ou  à  des  points  tixes,  ou  à  des  corps  du 
même  système,  et  sont  proportionnelles  à  des  fonctions  quelconques 
des  distances,  ce  qui  est  proprement  le  cas  de  la  nature. 

Ainsi,  dans  cette  hypothèse  de  forces,  le  système  sera  e,n  équilibre 
lorsque  la  fonction  n  sera  un  maximum  ou  un  minimum  ;  c'est  en  quoi 
consiste  le  principe  que  Maupertuis  avait  proposé  sous  le  nom  de  Im 
de  repos. 

Dans  un  système  de  corps  pesants  en  équilibre,  les  forces  P,  Q,  R,  ..., 

le  Cluipitro  III  de  la  Slatiquc  do  Poiiisot,  la  ([ualriéme  Leçon  des  t'orlc.siingcn  iibcr  Dyiiaiiiik 
(lo  Jacobi  et  enfin  divers  Mémoires  insérés  aux  tomes  VI  et  VU  du  Bulletin  de  kt  Socic'tc 
mntliéiiiatique  de  France.  {G.  D.) 

(')  Lagrange  no  veut  ])a3  dire  qu'il  en  soit  toujours  ainsi;  il  prévient  seulement  que  les 
développements  qui  sui\cnt  se  rapportent  au  cas  oii  cela  a  lieu.  (/.  Bertrand.) 
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piovenanl  de  la  gravité,  sont,  comme  l'on  sait,  pioportioiinolles  aux 
masses  des  corps  et,  |)ar  conséquent,  constantes;  et  les  distances />,  </. 
/.  ...  concourent  an  centre  de  la  Terre.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 

n  =  1 V -+- O  7 -f- H  /  -^  .  . .  ; 

par  conséquent,  puisque  les  lignes/;,  </,  /',  ...  sont  censées  parallèles, 

la  (luantile  ,, — tt — n exprimera  la  distance  du  centre  de  gravité 

de  tout  le  système  au  centre  de  la  Terre,  laquelle  sera  donc  un  mini- 
iiiuiii  ou  un  niaxiniiiiii.  lorsque  le  système  sera  en  équilibre;  elle  sera, 
par  exemple,  un  minimum  dans  le  cas  de  la  cliainette,  et  un  maxitniini 
dans  le  cas  de  plusieurs  globules  qui  se  soutiendraient  en  forme  de 
voûte.  Ce  principe  est  connu  depuis  longtemps. 

12.  Si,  maintenant,  on  considère  le  même  système  en  mouvement, 
et  que  it',  ii' ,  u\  ...  soient  les  vitesses,  et  m',  m",  m",  ...  les  masses 
respectives  des  dillerents  corps  qui  le  composent,  le  principe  si  connu 
(le  la  conservalion  des  forces  vives,  dont  nous  donnerons  une  démonstra- 
tion direi-le  et  générale  dans  la  seconde  l'ai'tie,  fournira  cette  écpiation 

m' II'-  -+-  m'  11"-+  m"  «"--(-.  . .  t=  consl.  —  ail. 

Donc.  pnisi|U(',  dans  l'élal  d'i'(|nilil)i'e,  la  ({uantité  II  est  un  niniinuini 
ou  un  niaxinuin),  il  s'ensuit  (|ue  la  (] uantité w'/f'-H-zn" m"- +  m"M"'* -+-..., 
qui  exprime  la  foi-ee  vive  de  lont  le  sysli-me,  sera  en  même  temps  un 
maximum  ou  un  minimum;  ce  qui  donne  cet  autre  principe  de  Statique, 
(|nc.  (Il-  /ottlcs  les  situations  (jue prend  successivement  le  système,  celle  où  il 
a  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  force  rii'e  est  aussi  celle  où  il  le  faudrait 
placer  d' (d)ord  pour  (pi  il  restât  en  ècpntihrr.  |  N'oir  les  Ménioirrs  ilc  l'Ani- 
drniie  des  Sciences  de  1  j/jB  et  1 7/19  ('  ).  | 

l'\.   On  vienl  de  voir  (|iie  la  fonction  II  est  un  mininintn  on  un  maxi- 

(  ')  Ce  principe  y  est  énoncé,  sans  démonstnilinu  suflisanlc,  par  un  j^i'-onicU-o  pen  connu. 
(IcCourlivron.  L^granjJio  lo  citait  dans  la  première  édition  do  son  Ouvrage;  dans  la  seconde, 
il  a  fait  disparaître  son  nom  prmr  y  sulislitucr  la  date  du  Mémoire. 

( ./.  licrlniiiil.  t 
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mum,  lorsque  la  position  du  système  est  celle  de  l'équilibi'e;  nous 
allons  maintenant  démontrer  que,  si  cette  fonction  est  un  minimum, 
l'équilibre  aura  de  la  stabilité,  en  sorte  que,  le  système  étant  d'abord 
supposé  dans  l'état  d'équilibre  et  venant  ensuite  à  être  tant  soit  peu 
déplacé  de  cet  état,  il  tendra  de  lui-même  à  s'y  remettre  en  faisant  des 
oscillations  infiniment  petites  :  qu'au  contraire,  dans  le  cas  où  la  même 
fonction  sera  un  maximum,  l'équilibre  n'aura  pas  de  stabilité,  et  qu'é- 
tant une  fois  troublé,  le  système  pourra  faire  des  oscillations  qui  ne 
seront  pas  très  petites,  et  qui  pourront  l'écarter  de  plus  en  plus  de 
son  premier  état. 

Pour  démontrer  cette  proposition  d'une  manière  générale,  je  consi- 
dère que,  quelle  que  puisse  être  la  forme  du  système,  sa  position, 
c'est-à-dire  celle  des  différents  corps  qui  le  composent,  sera  toujours 
déterminée  par  un  certain  nombre  de  variables,  et  que  la  quantité  II 
sera  une  fonction  donnée  de  ces  mêmes  variables.  Supposons  que,  dans 
la  situation  d'équilibre,  les  variables  dont  il  s'agit  soient  égales  à  a,  b, 
c,  ...,  et  que,  dans  une  situation  très  procbe  de  celle-ci,  elles  soient 
a-\-  X,  b  -h  y,  c  -i-  z-,  .. .,  les  quantités  x,  y,  z,  .. .  étant  très  petites; 
substituant  ces  dernières  valeurs  dans  la  fonction  n  et  réduisant  en 
série  suivant  les  dimensions  des  quantités  très  petites  x,y,  z,  ...,  la 
fonction  n  ('  )  deviendra  de  cette  forme 

n  =  A  +  Bx -1- C/ -f- D^  + . . . 

+  Fx-4-  G^-r  -h  Hv---(-  Kxz  -+-  Lv:  -h  Mc=4-.  . . , 

les  quantités  A,  B,  C,  ...  étant  données  en  a,  b,  c,  ....  Mais,  dans 

l'état  d'équilibre,  la  valeur  de  r/ll  doit  être  nulle,  de  quelque  manière 

qu'on  fasse  varier  la  position  du  système;  donc  il  faudra  que  la  difle- 

rentielle  de  n  soit  nulle  on  général,  lorsque  x,  y,  z,  ...  sont  égales  à 

zéro;  donc 

B  =  o,        C  =  o,        D  ^  o,        .... 

(')  M.  Lejeiino-Dirichlcl  a  simplifié  cette  démonstration  en  la  rendant  plus  rigoureuse. 
(Voir  Journal  de  Crelle,  t.  32,  et  Journal  de  Liouville,  i'°  série,  t.  XII,  p.  \-\.) 

(/.  Itcrtrand.) 
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On  aura  donc,  pour  une  situation  quelc'on(|ui'  très  itrorlie  de  rdlr 
lie  rc(|iiilil)it',  (('Itc  cxijrt'ssion  ilc  II 

n  =  A  +  ¥x--hC,a^y  +  II  v-  4-  Kjt:  -  Lvz  -i-  M  c-      .... 

(I;in^  la(|ucll(',  tant  que  les  variables  x,  y,  z,  ...  sont  très  petites,   il 
>iiltiia  (le  tenir  eimipte  des  secondes  dimensions  de  ces  variables. 


■l'\.   Maintenant  il  est  clair  i\m\  pmir  que  la  (juantité  II  soit  un  miiii- 
rniini,  lors(|ue  a-,  r,  z,  ...  sont  nulles,  il  lanl  (pie  la  ('nnclidn 

Yjc'-+{ixy  +  H  r' h-  K  j-  -h  Lyz  +  M ;-  -H . . . , 

(pn'Je  noninierai  X,  soit  constaninieiit  positive,  (juelle>  (jue  soient  les 

valeurs  des  vaiiables  x,  y,  z 

(  )r  celte  loiiclion  est  réductible  ii  la  forme 


en  taisant 


X=/;'+i,'rr+/(Ç^- 


G  y       K-- 

.^-11  '■' 


■n=y  +  [\. 
h  —  M 


2/J2A' 
4/      4é'' 


!)(nn-,  iKtnr  (pi'elie  soil  tonjuiirs  positive,  il  l'andia  (pie  les  cdcrii- 
cients/,  g,  li^  ■■■  soient  positifs;  et  r(Mi  voit  en  même  temps  que,  si 
ces  eoellicienis  sont  positifs,  la  valeur  de  \  >eia  iK'cessairenn'Ut  posi- 
tive, puiscjne  les  (juaulités  ;.  r,,  "C,  ...  soûl  réelles  lor.sciue  le^  \ariables 
r,  >  ,  r,  .  . .  le  s(Uit. 

Si,  au  coulrairc.  la  (pianlité  II  devait  être  1111  iiia\iiiiiiiii  l((i-«(pie  .r. 
V,  z,  .  .  .  sont  nul-.  Il  laiidiait  (pie  la  lonctidii  X  IVil  c(iii'~taiiiiiieiit  iie^a- 
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tive,  et,  par  conséquent,  que  les  coefficients/,  g,  //,  ...  fussent  néga- 
tifs; et  réciproquement,  si  ces  coefficients  sont  négatifs,  il  s'ensuivra 
que  la  valeur  de  X  sera  nécessairement  négative. 

S.").  On  aura  donc,  en  ne  tenant  compte  que  des  secondes  dimensions 
des  quantités  très  petites  ic,  y,  z,  . . ., 

n  =  A  +  /t^  -f-  ffrr  +  /,::-  +  ..., 
et  l'équation  de  la  conservation  des  forces  vives  (art.  22)  deviendra 
M' a'-' -H  M" II"' -+-  M'" a""-  +  . . .  =  const.  -  2  A  -  o.fl;-  —  2 g-rr -■>./,:;'-... . 
Or,  dans  l'état  d'équilibre,  on  a.  par  livpothèse, 
.r  =  o,  )-=io,         ;  =  o,  ...; 

donc  aussi  (art.  li)) 

f  =  O,  r,  =:  o,  ï  m  o,  ...; 

donc,  si  l'on  suppose  qu'on  dérange  le  système  de  cet  état,  en  impri- 
mant aux  corps  M',  M",  M'",  . . .  les  vitesses  très  petites  V,  V",  V" 

il  faudra  que  l'on  ail  //'=V',  u"z=Y",  ii"'  =  \"\   ...  lorsque  ;  =  o, 
r  ^  o,  ^  =  o.  On  aura  donc 

M'V'^H-M"V"=-(-M"'V"'^-t-...=  consl.-2A; 

ce  qui  servira  à  déterminer  la  constante  arbitraire. 
Ainsi  l'équation  précédente  deviendi'a 

=  M'  V"-  +  M"  V"-^  +  M'"  V'"^  +  .  .  .  -  2/;2  _  2  5-/)=  -  2  /(«-...  ; 

d'où  il  est  aisé  de  tirer  ces  deux  conclusions  : 

i"  Qne,  dans  le  cas  du  minimum  de  II,  dans  lequel  les  coefficients 
/",  g,  II,  .  . .  sont  tous  positifs,  la  quantité  toujours  positive 

devra  nécessairement  être  moindre,  ou  du  moins  ne  pourra  pas  être 

plus  grande  que  la  quantité  donnée  M'Y'-  4-  M"V"-  +  M"V"^  +  . . . ,  qui 

XI.  10 
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est  cllc-mênic  très  polilc;  par  roiisoquoiit,  si  l'iiii  m>mme  cotte  qiian- 
lili-  T,  011  aiii'fi,  pour  cliacum'  des  variables  ;,  r.,  "C ces  limites 


Vr7-  *v/î^'  *\/?i 


entre  lesquelles  elles  seront  nécessairement  renfermées;  d'oii  il  suit 
que,  dans  ce  cas,  le  Svsti'mc  ne  pouiia  (|uo  s'écarter  très  peu  de  son 
état  d'équilibre  et  ne  pourra  faire  (pic  des  oscillations  tri's  pt-tilrs  l't 
d'une  étendue  détt^rminée  ; 

2"  Qiio  dans  le  cas  du  niaxiniuin  de  II,  dans  IrqucI  les  coefficients 
y",  g.  II,  ...  sont  tous  négatifs,  la  quantité  toujours  positive 

—  2/;=  —  2  f,'rr  —  2  /i  c-  —  .  .  . 

pourra  noitre  ;i  rinfini,  et  qu'ainsi  le  système  pourra  s'écarter  de  plus 
en  plus  de  son  état  d'écjuilibre.  Du  moins  l'équation  ci-dessus  fait  voir 
(jue,  dans  ce  cas,  rien  n'empéclie  que  les  variables  ;,  r,,  C,  .  •  •  n'aillent 
toujours  on  augmontanl,  mais  il  ne  s'ensuit  pas  encore  qu'elles  doivent. 
t'w  olli'l,  aller  en  augmentant;  nous  dénionlrerons  celte  dernière  pro- 
jxisilion  dans  la  sixième  Section  de  la  Dynamique. 

Si  Ions  les  cocriiriciils /',:,', //.  ...  étaient  nuls,  on  sait,  [)ar  les  nic- 
tliodes  c/r  indviinis  cl  Dtininiis.  (|n'il  laiidi'ait,  pour  l'oxistence  d'un 
niiniinurn  ou  d'un  niaxiiniiin,  (|uc  les  termes  de  trois  dimensions  dis- 
parussent et  que  ceux  de  quatre  dimensions  fussent  constamment  posi- 
tifs ou  négatifs;  et  c'est  aussi  de  cette  manière  qu'on  pourra  juger  de 
la  stabilité  de  l'équilibre  donné  par  révanouissoinent  des  termes  de  la 
première  dimension,  lorsque  ceux  de  deux  dimensions  s'évanouissent 
en  même  temps. 

2().  .\n  reste,  ces  propriétés  des  niaximn  et  mininia,  (jni  mil  lieu 
dans  re(|nilibi'e  d'un  sysli'ine  (|uelcoii(pie  de  l'oreos,  ne  sont  qu'une 
eonsé(pienri'  immédiate  de  la  démonstratimi  (pie  nous  avons  donnée  du 
principe  des  vitesses  virtuelles  ii  la  tin  de  la  premii-re  Sectnui. 

Kn  effet,  soit />  la  distance  entre  les  deux  |iremièros  moufles,  l'une 
fixe,  l'autre  mobile,  jointes  [lar  V  (■oi(lon>  (pu   pinduisent   une  iorcc 
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proportionnelle  à  P,  et  qu'on  peut  représenter  simplement  par  P,  en 
prenant  le  poids  qui  tend  la  corde  pour  l'unité;  soient  de  même  7  la 
distance  entre  les  deux  moufles  qui  produisent  la  force  Q,  rla  distance 
entre  les  moufles  qui  produisent  la  force  R,  ....  Il  est  évident  que  Pp 
sera  la  longueur  de  la  portion  de  la  corde  qui  embrasse  les  deux  pre- 
mières moufles;  pareillement,  Qq,  Rr,  ...  seront  les  longueurs  des 
portions  de  la  corde  qui  embrasse  les  autres  moufles,  de  sorte  que  la 
longueur  totale  de  la  corde  embrassée  par  les  moufles  fixes  et  mobiles 

sera  Pp  -h  Qq  -hRr  -+- 

Ajoutons  à  cette  longueur  celle  des  différentes  portions  de  la  corde 
qui  se  trouveront  entre  des  poulies  fixes  pour  faire  les  renvois  néces- 
saires au  changement  de  direction,  et  que  nous  désignerons  par  a; 
ajoutons-y  encore  la  portion  de  la  corde  qui  se  trouvera  entre  la  der- 
nii're  poulie  de  renvoi  et  le  poids  attaché  à  l'extrémité  de  la  corde,  et 
que  nous  désignerons  par  11;  enfin  soit  /la  longueur  totale  de  la  corde, 
dont  la  première  extrémité  est  fixement  attachée  à  un  point  immobile 
dans  l'espace,  et  dont  l'autre  extrémité  porte  le  poids;  on  aura  évidem- 
ment l'équation 

/  =  P^*  +  Q'/  H-  R  /■  -t- . . .  -H  a  H-  «, 

d'où  l'on  tire 

«  =:  /  -  «  —  Py;  —  O  <7  —  R  /  —  .  .  .  . 

Or,  en  supposant  les  forces  P,  Q,  R,  ...  constantes,  c'est-à-dire  indé- 
pendantes de  p,  q,  r ce  qui  est  toujours  permis  dans  l'équilibre 

où  l'on  ne  considère  que  des  déplacements  infiniment  petits,  il  est 
visible  ('  )  que  la  quantité  P/;  -t-  Q^  -h  R/"  +  . . .  sera  la  même  que  nous 

(')  Cette  subslijulion  do  forces  constantes  à  des  forces  variables  changerait,  au  con- 
traire, complètement  la  nature  do  la  fonction  II.  Si  l'on  considère,  par  exemple,  une  attrac- 
tion inversement  proportionnelle  à  la  distance  et  égale  à  -,  on  aura 


fPdp—  I  -  (hi  =  uAoii p; 


en  rempla(.-ant,  au  contraire,  P  par  une  constante,  on  aurait  pour  intégrale  Vp,  ce  qui 
diffère  beaucoup  du  résultat  précédent.  On  pciil  dire  seulement  que,  pour  la  valeur  des 
variables  qui  correspond  à  l'équilibre,  les  deux  fonctions,  quoique  très  difîcrenles,  ont  la 
môme  variation.  (/.  Bertrand.) 
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iivons  (lésitriK'c  |i;ii-  Il  il:iii<  rinliclc  21  :  ;iiiisi  l'on  niir;i,  on  çriMirral. 

ti  ^=.  i  —  it  —  n, 

(lii  /  l'I  ((  sniil  (!('>  ([naiitilo  l'oiislantcs. 

27.  Mainlcnanl  il  i'>(  rlair  ipie,  conirnc  If  imi'kIs  tend  à  iloscendri'  lo 
|)Uis  qu'il  est  |)ossil)li'.  rc(|nililiic  n'aura  lieu,  en  général,  que  lors(|no 
la  valeur  île  u  (|ui  exprime  la  descente  du  poids  depuis  la  poulie  fixe 
sera  un  niaximnin  et  (lue,  par  eonsé(|neiil,  celle  de  II  seia  un  minimum  ; 
el  l'on  voit  en  même  temps  (jin'.  dan>  ce  i';\-^,  l'eijuilihre  sera  stable, 
parée  qu'un  petit  cliaiii^enienl  (|iie|(iiiii|ne  dans  la  positiiMi  du  système 
ne  ponna  ipie  l'aire  remonter  le  jKiids,  leipiid  tendra  à  redeseemlie  el 
à  remettre  le  sysli'me  dans  l'état  d'é(|uililirf. 

Mais  nous  avons  vu  ([ue,  pour  ré(|uilihre,  il  sulllt  que  l'on  ail  dW  =  o 
et,  par  conséquent,  du  =  o.  l'c  (|ui  a  lien  aussi  lorsque  la  valeur  de  // 
est  un  minimum,  au(|uel  cas  le  poids,  au  lieu  d'être  le  plus  bas,  sera, 
au  contraire,  le  plus  liant.  Dans  ce  cas,  il  est  visible  (|u"nn  petit  clian- 
i^ement  dans  la  ]iosilion  du  sysli'me  ne  pourra  (|ue  l'aire  descendre  le 
poids,  <|ui  alors  ne  tendra  pins  ii  renutnler,  mais  a  descendre  da\au- 
tagc  et  à  éloigner  de  pins  en  plus  le  systi'uie  du  premier  état  d'écpii- 
libre  ;  d'oii  il  suit  (|ne  l'ct  e(|uilil)re  n'aura  |ioinl  de  stabilité  el  qn'elant 
une  fois  troublé,  il  ne  tendra  pas  à  se  rétablir. 
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SECTION  QUATRIÈME. 


MANIERE    PLUS    SIMPLE    ET    PLUS    GENERALE    DE    FAIRE    USAGE    DE    LA    FORMULE 
DE    l'ÉOUILIISRE    DONNÉE    DANS    LA    SECTION    DEUXIÈME. 


i.  Ceux  qui  jusqu'à  présent  ont  écrit  sur  lo  principe  des  vitesses  vii- 
tuelles  se  sont  plutôt  attachés  à  prouver  la  vérité  de  ce  principe  par 
la  conformité  de  ses  résultats  avec  ceux  des  principes  ordinaires  de  la 
Statique,  qu'à  montrer  l'usage  qu'on  en  peut  faire  pour  résoudie  direc- 
tement les  problèmes  de  cette  science.  Nous  nous  sommes  proposé  de 
remplir  ce  dernier  objet  avec  toute  la  généralité  dont  il  est  susci'ptible, 
et  de  déduire  du  principe  dont  il  s'agit  des  formules  analytiques  (|ui 
renferment  la  solution  de  tous  les  problèmes  sur  l'équilibre  des  corps; 
à  peu  près  de  la  même  manière  que  les  formules  des  sous-(angeiiles, 
des  rayons  osculateurs,  etc.,  renferment  la  détermination  de  ces  lignes 
dans  (outes  les  courbes. 

La  méthode  exposée  dans  la  deuxième  Section  peut  être  employée 
dans  tous  les  cas,  et  ne  demande,  comme  on  l'a  vu,  que  des  opéralions 
purement  analytiques;  mais,  comme  l'élimination  immédiate  des  va- 
riables ou  de  leurs  différences  par  le  moyen  des  équations  de  condition 
peut  conduire  à  des  calculs  trop  compliqués,  nous  allons  présenter  la 
même  méthode  sous  une  forme  plus  simple,  en  réduisant  en  quel(|ue 
manière  tous  les  cas  à  celui  d'un  système  entièrement  libre. 

§  I.   —   Méthode  des  multiplicateurs. 

2.  Soient 

L  =  o,        M  =  o,        N  =  o, 

les  différentes  équations  de  condition  données  par  la  nature  du  sys- 
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li'me.  k's  (|iiaiitil('s  L,  M,  N,  .  . .  ciaiit  des  fonctions  finies  des  variable> 
r,  )-,  z,  a',  r',  :■',  ...  ;  en  (lilléreiitiaiit  ces  équations,  on  aura  celles-ci  : 

dL  —  o,         dM  =:  o,         dS  =  o,         . .  . , 

lesquelles  domicronl  hi  i-chition  (|ni  ilnit  aviiir  lien  ciilrc  \c<.  diU'cicn- 
lielles  des  iiiènies  variables.  En  i^éiiéial,  rmus  représenterons  par 

dL  =  o,         dM  =:  o,         d\  =  o, 

les  équations  de  condition  entre  ces  diiïérentielles,  soit  que  ces  équa- 
tions soient  elles-mêmes  des  (liiïérençes  exactes  ou  non,  pourvu  que 
les  diiïérentielles  n'y  soient  (juc  linéaires. 

Maintenant,  comme  ces  éijuations  ne  doiveiil  servir  (iii'ii  rliiuincr  nu 
pareil  iioinhrc  de  diiïérentielles  dans  la  rorniule  généiale  de  ré(|ui- 
lilirc,  apiès  (juoi  les  coeflicicnts  des  dillérenliidles  restantes  doivent 
être  égalés  cliaiiin  ii  zéro,  il  n'est  pas  difficile  de  prouver,  pai'  la  tluorie 
de  l'élirniiKilioii  des  équalions  linéaires,  (|u'on  aura  les  mémos  résul- 
tatssi  l'on  ajiuitc  sinipleniciil  ii  la  Inirinilc  dont  il  s'a_L;it  les  dilTércntes 
é(|iialions  de  coiidilioii 

dL  =^  o,         cfM  =  o,         r/N  =  o,  .  .  . , 

multipliées  cliacnnc  par  un  rdcrUcicnl  indelerniine  ;  (lucnsiiile  on 
égale  à  zéro  la  somme  de  Ions  les  termes  <|ui  se  trouvent  multipliés 
par  une  même  différentielle,  ce  (|iii  donnera  autant  d'éciuations  parti- 
culières (pi'il  y  a  de  différentielles;  (|n"i'iilin  on  élimine  de  ces  der- 
nières équations  les  coefficients  indéterminés  par  les(|uels  on  a  iniilli- 
|dir  les  éipialions  de  ('(indilioM. 

;{.  De  là  résulte  donc  celle  règle  extrêmement  simple  pcuir  tnuivrr 
les  conditions  de  ré<|uililire  d'un  syslJ-me  (pielcon(|ne  propo.-e. 

On  prendi'a  la  somme  des  momcnis  de  toutes  les  puissances  (|ui 
Miiivenl  l'Ire  en  ((iiiiHlirc  Sert.  II.  ail.  T» ',  el  \\\\\  \  ajiuilera  les  diffé- 
rentes rmieliMiis  diriereiilielles  (|ni  (liii\i'nl  l'Ire  n  idle>  par  le-  (■(iiuli  lions 
lin   pnildi'nie,  apies  a\iiii'   niiilli[die  eliai  une  île  ces  rniieliiMi--  par  nn 


PREMIERE  PARTIE.-  SECTION    IV.  7!) 

coefficient  indéterminé;  on  égalera  le  tout  à  zéro,  et  l'on  aura  ainsi  une 
équation  différentielle  qu'on  traitera  comme  une  équation  ordinaire 
de  maximis  et  minirnis,  et  d'où  l'on  tirera  autant  d'équations  particu- 
lières finies  qu'il  y  aura  de  variables.  Ces  équations  étant  ensuite  dé- 
barrassées, par  l'élimination,  des  coefficients  indéterminés,  donneront 
toutes  les  conditions  nécessaires  pour  l'équilibre. 

L'équation  différentielle  dont  il  s'agit  sera  donc  de  cette  forme, 

P  dp  -1-  Q  f/7  -f-  R  ^/-  -H  . . .  -f-  ).  f/L  +  fji  rfM  +  V  (fN  + . . .  =  o, 

dans  laquelle  X,  y.,  v,  ...  sont  des  ([uantités  indéterminées;  nous  la 
nommerons  dans  la  suite  équation  générale  de  réquUibre. 

Cette  équation  donnera,  relativement  à  chaque  coordonnée,  telle 
que  X,  de  chacun  des  corps  du  système,  une  équation  de  la  forme  sui- 
vante 

r.  <)p       i^  àq       „  dr  ,  dV,  d\\  d'S 

P-f-H-Q-T^H-R-i h...-l->.  -; HM3 hvi r...  =  o; 

c/x-  uj;  uj:  ax  ox  ox 

en  sorte  que  le  nombre  de  ces  équations  sera  égal  à  celui  de  toutes  les 
coordonnées  des  corps.  Nous  les  appellerons  équations  particulières  de 
V  équilibre. 

4.  Toute  la  difficulté  consistera  donc  à  éliminer  de  ces  dernières 
équations  les  indéterminées  X,  a,  v,  ...  ;  or  c'est  ce  qu'on  pourra  ton- 
jours  exécuter  par  les  moyens  connus,  mais  il  conviendra,  dans  chaque 
cas,  de  choisir  ceux  qui  pourront  conduire  aux  résultats  les  plus  sim- 
ples. Les  équations  finales  renfermeront  toutes  les  conditions  néces- 
saires pour  l'équilibre  proposé;  et,  comme  le  nombre  de  ces  équations 
sera  égal  à  celui  de  toutes  les  coordonnées  des  corps  du  système  moins 
celui  des  indéterminées 'X,  a,  v,  . . .  qu'il  a  fallu  éliminer,  que  d'ailleurs 
ces  mêmes  indéterminées  sont  en  même  nombre  que  les  équations  de 
condition  finies  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,  . . . ,  il  s'ensuit  que  les  équa- 
tions dont  il  s'agit,  jointes  à  ces  dernières,  seront  toujours  en  même 
nombre  que  les  coordonnées  de  tous  les  corps;  par  conséquent,  elles 
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sulViroiil  |i(iiir  tli'tciniiiicr  ces  iMMinldiiiiéi's  et  l'aire  eoiiiKiilic  l;i  |i(isitiiiii 

que  rli:i(|ii('  (•(ii|)s  (Idil  pictulrt'  |miiii'  rti'c  cil  ('M)uililn-c. 


.V  Je  n'm;ii(|iii'  iii;iiiilfii;iiil  (pic  les  termes  'i.(l\.,  a '/.M,  ...  île  rc(|u,i- 
liuii  iiciu'ralc  ilc  rciiLiiliiuc  pciivciil  ctrc  missi  roirardcs  cdiiimc  ic|irc- 
sentant  les  momonis  de  (lilÏÏ'reiite.s  forces  a]i|ili(iiiccs  au  iiièmc  système. 

En  circt.  siipposaiil  (l\.  une  loiierKui  (lifferenlielic  des  varialiles  .i-', 
y' .  :■',  :r",  y",  . . .  qui  serveiil  de  coordoiiiiées  à  dii'f'éreiits  corps  du  sys- 
lèiiie.  eclte  ioiiclion  sera  composée  de  diCférentes  parties  ()ue  je  dé.si- 
•îiicrai  par  </!/,  il\.",  .  ■ .,  en  soile  (|iie 

(IL  —  dL'-^i/L'-i-...; 

il\J  ne  renreriiiaiil  (|uc  les  Icrnies  aliV'ctés  de  c/t',  'A',  dz'  \  t/l.   iic  ren- 
fermant que  ceux  cjui  c(uilieiiuciil  </.v",  r/v",  </:■",  et  ainsi  de  suite. 

De  celte  manière,  le  terme  7.  r/L  de  ré(|uation  générale  sera  composé 
des  termes  ).  r/L',  Idl.",  ....  Or,  si  Ton  ddiiiic  au  ternie  "/  r/l,  la  forme 
suivante 


,     //dL'\»      /dL'Y     fdL'Y 


c/U 


//dL'Y      /dL'Y     fdL'Y 


il  est  clair,  par  ce  (lu'nii  a  dit  dans  l'article  8,  Sect.  il.  (|iie  cette  (|uan- 
lité  peut  reprcseiiler  le  iiKuiicnt  d'une  force 

.     //dL'Y      fàL'Y     fàL'y- 

appfuiuée  au  c(U|is  duiil  les  coiuiloiiiiécs  sont .»',  v',  :;' et  dirigée  per- 
|icîi(lirul;ii!iMiicul  il  la  surface  qui  aura  pour  équation  r/L'=  o.  eu.  n's 
regaidaiit   iiiie  .v,  y',  ='  comme  variables.   De  iiièuie.   Ii'  terme  >.  r/l. 
poui'ra  représenter  le  iiiiiiucut  d'une  force 

.     //dL'Y     TàUY     làL'Y 
appli(|uée  au  corps  i|ui  a  pour  i  (loidoiiuées  .v",  v",  :■'  et  dirigée  peipeii- 
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diculairement  à  la  surface  courbe  dont  l'équation  sera  clL"=  o,  en  n'v 
regardant  que  x",  y",  z"  comme  variables,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général,  le  terme  \cïL  sera  équivalent  à  l'effet  de  diffé- 
rentes forces  exprimées  par 

et  appliquées  respectivement  aux  corps  qui  répondent  aux  coordonnées 
x\  y,  z',  x",  y",  z",  . . .  suivant  des  directions  perpendiculaires  aux 
différentes  surfaces  courbes  représentées  par  l'équation  r/L  =  o,  en  y 
faisant  varier  premièrement  x',  y' ,  z',  ensuite  x" ,  y",  z",  et  ainsi  du 
reste. 

6.  En  général,  on  pourra  regarder  le  terme  IdL  comme  le  moment 
d'une  force  {')1  tendante  à  faire  varier  la  valeur  de  la  fonction  L,  et, 
comme  clL  =  dL'  -+-  dL"  +  . . . ,  le  terme  >^  dh  exprimera  les  moments  de 
plusieurs  forces  égales  à  ).  et  tendantes  à  faire  varier  la  fonction  L,  en 
ayant  égard  séparément  à  la  variabilité  des  différentes  coordonnées 
x',  y',  z',  x",y",  z",  ....  Il  en  sera  de  même  des  termes  [xr/M,  vr/N,  . . . 
(Sect.  II,  art.  9). 

Comme,  dans  l'équation  générale  de  l'équilibre  (art.  3),  les  forces  P, 
Q,  R,  . . .  sont  supposées  dirigées  vers  des  centres  auxquels  aboutissent 
les  lignes  p,  q,  r,  ...  et,  par  conséquent,  tendantes  à  diminuer  ces 
lignes,  il  faudra  également  retrarder  les  forces  >>,  .a,  ...  comme  ten- 
dantes  à  diminuer  les  valeurs  des  fonctions  L,  M 

7.  Il  résulte  de  là  que  cbaque  équation  de  condition  est  équivalente 
à  une  ou  plusieurs  forces  appliquées  au  système,  suivant  des  directions 
données,  ou,  en  général,  tendantes  à  faire  varier  les  valeurs  de  fonc- 
tions données  (^);  en  sorte  que  l'état  d'équilibre  du  système  sera  le 

(  '  )  roir,  à  ce  sujet,  la  note  de  l'article  9,  Sect.  II.  (/.  Bertrand.) 

(  -  )  Celte  proposition  importante  a  la  même  généralité  que  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles, et  elle  est  souvent  d'une  application  plus  commode.  Lagrange  y  a  été  conduit  en 

XI.  II 
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mémo,  soit  (iu'dii  ciiiijloie  la  considciiilioii  de  ces  forces,  on  (in'on  ail 
égard  aiix  (''(|iiati(>iis  de  condilion. 

RéciproqufiiKMil,  ces  l'orcos  pt'iivciil  Iciiii'  lieu  des  équations  di'  con- 
dilion lésnltantes  de  la  nature  du  système  donné;  de  manière  <|u'en 
employant  ces  forces  on  pourra  regarder  les  corps  comme  entièrem«'nt 
libres  et  sans  aucune  liaisou.  l']t  de  là  ou  vnil  la  raison  métapliysique, 
|iiMir(iuni  l'iiiiiodiiiiidM  des  Iciuics  'a  r/l. -f- ;;. r/.^I -H  . . .  dans  réquatiiui 
générale  de  réiiiiililirc  l'ail  (in'dii  peut  ensuite  traiter  cette  c(|ua(i(iM 
comme  si  tous  les  coriJS  du  systi'ine  élaieiil  entièrement  libi'cs  :  c'est 
en  (|uoi  consiste  l'esprit  de  la  méthode  de  cette  Section. 

A  proprement  parler,  les  forces  en  question  tiennent  lieu  des  résis- 
tances que  les  corps  devraient  éprouver  en  vertu  de  leur  liaison  mu- 
tuelle, ou  de  la  part  des  obstacles  qui,  par  la  nature  du  système,  pour- 
raient s'opposer  ii  Icui'  mouvement;  ou  phitùt  ces  forces  ne  sont  ([ue 
les  forces  mêmes  de  ces  résistances,  lesquelles  doivent  être  égales  et 
directement  opposées  aux  pressions  exercées  par  les  corps.  Notre  mé- 
thode donne,  comme  l'on  voit,  le  moyen  de  déterminer  ces  forces  et 
ces  résistances;  ce  <|ui  n'est  pas  un  des  moindres  avantages  de  celle 
niélhode. 

.S.  Dans  les  cas  où  les  loices  P,  O,  |{,  ...  ne  soiil  pas  en  e(iuilibie  cl 
où  l'on  demande  de  les  réduire  à  des  forces  équivalentes  dont  le>  direc- 
tions soient  données,  il  suffira  d'ajouter  à  la  somme  des  nioiiienls  des 
forces  P,  O,  ]\,  ...  les  moments  résultant  des  équations  de  condiliou 
L  =  o,  M  =  o,  . . .,  et  l'on  aura  la  somme  des  moments  des  forces  équi- 
valentes aux  forces  P.  o.  \\.  ...  et  ii  l'aclioii  <\ui-  les  corps  exerceni  les 
uns  sur  les  aiilres  en  vertu  de  ces  mêmes  équations  de  condilion. 

Kn  enijdoyant  ainsi  toutes  les  équations  de  condition  dnttnees  pai'  I; 
nature  du  système  |)ro|u)sé,  ou  pourra  regaidei'  comme  niclepcndaul 
les  coordonnées  de  clia(]ue  corps  du  sysfi'ine  et  l'on  aura  pour  chacune 

suivmU  unalyliqiicinont  lo.«  roiiséqiicnccs  do  sa  funiuilc  (rO(|iiilil)rc;  mais  Al.  Poinsol  en  a 
ilimné  «lopiiis  iiiio  dif-monslralinn  dirccle  Pt  foiul(^o  sur  los  |)riiici|)OS  élémonlairos  do  la  SUi- 
liiUlC.  I  Voir  Jnunnit  dr  l'/imlc  /'oltlcc/iiii(]iii-,  Xlll'  Caliicr.  I.  VI.)  (/.  llcrirami.) 
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(le  ces  coordonnées,  telles  que  oc,  une  quantité  de  la  forme 

o.r  dx  ax 

dL  m       ^^dN 

dx       '    dx  dx        '  '   ' 

([ui  exprimera  la  force  résultante  suivant  la  direction  de  la  ligne  .v, 
laquelle  devra  être  nulle  dans  le  cas  d'équilibre,  comme  on  l'a  vu  dans 
l'article  3  ('  ). 

v5   II.  ~    Application  de  la  mê/ne  méthode  à  la  formule  de  l'cquilibn'  des 
corps  continus,  dont  tous  les  points  sont  tirés  par  des  forces  quelconques. 

S).  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  corps  comme  des  points,  et 
nous  avons  vu  comment  on  détermine  les  lois  de  l'équilibre  de  ces 
points,  en  quelque  nombre  qu'ils  soient  et  quelques  forces  qui  agissent 
sur  eux.  Or  un  corps  d'un  volume  et  d'une  figure  quelconques  n'étant 
que  l'assemblage  d'une  infinité  de  parties  ou  points  matériels,  il  s'en- 
suit qu'on  peut  déterminer  aussi  les  lois  de  l'équilibre  des  corps  de 
figure  quelconque  par  l'application  des  principes  précédents. 

En  effet,  la  manière  ordinaire  de  résoudre  les  questions  de  Méca- 
nique qui  concernent  les  corps  de  masse  finie  consiste  à  ne  considérer 
d'abord  qu'un  certain  nombre  de  points  placés  à  des  distances  finies 
les  uns  des  autres,  et  à  chercber  les  lois  de  leur  équilibre  ou  de  leur 
mouvement;  à  étendre  ensuite  cette  recberche  à  un  nombre  indéfini  de 
points;  enfin  à  supposer  que  le  nombre  des  points  devienne  infini  et 
qu'en  même  temps  leurs  distances  deviennent  infiniment  petites,  et  ii 
faire  aux  formules  trouvées  pour  un  nombre  fini  de  points  les  réduc- 
tions et  les  modifications  que  demande  le  passage  du  fini  à  l'infini. 

Ce  procédé  est,  comme  l'on  voit,  analogue  aux  méthodes  géomé- 

(  '  )  Cette  somme,  calculée  relativement  aux  points  auxquels  une  des  résultantes  doit  être 
appliquée,  fournira  les  composantes  do  cette  résultante.  Il  faudra,  pour  les  autres  [wints, 
l'égaler  à  zéro.  On  doit  remarquer  que  le  problème  pourra  être  impossible  ou  indéterminé. 

(./.  Bertrand.) 
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lii(|iios  et  analytiques  qui  ont  précédé  le  Calcul  infinitésimal;  et  si  ce 
Calcul  a  l'avantage  de  faciliter  et  de  sin)pliiier  d'une  nianièie  surpre- 
nante les  solutions  des  questions  qui  ont  rapport  aux  courbes,  il  ne  le 
doit  qu'à  ce  (|u'il  considère  ces  lignes  en  elles-mêmes,  et  connue 
courbes,  sans  avoir  besoin  de  les  regarder,  premièrement  comme  poly- 
gones, et  ensuite  connue  couriics.  Il  y  aura  donc,  à  peu  près,  le  lunur 
avantagea  traiter  les  problèmes  de  Mécanique  dont  il  est  (jueslion  par 
des  voies  directes,  et  en  considérant  ininiédiatenient  les  corps  de  masses 
finies  comme  des  assemblages  d'une  inlinilé  de  points  ou  corpuscules 
animés  cliacun  par  des  forces  données.  Or  rien  n'est  plus  facile  que  de 
modifier  et  simplifier  par  cette  considération  la  méthode  générale  que 
nous  venons  de  donner. 

10.  Mais  il  est  nécessaire  de  remarquer,  av:inl  loul.  (|uc,  dans  l'ap- 
plication de  cette  mélbode  aux  corps  d'uni"  masse  finie  <l(iMt  tous  1rs 
points  scuit  animés  par  des  forces  quelconques,  il  se  |nésenl('  naturel- 
lement deux  sortes  de  dllférentielles  qu'il  faut  bien  distinguer.  Les 
unes  se  rapportent  aux  dill'érents  points  (]ui  composent  le  corps;  les 
autres  sont  inelépendantes  de  la  position  nnUuelle  de  ces  points  et 
représentent  seulement  les  espaces  infiniment  petits  que  chaque  point 
peut  parcourir,  en  supposant  que  la  situation  du  corps  varie  infinimcnl 
peu.  Connue  jusqu'ici  nous  n'avons  eu  (|ue  (lesdiU'érences  de  cette  der- 
nière espèce  à  considérer,  nous  les  avons  désignées  par  la  caracté- 
ristique ordinaiic  (l\  mais,  piiis(|ue  nous  devons  nniintenaiil  avoir  égard 
aux  deux  espèces  de  diiïérences  à  la  fois,  et  qu'il  est.  par  ccmséquenl, 
nécessaire  d'introduire  une  nouvelle  caractérisli(|ue.  il  nous  parait  \\ 
propos  d'employer  l'ancienne  caractéristique  d  pnm'  désigner  les  dillc- 
rences  de  la  |)remière  espèce  (jui  sont  analogues  ii  celles  (|ue  l'on  con- 
sidi're  eonnniniément  en  Géométrie,  et  de  dénoter  les  dill'érenccs  de  la 
seconde  espèce  qui  sont  particulières  à  la  malii'ie  i|uc  nous  traitons 
pai'  la  caractéristi<|ue  t,  employée  ihins  le  Culctil  ihs  variations,  avec 
lequel  cclni  dont  il  s'iigii  ici  ;i  une  li;ii>oii  inlinu'  cl  nécessaire. 

Nous  noniuicrons  ininic  par  cette  raison,  niriiido/is  les  dill'ereiK'es 
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affectées  de  S  et  nous  conserverons  le  nom  de  différenlielles  à  celles  qui 
sont  affectées  de  d.  Du  reste,  les  mêmes  formules  qui  donnent  les  dif- 
férentielles ordinaires  donneront  aussi  les  variations,  en  substituant  S 
à  la  place  de  d. 

11.  Je  remarque  ensuite  qu'au  lieu  de  considérer  la  masse  donnée 
comme  un  assemblage  d'une  infinité  de  points  contigus,  il  faudra,  sui- 
vant l'esprit  du  Calcul  infinitésimal,  la  considérer  plutôt  comme  com- 
posée d'éléments  infiniment  petits  qui  soient  du  même  ordre  de  dimen- 
sion que  la  masse  entière;  qu'ainsi,  pour  avoir  les  forces  qui  animent 
chacun  de  ces  éléments,  il  faudra  multiplier  par  ces  mêmes  éléments  les 
forces  P,  Q,  R,  ...  qu'on  suppose  appliquées  à  chaque  point  de  ces  élé- 
ments et  qu'on  regardera  comme  des  forces  accélératrices  analogues  à 
celles  qui  proviennent  de  l'action  de  la  gravité. 

Si  donc  on  nomme  m  la  masse  totale  et  dm  un  de  ses  éléments  quel- 
conque, on  aura  Pr/in,  Qr/m,  Rf/m,  . . .  pour  les  forces  qui  tirent  l'élé- 
ment r/m suivant  les  directions  des  lignes/^,  q,r,  ..  . .  Donc,  multipliant 
respectivement  ces  forces  par  les  variations  S/>,  Sy,  V,  . . . ,  on  aura 
leurs  moments,  dont  la  somme,  pour  chaque  élément  r/m,  sera  repré- 
sentée par  la  formule 

(P  a/3 -1- Q  ô^y  +  R  oV  + . .  .)  </m; 

et,  pour  avoir  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  du  système, 
il  n'y  aura  qu'à  prendre  l'intégrale  de  cette  formule  par  rapport  à  toute 
la  masse  donnée. 

Nous  dénoterons  ces  intégrales  totales,  c'est-à-dire  relatives  à  l'é- 
tendue de  toute  la  masse,  par  la  caractéristique  majuscule  x,  en  con- 
servant la  caractéristique  ordinaire  /pour  désigner  les  intégrales  par- 
tielles ou  indéfinies. 

12.  On  aura  ainsi,  pour  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces 
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dii  systoiiR',  la  fuiiiuilc  int(\mali' 

^  (  P  o/j  +  Q  07  4-  U  0/-  -*- . . .  )  </ui  ; 

et  (Tllc  {|uantité  devra  être  mille,  en  général,  dans  l'état  (Téquililiri'  du 
système. 

Comme,  par  la  nature  du  système,  il  y  a  nécessairement  des  rapports 
donnés  entre  les  dillérontes  variations  S/j,  (5^,  h;  . . .  relatives  à  cha(|ne 
point  de  la  masse,  il  faudra  les  réduire  à  un  certain  noinjjro  de  varia- 
tions indépendantes  et  indéterminées,  et  les  termes  nuiltipliés  par  ces 
dernières  variations,  étant  égalés  à  zéro,  donneront  les  équations  par- 
liiiilii  les  (le  ré(|uilil)rc.  Mais,  ces  réductions  pouvant  être  embarras- 
santes, il  conviendra  de  les  éviter  par  le  moyen  de  la  méthode  des 
multiplicateurs  que  nous  venons  de  donner  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent. 

l;{.  Pour  appliiiuer  cette  méthode  au  cas  dont  il  s'ni,nl  ici.  iii)u>  sup- 
poserons que 

L^=o,        M  =  0, 

soient  les  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  par  la  nature 
du  [iroblème,  par  rapport  ii  chacjue  point  de  la  masse,  et  nous  les 
nommerons  équations  de  condition  indéterminées. 

Les  quantités  L,  M,  . . .  seront  ici  des  fonctions  des  coordonnées  Unies 
.r,  V,  ::  qui  répondent  ;i  chaque  point  de  la  masse  donnée,  et  de  leur> 
différentielles  d'un  ordre  quelcon(|ue. 

Ces  équations  étant  différentiées  suivant  'î,  on  aura  celles-ci  : 

ôL  =  o,        ôM  =  0,         .... 

On  mukipliera  les  (|uauliles  <M.,  '^M.  ...  pac  des  ([uantilcs  indétermi- 
nées)., j;.,  ...;  on  en  prendra  l'intégrale  totale  (jni  sera,  par  consé- 
qnrnl ,  repicM'nlee  par  la  (oiniiile 


Q(>.3L  +  fAÔM -+-...), 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  SECTION   IV.  87 

et,  ajoutant  cette  intégrale  à  celle  de  l'article  précédent,  on  aura  l'é- 
quation générale  de  l'équilibre. 

On  observera  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  (5L,  SM,  . . .  soient  les 
variations  exactes  de  fonctions  de  ce,  y,  z,  dx,dy,  . . .,  mais  qu'il  suffit 
que  (5L  =  o,  8M  =  o,  ...  soient  les  équations  de  condition  indétermi- 
nées entre  les  variations  de  x,y,  z,  dx,  dy,  . . .  (art.  2). 

IMais  il  faut  remarquer  qu'outre  les  forces  qui  agissent,  en  général, 
sur  tous  les  points  de  la  niasse,  il  peut  y  en  avoir  qui  n'agissent  que 
sur  des  points  déterminés  de  cette  masse,  lesquels  points  sont  ordinai- 
rement ceux  qui  répondent  aux  extrémités  de  la  masse  donnée,  c'est- 
à-dire  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intégrale  désignée  par  v. 

De  même,  il  pourra  y  avoir  des  équations  de  condition  particulières 
à  ces  points,  et  que  nous  nommerons  équations  de  condition  détenni- 
nées,  pour  les  distinguer  de  celles  qui  ont  lieu,  en  général,  dans  toute 
l'étendue  de  la  masse;  nous  les  représenterons  par 

A  =:  O,  R  =:  O,  (]  =:  O, 

OU  plutôt  par 

oA  =  o,         âB  =  o,         ÔC  =  o,         ...(M- 

Nous  marquerons  d'un  trait,  de  deux,  de  trois,  etc.,  toutes  les  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  des  points  déterminés  de  la  masse,  et  en  par- 
ticulier nous  marquerons  d'un  seul  trait  celles  qui  se  rapportent  au 

commencement  de  l'intégrale  désignée  par  V,  de  deux  traits  celles 

qui  se  rapportent  à  la  fin  de  cette  intégrale,  de  trois  ou  davantage  celles 
qui  se  rapportent;!  des  points  intermédiaires  quelconques. 


(')  L'analyse  de  Lagrange  est  évidemment  incomplète;  il  semble  que  l'illustre  Auteur 
ait  eu  en  vue  seulement  les  corps  dont  les  éléments  peuvent  être  disposés  suivant  une  suite 
linéaire.  Dans  le  cas  d'un  système  à  trois  dimensions,  par  exemple,  il  peut  y  avoir  des  con- 
ditions relatives  à  chaque  élément  de  la  surface  qui  limite  le  système,  ou  même  de  toute 
autre  surface  située  dans  l'intérieur;  il  peut  y  en  avoir  d'autres  se  rapportant  à  tous  les 
points  de  certaines  lignes  et  non  pas  seulement  à  certains  points  isolés  pris  sur  la  surface 
ou  dans  l'intérieur  du  corps.  iC.  D.) 
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Ainsi  il  faudra  ajouter  ;i  riiitriiralc 

^(Pop-hQSq  +  T{ôr-h...)dm 
la  quontité 

P'  ôp'+Q'  S'/[  +  R'  ôr'  H-  .  .  .  -H  P"  ôy,"  +  Q'  dq'  -+-  W  $,■'  4-  .  .  . , 

et  à  l'inlégrale 

la  quantité 

«  ÔA  -H  p  ÔB  +  y  5C  + . . . , 

de  sorte  que  l'équation  générale  de  l'équilibre  sera  de  cette  forme  : 

|^(P  ô/)  +  Q  6V  -T-  R  oV  4-. . .)  dm  --  Q  (>.âL  4-  jxaM  -+-. . .) 

+  P'ô/>'-h  Q'ô<7'-i-  R'  èr'  +  . .  .^P"  ô//  +  Q' ôq' -hW èr' -h . . . 

-t-«ôA  ■i-[3ÔB  +  yôC+...=:o. 

11.  Comme  les  fonctions  L,  M,  ...  peuvent  contenir  non  seulement 
les  varial)les  finies  x,  y,  z,  mais  encore  leurs  (lifférentielles.  les  varia- 
tions (5L,  VS\,  ...  donneront  dos  termes  niultiplie-s  pai'  <\r,  ty,  ^z,  Wx, 
^dy,  ...,  et  l'équation  précédente,  lorsqu'on  v  aura  substitué  les  valeurs 

de  ?y>,  ^«7,  Ir,  .  ..,  î5L,  ^M,  ...  en  ï5.r,  \y,  hz,  Idr,  ^dy,  ^dz ainsi 

que  celles  de  S//,  ^p",  ...,  Sy',  '^q" iîA,  M\,  ...  en  ^.v',  S.r' 

^y',  }iy",  ...,  ^d.r',  ...,  déduilos  des  circonslancc>  pailiciilitMcs  de 
chaque  problème,  aura  toujours  une  forme  analogue  à  celles  (jue  le 
Calculdes  varialions  fournit  par  la  détermination  des  maxima  et  minima 
des  formules  intégrales  indéfinies;  ainsi  il  n'v  auia  ([n";i  v  a|i|di(|uer 
les  rèi,des  connues  de  ce  calcul. 

On  considérera  donc  (jue,  coniuieles  caia('lerisli(|ues  d v\  i^niar(|nenl 
deux  espèces  de  différences  cnlii'renienl  indépendanto  enlrc  elles. 
<|naii(l  CCS  caractéristiques  se  lionvenl  euM'inlde,  il  doit  être  indiffèrent 
dans  (piel  (irdre  idles  soient  placées,  parce  (|u'en  supposant  ipTune 
i|naiitilé  varie  de  tieiix   rnanii'rcs  diU'érentes,   on  a  toujours   le  ménie 
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résultat,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  se  font  ces  variations.  Ainsi 
^dr  sera  la  même  chose  que  rl^x,  et  pareillement  ^d'-x  sera  la  même 
chose  que  rt'-f^a-,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  donc  toujours  changer  à 
volonté  l'ordre  des  caractéristiques  sans  altérer  la  valeur  des  diffé- 
rences, et  pour  noti'e  objet  il  sera  à  propos  de  transporter  la  caracté- 
ristique d  avant  la  S,  afin  (|ue  l'équation  proposée  ne  contienne  que 
les  variations  des  coordonnées  et  les  différentielles  de  ces  mêmes  varia- 
tions. 

Il  en  est  de  même  des  signes  d'intégration   /  ou  x,  par  rapport  à  la 

caractéristique  des  variations  S.  Ainsi  l'on  pourra  toujours  changer  les 

symboles  c^î  /  ou  ^^  en     <)  ou  X^. 

C'est  en  quoi  consiste  le  pren)ier  principe  fondamental  du  Calciddcs 
varialioris. 

15.  Or  les  diflerentielles  d^x,  d5y,  t/^z,  d-^.r,  .  . .  ,  qui  se  trouvent 
sous  le  signe  x,  peuvent  èlre  éliminées  par  l'opération  connue  des 
intégrations  par  parties;  car,  en  général, 

/  i>  doj-  =  a  ô.r  —  fd.v  dil,  I  iî  d-  ou-  --  il  dox  —  dil  oju  -1-  fox  d-9., 

et  ainsi  des  autres,  où  il  faut  observer  que  les  quantités  hors  du  signe  / 

se  rapportent  naturellement  aux  derniers  points  des  intégrales,  mais 
que,  pour  rendre  ces  intégrales  complètes,  il  faut  nécessairement  en 
retrancher  les  valeurs  dés  mêmes  quantités  hors  du  signe,  lesquelles 
répondent  aux  premiers  points  des  intégrales,  afin  que  tout  s'éva- 
nouisse dans  ces  points;  ce  qui  est  évideu!  par  la  théorie  des  intégra- 
tions. 

Ainsi,  en  marquant  par  un  trait  les  quantités  qui  se  rapportent  au 

commencement  des  intégrales  totales  désignées  par  x,  et  par  deux 

traits  celles  qui  se  rapportent  à  la  lin  de  ces  intégrales,  on  aura  les 

XI.  12 
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l'i'diiclions  siiiv.iiilos 

C  il  c/ox    =  <î' oo.'  —  ii' e.r'—^  o\r  (iiî, 

JC  «>  </- o.r  =  i> ' c/oj." -  lia  6.1-"  —  il' doj;'  -+-  dii' ox'  -+-  C  ox d'-L», 

lt'S(|ii('lli's  serviront  i»  l'aire  (lis|iaraitre  toutes  les  difTérentielles  des  va- 
riations (|iii  |i()mi-oiil  SI'  Iroiivir  sous  le  signe  v.  (]es  réductions  coii- 
^lilucnl  le  seeoMiJ  |uiiici|)c  l'ondamental  du  Calcul  des  variations. 

16.  De  cette  iiiaiiii'i-e  donc,  ré(|ualion  i^éiiérale  de  ré(|uilij»re  .se 
ii'dnii';i  il  la  l'oriiic  suivante 

V  (Zo.r  4-2Lo)-  -+-  ^.'oz■)  -h  A  =:o, 

dans  la(|ii('llc  Z,  i.  M'  seront  des  londioiis  de  r.  v,  ;  et  dr  lcur>  dille- 
rentielles,  el  \  ronlicndra  les  Ici'Mies  all'erlrs  des  variations  'W',  %y' , 
^z';  tx" ,  \y",  ...  et  ^\i'  leurs  diirércuticlli's. 

Dour,  |i(»ui'  (|U('  ct'lle  riiualioii  ail  lieu  indt'|i('uilauiuicnl  des  varia- 
li(Hi>  des  diU'ei'eules  coordonnées,  il  faudra  (|ue  Tiui  ait  :  i"Z.  1.  M" 
nuls  dans  luute  l'éleudue  de  l'iuli'i^rale  ^,  c'est-à-dire  dans  cliac|ue 
point  de  la  niasse;  2"cluu|ue  ternie  de  V  aussi  éiial  à  zéro. 

Les  équations  iudélinies 

Z  :=^  (),  i  ::=(),  •l''  =  o 

donneront,  en  gênerai ,  la  relalioii  (|ni  duil  se  Irouver  eulre  les  \arialiles 
■v,y,  z\  mais  il  laiidra  pour  cela  en  éliminer  les  varialilo  ludétei'ini- 

nées  A,  7. Ies(|uelles  (^art.   13)  sont  en  même  muniu'c  (|ue  les  é(|ua- 

tions  de  condition  iudelerminées 

L  =  11,         M  =(),         .... 

(  >r  je  i(iii,in|ue  (|ne  ces  é(|  nation  s  ne  sauraient  être  au  ilela  de  Inus  : 
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car,  puisque  ce  sont  des  équations  indéfinies  entre  les  trois  variables 
.r,  y,  s  et  leurs  différentielles,  il  est  clair  que,  s'il  y  en  avait  plus  de 
trois,  on  aurait  plus  d'équations  que  de  variables,  en  sorte  qu'il  faudrait 
(jue  la  quatrième  fût  une  suite  nécessaire  des  trois  premières,  et  ainsi 
des  autres.  Donc  il  n'y  aura  jamais  plus  de  trois  indéterminées).,  [j.,  v 
à  éliminer^,  en  sorte  qu'on  pourra  toujours  trouver  les  valeurs  de  ces 
indéterminées  en  fonction  de  .r,  y,  z.  Mais  les  équations  qui  disparaî- 
tront par  ces  éliminations  seront  remplacées  par  les  équations  mêmes 
de  condition,  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  connaître  les  valeurs  de 
iT,  V,  :■  qui  doivent  avoir  lieu  dans  l'état  d'équilibre  de  tout  le  système. 
Au  reste,  les  équations  de  condition  L  =  o,  M  =  o,  ...  pourraient 
contenir  encore  d'autres  variables  u,  r,  ...  avec  leurs  différentielles, 
qui  devraient  être  éliminées  par  le  moyen  d'autres  équations  telles  (|ue 

U  =  o,        V  =  o,         ...; 

dans  ce  cas,  on  pourrait  traiter  ces  nouvelles  équations  de  condition 
comme  celles  qui  sont  données  par  la  na(ure  du  problème,  et,  prenant 
des  coefficients  indéterminés  c,  'j,  ....  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  aux 

termes 

lôL  +•  |A  ôM  H-  . . . , 

(jui  sont  sous  le  signe  d'intét^ralion  dans  l'équation  générale  de  l'ar- 
ticle 13,  les  termes 

ffoU  +  -joV-f-...; 

et,  après  avoir  fait  disparaître  toutes  les  différentielles  des  variations 
().r,  h',  1):,  ^(/,  h\  ...,  l'équation  finale  de  l'article  13  contiendra  sous 

le  signe  des  termes  affectés  des  variations  hi,  Se qui  devront,  par 

conséquent,  être  égalés  séparément  à  zéro.  On  aura  ainsi  autant  de 
nouvelles  équations  que  d'indéterminées  n,  j,  ...,  par  lesquelles  il 
faudra  les  éfiminer;  ensuite  on  éliminera  les  nouvelles  variables  «, 

(',  ...  par  les  équations  données  U  =  o,  V  =  o,  Cette  métbode 

sera  surtout  utile  lorsque,  dans  les  fonctions  L,  "SI il  se  trouvera 

des  quantités  intégrales;  car,  en  substituant  à  l(Hir  place  de  nouvelles 
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iiKlcIciiiiiiU'es,  on  pourra  fairo  disparailro  lous  lossi^'iics  (rinli'irratioii. 
Il'  (|iii  rendra  le  calcnl  plus  lacilc. 

17.  A  l'égard  des  aiilrcs  ('■(|iialions  résullaiitcs  des  dilTérents  termes 
de  la  (|iiantité  \  (|ui  l'sl  liors'du  signe,  ee  no  seront  (|ue  des  équations 
particulières,  ([ui  lU"  deviont  avoir  lieu  (|iie  |»ai'  lappoil  ii  des  points 
déterminés  de  la  masse,  et  qui  serviionl  principalement  ii  dciii  niiin  i- 
les  constantes  arbitraires  ([ue  les  expressions  de  r,  v,  z,  déduites  des 
é([uations  précédentes,   pourront  contenir.    Pour  faire  usage  de  ces 

équations,  on  y  substituera  donc  les  valeurs  déjii  trouvées  de  '/..  y. 

ensuite  on  en  éliminera  les  indéterminées  y.,  |s,  ...  et  l'on  y  joindra 

les  équations  de  condition  A  =  o,  B  =  o qui  serviront  à  remplacer 

celles  que  relimination  dont  il  s'agit  fera  disparaître. 

IS.  Quoique  les  termes  P<5/;,  Q/hf/ lus  aux  forces  accéléra- 
trices P,  0 ne  demandent  aucune  réduction  tant  (|Me  ces  forces 

agissent  suivant  les  lii;nes/»,  y parce  ()ue  les  (|iianlités/;,  </,  ... 

ne  sont  fonctions  que  des  variables  finies  x-,  y,  z,  il  n'en  sera  pas  de 
même  lors(|u'on  (Muploicra  des  forces  dont  l'action  consistera  à  faire 
varier  une  l'onction  donnée  (Seel.  Il,  art.  ')';  il  faudra  alors,  si  cette 
fonction  contient  des  diiïérenlielles,  emplovcr  jiour  ces  termes  les 
mêmes  réductions  (pic  pour  les  termes'). ()L et  l'on  parviendra  tou- 
jours à  une  équation  linalc  de  la  même  forme.  Va'  cas  a  lieu  lors(|uc  l'on 
considère  des  corps  élastiques,  soit  solides  ou  fluides. 

>;    III.  .\/i(i/iii;ic  (les  iirohlrincs  de  ce   <icnrc  cncr  rcuv   de   niaxinii^ 

'  et    niiniinis. 

I'.».   Non  seulement  le  (lalciil  dc>  variations  >'appii([ le  l;i  inrinr 

inanii're  aux  pi(d)linics  sur  i'c(|uililiic  dis  ciii|is  cdiitinus  et  aux  ni'o- 
hW'me?,  (le  mailniis  ri  /////^////w  r(da tifs  aux  riuninles  intégrales,  mais  il 
lait  naître  cuire  ces  deux  sortes  de  (iiH'stioiis  niie  analoi^'ie  remar(|uable 
que  nous  allons  (\i'\ cJnpiiiT. 
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Nous  commencerons  par  donner  une  formule  générale  pour  la  varia- 
tion d'une  fonction  difTérentielIc  quelconque  à  plusieurs  varialiles. 

On  sait  que,  dans  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et  de  leurs  dif- 
férentielles des  ordres  supérieurs  au  premier,  on  peut  toujours  prendre 
une  des  différentielles  premières  pour  constante,  ce  qui  simplifie  la 
fonction  sans  rien  ôter  à  sa  généralité;  mais  alors,  dans  les  dilféreiilia- 
tions  par  (^,  il  faut  aussi  regarder  comme  constante  la  variable  dont  la 
différentielle  a  été  supposée  constante;  et,  si  l'on  veut  attribuer  des 
variations  à  toutes  les  variables,  il  fandra  rétablir  la  variabilité  de  la 
différentielle  supposée  constanle. 

20.  Soit  U  une  fonction  de  .r,  v,  -j-,  j^,  ■  •• ,  où  c/x  est  supposé  con- 
stant; si  l'on  fait,  comme  dans  la  Tbéorie  des  fonctions, 

'(L  —   '        ^'  __   »        (jy  _   ,„ 

dx  ""•^'  dx   "■^  '  d.r   "-^    ' 

la  quantité  u  deviendra  fonction  de  j:-,  V,  y', y,  ...,  et  la  variation  SI' 
sera,  en  employant  la  notation  des  différentielles  partielles,  do  la  forme 

oU  =  -—  ox-  -H  3-  ÙY  -I-  3-,  0  )■'  -h  ^r-j  <îv"  -t- 

dx  dy  "        ay    ■         dy    - 

-Maintenant,  en  faisant  tout  varier,  on  anra 

.   ,       ^'Iy        odY        dY  èdx        doY  ,  dox        dior —  Y'dx) 

oy  =0   j-—   -^ ^ =  —r )'  ——  =   ^^ -± '-  -(-  y'  o.r, 

(IX         <lx         dx    dx  dx  dx  dx 

.„       f/(or'- v"â.c)  ,„,  d^^h'—Y'ix') 

or  — -, -+-  V   <ix  —-  ■■ — -^^ -h  y" ùx, 

dx  "  dx-  ■^ 

V  ///       d^(oY  —  y' ox\ 

0  )    = —^ V  Y   o.i-, 


Substituant  ces  valeurs  et  faisant,  pour  abrégiM', 

ny  —  )'oj-  :=  0« 

l't,  par  conséquent, 

0)-  =  0;/  +  c'o.f, 


Mil  :iiii:i 
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.l>  =  (! 


\djr       dy'        dy  '         dy  •  J 

dV  ,         dl  d$u        Jl!  ff'ou 


dv  à  y     (ir         <)y     au:- 


.Mais,  en  iliiïoriMili;nil  |i;iiw/ la  ininlioii  l'  cl  sii|j>litLiaiit  v  (/r  |m)IIIw/v 
y'  (/i  poui'  (/v\  on  a 


d'où  Ion  (ir( 


Donc  ni  tin 


<).r       dv         dy'-         à  y' 


di     dii  ,    <ni  „ 

àx  '^  dy-'  '^  ày'-'^  ' 


,„     <i\:  \      d\: .      dv  flou     di  ,r-oii 

dx  dy  dy     dx        dy     dx- 

Si  la  quantité  L'  conlrnait  une  antre  variahle  ;  avec  ses  (lillérentielles 

dz     d-z  ,.  •        ,  dz  ,    dz'  „  .-,11 

-r-'  -j-s'  •  •    '  *-'"  taisant  -^  =  :; ,  -^  =  c',  ...   cl  opérant  de   la   nieiiic 

dx    dx-  dx  dx  ' 

manière,  on  tronveiail  les  termes  snivanis 


à\}  ,        dM  dUv       d\}  d'-^v 
(Jr  (J;     d.r         dz     dx- 


oe  =  05  —  z  OrX 


dans  les(|ih'ls 

à  ajouter  à  la  valeur  précédente  de  J^U,  et  ainsi  de  suite 


'1\ .   DiiiK'.  si  l'on  a  la  loue  lion  inle|^iale  /  V  (lv\\  rendre  un  ma  \i  m  uni 
on  nii  miiiiiiuiin  par  les  principes  dn  (ialiiil  des  vaiiations,  un  fera 

0  f  Idx—  I  6(1  dx)-  I  (dl  dx  -h  L  odx)  —  ... 

Snli-liliiaiil    la  valeur  de  J)!',  eliaufjfeaiit   ?>'/(   en  di^r  et   l'aisanl  dispa- 
r.iitie,  pal'  des  inlc.i^ral  ioijs  par  parties,   les  d  iHcii'iice>  de  cS.r.  }\ii,  i\\\  il 
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lie  reslera  sous  le  signe  que  dos  termes  de  la  forme 

(Z  ÔcT  H-  1"  ou  -+- 1"  ov)  dx, 
dans  lesquels 


Z  =  dV  - 

-  dV  =  o. 

y                 dV 

ày- 

d  OU  d"- 
dx  dy'       dx'- 

ôy" 

-  =  § 

d  d\]  d'- 
dx  dz'  "^  dx'- 

dV 
dz" 

Ces  termes  doivent  être  nuls,  quelles  (|ue  soient  les  variations  kr, 
^y,  fiz;  or,  en  remettant  pour  î5//et  (odeurs  valeurs  ty  —  y'kr,  tz-  —  z'\v. 
les  termes  donl  il  s'agit  deviennent,  à  cause  de  H  ^  o, 

[ï  oy  +  Wèz  —  {Yy'+Wz')  ô.c]  dx, 

i.\\)i\  l'on  ne  lire  que  les  deux  équations 

1'  =  o,        >!•  =  o, 

la  tioisième,  dépendante  de  c5j~,  étant  contenue  dans  ces  deux-ci. 

On  voit  par  lii  ([u'on  peut  se  dispenser  d'attrihuer  aussi  une  varia- 
tion à  la  vaiiable  r,  dont  l'élément  est  supposé  constant  dans  la  fonc- 
tion U,  puisque  les  équations  nécessaires  à  la  solution  du  problème 
résultent  uniquement  des  variations  des  autres  variables.  C'est  une 
remarque  qui  a  été  faite  dès  la  naissance  du  Calcul  des  variations  et 
qui  est  une  suite  nécessaire  de  ce  Calcul. 

Cependant  il  peut  être  utile  de  considérer  toutes  les  vai'iations  à  la 
fois,  par  rapport  aux  limites  de  l'intégrale,  par<'c  qu'il  peut  résulter  de 
cliacune  d'elles  des  conditions  particulières  dans  les  points  qui  ré- 
pondent à  ces  limites,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  la  dernière 
Le(;on  sur  le  Calcul  des  fonctions. 

22.  La  fonction  intégrale  dont  on  demande  le  maximum  ou  le  mini- 
mum peut  contenir  aussi  d'autres  intégrales;  mais,  quelle  qu'elle  soit, 
on  peut  toujours  la  réduire  à  ne  contenir  que  des  variables  tinies  avec 
leurs  différentielles  et  à  dépendre  d'une  ou  de  plusieurs  équations  de 
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iitiuliliiin  «•iilic  CCS  iiicmcs  v;uial)lcs,  aux(|ucllcs  on  pourra  toujours 
salisl'airc  par  la  niclliodc  des  iiuilliplicalcurs. 

Supposons,  par  exemple,  tpie  L  soit  une  l'oiiclion  ilc  .r,  v,  :■  et  de 
leurs  diUércnliciles,  cl  (|u'cn  n)ème  louips  la  variable  z  dépende  de 
l'équation  de  condition  L  =  o.  Otie  é(|ualion  étant  diUcrcnliée  par  iî 
donnera  <5L  =  ();  il  n'v  aura  doin'  (iii'a  iiiiilliplicr  celle-ci  par  un  cocl'ti- 
lienl  indéterminé  /,  ou  par  ),?/.»,  piuir  l'homogénéité,   Idixjue  L  esl 

nue  Iniiiiidii  iinie,  ajoulei'  ré(|uali()n  intégrale  /)v(ÎLc/.r=  o  à  l'éijua- 
lidii  du  maximum  ou  minimiiiii  (^  /  H  c/.r  ^  o,  et  considérer  ensuite  les 

variations  hx,  ^y,  hz  comme  indépendantes,  (^r  on  a,  en  regardant  L 
comme  fuiiclion  de  ,r,  y,Y,,y  ,  ■■■<  '■<  ^  .  ^  •  •••' 

()l.  ^         ()L  ,         ()L  ^         i)L  ,  ,       dL  ^  , 
rfj-  dv  "        oz  Or    '         az 

Donc,  si  l'on  fail  les  mêmes  substitutions  (|ue  ci-dessus  pour  ^y\  ^z  , 
\v'\  . . .,  on  aura  aussi 

dL  ,         ÙL .         ÔL ,        dL  (loti       d\.  rfâr 

oL  =:  -7—  OX  -h  -r—  0«  -H  -r—  01'  +  -r—,    —. h  -7-7   —. !-.... 

rfx  oy  ()z  (Ir     (i.r         i)z     (l.r 

et  les  termes  sous  le  signe  pruvcnanl  de  rci|ualii)n 

/  ( oL  cU-  -)-  À  oL  d.r  )  =:  o 
(  Z  o.r  4-  V  o(/  -J-  1"  oc  )  d.r, 


seront  de  la  forme 


dans  les(juels  on  aura 

Z  =  /.f/L. 

,.      [db       .  OL        d  I  àl       -  (JLN        d'-   /  ,)V       -  <>l-  \ 


uz         a 


I,        d  ,,)\        .  <;L\       jP^  (ÔV.        ^  dL\  _ 
7  ■"  }Lv  \d^'  "^  '■  dz')  ^  dx'-  \dz'  "^  '' dz')       • 


,h 


d.r. 


(  )r,   1.       o  rlaiil    rr(]iialiiiii  de  roiidilidii.  on   aura  aussi  f/l,        o.  ce 
i|iii  donnera  Z     -  o.  Ainsi,  en  égalant  ii  zéro  les  coel'licients  des  ll•lpi^ 
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variations  ^.r,  h',  ^:,  on  n'aura  qne  les  deux  équations 

ï  =  o,        1"  =  o, 

dont  l'une  servira  à  éliminer  l'indéterminée  1,  de  sorte  qu'il  ne  restera, 
[tour  la  solution  du  problème,  qu'une  seule  équation  en  .x",  v,  z,  (|u"il 
faudra  eomhiner  avec  l'équation  donnée  L  =  o. 


23.  Comme,  en  supposant  djc  constant,  on  a 

, dr  „ d- r  , dz  „       d'-z 

djc  •'         dj-^  djc  d.v- 

on  voit  qu'il  suffit  de  faire  varier  dans  les  fonctions  U,  L,  . . .  les  va- 
riables j,  z,  ...,  avec  leurs  dilTérentielles;  on  aura  ainsi,  en  employant 
avec  la  caractéristique  S  la  notation  des  différences  partielles, 

«iT     '5tr  ^       '■^u   ..s       ôu    „ ^ 

oy    "^        ody      ■^        0  d'y 

OU  .  âU    _,,  OU     ,, . 

+  -^r-  0;  4-   ^-,-  do:  -+-  T—rr  d'-oz  -h.  .  ., 
ôz  0  dz  ô  ciz 


et.  si  l'on  veut  avoir  égard  en  même  temps  à  la  variation  de  x,  il  n'y 

d.r 


aura  qu'à  ajouter  à  l'expression  de  SU  le  terme  -j-.  ^^  ^^  clianger  (\v  en 


(^V j-  (Yr,  (^^  en  hz -r-  hx, 

d.r  dx 


De  cette  manière,  on  aura  d'abord,  après  les  réductions, 

0  ^U  d.r  ^  ((ïoy-^Wùz  +  ...)  dx 

-f-  V  ô  >•  +  V"  do  )•+...+  >r'  OZ  -;-  W"  doz-h..., 


en  faisant 

V        au            ,  ÔV          ,,    OU 

_   OU               ÔV 
0  r/j-             od\y 

XI. 
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0-  oaz  0  (I-  : 


i,„         oU 


orf*: 


ri.  |Miiir  avoir  riiard  cnsiiiti'  ii  la  vaiiatioii  de  v,  im  ajoulci'a,  dans  lnu- 

les  Iciiiics, j-hx  a  ^v  t'I 7- oj:  a  <):■. 

(JJB  ■  f/a- 

2'\.  Telle  est  la  méthode  générale  pour  1rs  [unlilrinos  de  nuiviniis  cl 
minirnis.  relatifs  aux  forniiilrs  inléi^ialcs  iiidrlinirs  aux(|uelirs  le  (lalciil 
des  variations  a  été  d'aliord  destiné;  et  l'on  voit  ([n'en  faisant  nniiir 
varier  toutes  les  variables,  elle  ne  donne  cependant  qu'autant  tré(|ua- 
(ions  moins  une  qu'il  v  a  de  variables,  ce  qui  est  d'ailleurs  confornir  :i 
la  natui'e  de  la  chose,  puisque  ce  n'est  pas  la  valeur  indivicUudlc  de 
iliacune  des  variables  qu'on  elierche,  comme  dans  les  questions  ordi- 
naires de  maxiniis  et  minirnis,  mais  des  relations  indélinies  entre  ces 
variables,  par  les(]nrllrs  elles  dcNienncnl  l'onrlions  les  unes  des  anlrr^ 
rt  peuvent  èti'e  représentées  par  des  courbes  ;i  simple  ou  \\  douldr 
courbure. 

2.).  Appli(jUons  maintenant  la  même  mélliode  aux  piiddi'uies  de  la 
.Mécanique  el  supposons,  pour  plus  de  simplicité.  (|ue  la  l'ornuilr 

1  '  <//j -t- Q  (/'/-+- U'//- 4-... 

soit  intéfçrable  et  (|iie  sou  iuléi;rale  soit  H,  comme  dans  l'arlicle  1\  de 
la  Section  III  ;  on  aura  aussi 

Vop  -)-  Q  07  4-  Il  ô/-  + . .  .=  011, 

et  l'ei|ualion  |:énerale  de  l'eiiuilibi'c  ,art.    \'-\    deviendra 

V  I  oH  dm  -t-  /.  ôL  -t-  (A  ô\I  -t- . . .  )  =  o, 
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en  faisant  ici  abstraction  des  équations  de  condition  relatives  ii  des 
points  déterminés. 

Comme  la  masse  de  chaque  particule  dm  du  système  ne  doit  pas 
varier  pendant  que  la  position  du  système  varie,  il  faudra  supposer 
(Wiii  =  o  et,  par  conséquent,  ^L  —  ^clm  {'). 

Lorsque  le  système  est  linéaire,  on  a,  en  général,  dm  =  U  dx,  U  étant 
nue  fonction  comme  dans  l'article  20;  on  aura  donc 

dL  —  oUd,r  +  \]dd.t; 

et  la  formule  ^^  "^L  donnera  sous  le  signe  les  termes 

(Z  ô.r  -I-  V  du  -i-  1"  oc)  dj-, 
dans  lesquels  on  aura  (art.  22) 

dx        d.v 

"    âv       dx  \    dy)  ^  d.V'  y  dy" 

ÔZ  dx\     àz'J     '     d.x:-'\     dz"J        ■■■• 

2G.  Donc,  s'il  n'y  a  point  d'autre  condition,  l'équation  provenant 
des  termes  sous  le  signe  V  sera 

oII  dm  -+-  (Z  O.r  H-  \' ou  -+-  't'âc)  dj-  =  o, 

(ju'on  devra  vérifier  séparément  par  rapport  à  chacune  des  varia- 
tions (5.r,  (5)',  (5r. 

Or,  n  étant  une  fonction  de  .r,  v,  z,  on  a 

.,„     dn ,      6>ri .      on , 

oll  =  -T—  o,r  +  -—  or  +  -^r-  oj; 
ox  Oy  ■         àz 

et,  comme 

dy  ^  ,        ,        dz  ^ 

°"  =  '''''-r7?°'^'  ''="''- dJ-"'' 

(')  En  d'aulres  termes,  la  première  des  conditioQS  relatives  à  un  point  quelconque  du 
système  est  que  la  masse  de  chaque  particule  demeure  invariable  dans  tous  les  déplace- 
ments virtuels.  (O.  D.  ) 
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ri'(|ii;itMui  précédeiilc  (li'viciil 

(  ^  dm  -r-  Z  (i.r  —  Y  (if  -  ndz\  or 

-+-  (  j^ dm  H-  1" du- )  0)'  +  (  -y7 dm  -î-Wdx\os=io, 

l;)([iicl!('  iloiin»^  CCS  Irois-ci  : 

-,    dm -h^dr  —  V d]  —^l'dz  ^=0, 

-T— «111  -(-  I  d.rz^  o, 
or 

-7-  dm  -+-  'I  //.{•  ^=  o. 

Ainsi  l'on  a  ici  iiiiliuit  (réqualions  que  de  variables,  ce  (|iii  parail 
mettre  une  différence  entre  les  prdlill'iiics  de  ce  i;-eiiic  relatifs  à  la 
Mi''cani(|ii('  c(  les  pi'idili'nies  de  tncuximis  et  rninirnis. 

±~ .  Mais  j'observe  d'abord  (lu'à  cause  de  l'iiidetcrniince  a.  les  trois 
("quations  se  réduisent  à  deux,  par  rcrnniuatiiui  de  cctlc  iiidclei-ininée; 
cl,  (inniqn'en  général  les  é(|uali(uis  de  condilioii  rctuplacciil  toujours 
celles  qui  disparaissent  |»ai'  i"i  liniination  des  indéterminées,  la  condi- 
tion introduite  ici  (5r/ni  =  o,  c'est-à-diie  dm  constant,  ne  peu!  pas 
fournir  une  équation  particulii-re  pour  la  solution  dn  problème,  parct! 
(jue,  suivant  l'esprit  du  Calcul  différentiel,  il  est  toujours  permis  de 
prendi'e  un  élémenl  (|U(dcon(|ne  pour  conslani,  puis(|n"il  n'v  a,  ii  pm- 
|iremeut  parler,  (|iie  les  rapports  des  diirérenlielles  cnlic  cllev,  et 
riDii  les  dilIV-rentielles  ellcs-mcnics,  (|ui  cnlrciil  dans  je  c;iliiij.  Aiii>i 
les  trois  c(|uations  seront  réduites  ii  deux  et  ne  sci\iiiiul  (|u";i  dcter- 
riiiner  la  nature  [\f  lu  roiiilic.  ciiiiinu'  dans  les  piidilcuies  <lc  ind.viniis 
ri  ntiniiitis. 

2S.  .l'oliservc  ensuite  (|u'(MI  peut  aussi  rappeler  les  |H(ild('nics  de 
Staliijue  dont  il  s'agit  ici  à  de  simples  pioldi'nies  r/c  ina.viitiis  <•! 
iniiiiniis. 
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Car,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  équations  trouvées  ci-dessus, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  clv,  la  deuxième  par  dy  et  la  troi- 
sième par  dz,  on  aura,  à  cause  de 

()II  ,         dW  ,         dW  , 

Oc  Of    -  a:- 

l'équation 

dll  dm  -h  Z  d.i-  =  o  ; 

mais  on  a 

Edx  =  ld\]  —  dl{]  =  —V  (D., 

et,  comme  dm  =  U  dr,  on  aura,  en  divisant  par  dm,  dn  —  d\  —  o  ;  d'où 

l'on  tire 

>,  =  n  +  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ainsi,  à  cause  de  M.  =  ^dm,  le  terme  ),  SL,  dans  l'équation  de  l'ar- 
ticle 2.5,  deviendra 

II  à  (/iii  -^  a  0  c/ii), 

et  puisque  (5llr/m  +  II<5(^/m  =  (5(n^/m),  cette  équation  deviendra 

V  o(nf/m)  H-  a  V  odm  =  o, 
c'est-à-dire 

0  V  II  dm  +  rt  0  X  dm  =  o  ; 

c'est  l'équation  nécessaire  pour  que  la  formule  intégrale  x  U  ^An 
devienne  un  maximum  ou  un  minimum  parmi  toutes  celles  on  la  t'oi- 
muleX(^/m  aura  une  même  valeur. 

De  cette  manière  on  pourra,  comme  dans  les  questions  de  niaximis 
et  minirnis,  regarder  une  des  variables  comme  constante,  relativement 
aux  variations  par  ?î,  ce  qui  simplifie  l'analyse;  mais  la  méthode  géné- 
rale a  l'avantage  de  donner  la  valeur  du  coefiîcient  1,  qui,  par  la 
théorie  exposée  dans  la  présente  Section,  exprimera  (')  la  force  avec 

(M  J'nir,  à  ce  sujet,  l'article  6,  Section  IV.  et  la  noie  relative  à  l'article  9,  Section  II. 

(  y.  Bertrand.  ) 


102  MECANlni  i:    \  N  M.VI  I  (.M  K. 

Ia<|li('lli'  rcli'iiiciil  '/m  résiste  ii  l'iielinii  des  forces  I'.  Q,  I{.  ...  (|iii 
iigisseiil  sur  le  svslèiiu'. 

2'.).   .N(Mis  avons  supposé,  poiii'  |)l^l.^  île  siiii|ilieile,  (|ii'il   n'v   avait 
point  d'aulre  ct|uation  de  eondilion;  mais,  s'il  y  avait  île  |)lus  Feciiia- 

tion  M  =  o,  M  étant  une  fonction  de  r,  y,  :■,  y',  y" z',  z" il 

faudrait  ajouter  au  tenue  a 'M.  sons  le  si.mie,  dans  re(|nali(iii  de  rii|ni- 
liliie,  le  terme  y. -VM ,  <Mi  plutôt,  pour  riiomogénéité,  le  lerme  y.  ilMr/.r. 
ee  (|iii  doiiiieralt  ii  aj(Uiter  aux  \alenrs  de  Z.  )'.  M'  de  l'ailiile  2.")  Ie> 
f|uanlités  respectives 

<)M         (l  (    d\\\        d'-  (    im\ 

(  '^^'\ 


d\\      d  [  (m\      d-  /  ùM 


^'  dz         dx  V"  dz'  1    '    dx 


r-î 


Ainsi  l'on  aui'ail  trois  équations  de  la  même  foi'me  (|ue  celles  de  l'ar- 
ticle 20,  les(juelles,  pai'  l'élimination  des  deux  indéterminées  "/.  et  y.. 
se  réduiraient  à  une  seuh';  mais,  en  y  joii^uanl  l'éijualiou  de  condi- 
tion M  =  o,  on  aurait,  comme  auparavant,  deux  équations  entre  les 
trois  vaiialdes  x,  y,  z. 

Ces  trois  équations  donnent,  comme  dans  l'article  28,  l'équation 

ilW  ilm  -~  Z  dx-  =  o. 

Ici  l'on  a 

Edx  =  —  U  dl  +  jj.  (/M  : 

mais  ré(iuation  M  =  o  donne  aussi  r/i\I  ^  o;  diuu'  on  aura  simplement, 
ciuume  dans  l'ailiele  cité, 

Z  dx  —  —V  d)., 

el  de  lii  ou  tr'ouvei'a  le  même  résultat 

ô  X  II  i/iu  -)-  a  0  dm  =1  o. 

;{().    Donc,  eu  i;éiieral,  le  proldi'me  de  l'i'iiuililire  d'un  s\stiuue  de 
particules  r/m  animées  des  forces  V,  <J,  It (|ui  a;.;isseut  suivaul  lo 
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directions  des  lignes/;,  7,  r,  ....  et  qu'on  suppose  telles  que  l'on  ail 

P  dp  -\-  0  chj  +  \\di-h...  =  f/n, 


s 


eréduit  simplement;»  rendre  la  formule  intégrale  ^Ilr/m  un  maximuui 
DU  un  minimum,  en  ayant  d'ailleurs  égard  aux  conditions  particulières 
du  système;  ce  qui,  comme  l'on  voit,  fait  rentrer  tous  les  problèmes 
de  l'équilibre  dans  la  classe  des  problèmes  de  maxùnis  cl  ininiinis 
connus  sous  le  nom  de  problèmes  des  isopérimètres. 

Dans  le  cas  de  la  chaînette,  en  prenant  les  ordonnées  y  verticales, 
un  a  n  =  gy,  g  étant  la  force  constante  de  la  gravité.  Donc  il  faut  que 

la  formule  x  yr/msoit  un  maximum  ou  uu  minimum  parmi  toutes  celles 

dm  est  la  même;  mais  — est  la  distance  du  centre 

S  ^'"^ 
de  gravité  à  l'horizontale;  donc,  puisque  la  masse  entière  est  supposée 
donnée,  il  faudra  que  cette  distance  soit  la   plus  grande  on   la  plus 
petite  :  ce  qu'on  sait  d'ailleurs. 

•M.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions  de 
variables  regardées  comme  indépendantes;  mais,  si  la  variabh;  :;  était 
censée  fonction  de  x,  y  et  que  l'on  eût  une  fonction  U  qui  contint  r, 
y,  z-  avec  les  différences  partielles  de  =  relatives  à  .r  etr,  on  ])ouri'ail 
demander  la  variation  ^L'  en  ayant  égard  aux  variations  simultanées 
de  x,f,  z. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

iî  -  '         '11—  ^  _  «  ()-J   _   ,         t>2i  - 

dx  ~  "'  '         à  y  "  ''"         Or'  -^  '         ôxdy~  ""         df-  ~""' 

dx^^"  '         àx-'  ,)y         '         àx  df  ■"  ""  '  '"' 

la  quantité  U  sera  fonction  de  -r,  i-,  z,  z',  z^,  z",  z',,  z^^,  .  . . ,  et  l'on  aura 

oU  =  3-0X  -+-  ^— oi'-H  -5-0;  -h  ^i— ,  0;'+  -T—o:,-h  3-^0=  H-  -x-^oz.'h.  .  ., 
ox  Oy  oz-  ijz  (jz.  az  f)z, 
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l't  la  ilit'Iiiiillc  se  rciliiiia  ii  trouver  les  valeurs  des  variations  ^:',  H:^, 

^z' -Il  l'aisaiU  varier  à  la  fois  les  élénieiits  (Lr,  dy  dans  les  tlilTé- 

remes  [larlielles. 

Nous  pouvons  supposer,  pour  reixlre  le  i  ahiil  plus  suiiple,  ([ue  la 
variation  \v  est  une  ronction  de  .<  indeiieiidanle  de  \-,  et  la  variation  \y 
une  fonetion  de  v  indépendante  de  .r.  Nous  verrons  par  la  suite  (|ue 
cette  supposition  a  toute  la  icénérallté  (|ue  l'on  |)eul  désirer  ('). 

^')  Il  va  ici  un  i>uiiil  qui  a|)|iL'llc  iiuekjucs  cxiilications.  Dans  le  passage  d'une  surface  à 
la  surface  infininienl  voisine,  on  peut,  à  coup  sûr,  établir  la  correspondance  de  telle  ma- 
nière (|uc  Sx,  Sy  aient,  en  clia(|ue  point  ilu  la  surface  jirimitive,  telles  valeurs  que  l'on 
voudra.  S'il  s'agit  d'étudier  un  problème  de  luaxiinuui  et  ilc  miniuiuni,  il  n'y  a  doue  aucun 
iacon\énienl,  mi^ine  pour  les  conditions  aux  limites,  comme  on  s'en  assurera  aisément,  à 
supposer  que  3x  ne  dé|)ende  que  de  x  et  S  y  de  j.  Mais  plus  loin  (Sect.  V,  art.  ii)  Lagrange 
applique  les  formules  des  articles  32  à  31,  établies  dans  cette  hypothèse,  au  cas  où  Sx,  Sj-  dé- 
linissent  un  déplacement  virtuel  quelconque  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions  de  .r  et 
de.r  tout  à  fait  arbitraires.  Il  ne  sera  donc  |)as  inutile  de  rétablir  le  calcul  dans  l'hypothèse 
où  Sx,  Sy  sont  quelconques. 

Posons 

(i)  Sz  —  z'Sx  —  z,S)=it\ 

on  aura 

(2)  du  =  dSz  -^  z'dSx  —  z,dSy  —  dz'Sx  —  dz.Sv. 

Écrivons  l'éiiualion  aux  (liiïércnlielles  totales 

dz  =  z' dx -^  z,dy 

et  dillcrentions-la  par  S.  Nous  aurons 

(  3  )  odz  =  z'Sdx  -f-  z,'jdr  -r-  Ss'dx  -+-  Sz,df. 

Ajoutons  les  équations  (  ■^)  et  (3)  et  rcmanpions  (]ue  l'on  peut  inlerveilir  l'ordre  des  carac- 
téristiques d,  0,  ce  (|ui  fait  disparaître  les  termes  en  </o.  H  viendra 

(i)  •    du  =  Sz'di~-Sz,dy  — dz'Sx  — dz,S}. 

Dans  celte  équation,  dx,  dy  peuvent  |)rendre  toutes  les  \aleurs  possibles.  Supposons  d'a- 
bord 

dy  =  o: 

on  aura 

du  =  -;-  dx.         dz'  —  z"dx.         dz  =  z'.d.!:, 
<lx 

et,  par  conséciucnl,  lécpiation  (  j  i  nous  domu'ra  la  formule 

(^)  '!^  =  S--^Sx--z\Sy, 
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32.  Cela  posé,  on  aura,  en  iliiïérentiaiit, 

^_, ^às  d():       dz  èd.z' 

d-x^        d-i'        d-r    d.v 


qui  fera  connaître  âz'.  On  iroiivura  de  même,  en  faisant  dv  =  o, 
(6)  p  =  âz-z;Sj:-:Jr; 

ce  sont  les  deux  premières  formules  de  Lagrange.  Comme  elles  s'appliquent  à  une  fonc- 
tion quelconque,  on  peut  y  remplacer  3  par  z'.  La  valeur  de  u  deviendra  alors 

'Jz' —  z"àj:  —  z',Sj\ 

et  les  formules  (5)  el  (6)  nous  doniicfonl 

r—iSz' —  z"^.f  —  z'iS))  =  r7z" —  c"''J.r—  z"Sy. 

~  (Sz'—  z"â.v  —  zlSf)  =  Sz',  —  zlêx  —  z'Jf. 

On  peut  se  servir  encore  des  éipialions  (5)  et  (6  )  pour  simplifier  les  formules  précédentes, 
et  l'on  trouxera  alors 

--— -     =  ôz  — zà.r  —  ;.oi, 
à.i- 

à-ii 

=  oz,  —  Zid.r  —  3„d)'. 


d.r  df 
A  ces  relations  on  peut  évidenuiient  ajouter  la  suivante 

^  =  rjz-z„â.v-zjy, 

t\m  complète  l'ensemble  do  celles  que  Lagrange  démontre  dans  l'hypothèse  particulière  où 

il  s'est  placé  et  par  l'emploi  de  différentiations  qui  sont  légitimes,  mais  ne  sont  peut-être  pas 

suffisanunenl  expliquées. 

L'affirmation  de  Lagrange,  «  nous  verrons  par  la  suite  que  cette  supposition  a  toute  la 

généralité  que  l'on  peut  désirer  »,  parait  se  rapporter  à  une  autre  partie  du  calcul,  donnée  à 

l'article  3i,  celle  qui  est  relative  à  la  variation  de  l'élément  superficiel  ilxclv.  Dans  le  cas  où 

Sx  dépend  de  la  seule  variable  .r  et  S/  de  la  seule  variable.) ,  la  variation  du  rectangle  dxdy 

est  en  effet  très  facile  à  calculer;  car  ce  rectangle  se  transforme  en  un  rectangle  de  côtés 

d.r  -^  Sd.r,  dy^Sd),  et,  par  conséquent,   sa  variation  s'oluienl   immédiatement   et  esl 

égale  à 

,     ,             ,    ^  1          ,    j    /S d.r      Sd)  '\ 
df  nd\  +  d\  0  dx  =  dxdy  I  —, 1 -p-  1  • 

Le  calcul  serait  moins  simple  si  'li-,  ôy  dépendaient  à  la  fois  des  deux  variables  .retr.  Mais 
ce  calcul  est  complètement  développé  pour  le  cas  de  trois  variables  aux  articles  12,  13  el  I  i 
de  la  Section  VII,  auxquels  Lagrange  a  eu  sans  doute  l'intention  de  renvover  le  lecteur. 

(CD.) 

XI.  i4 
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Il  est  riair  (pic 


oàz à  à:  ^dv àoj.\ 

djc         dx  dx         dx  ' 


ainsi  l'on  aiiia 


,,      doz        ,d8x       d(^z-z'ox)       d=' . 

"5=   =  -r -'  -r—  =  -5^ j -J-  -T-  OX, 

dx  dx  dx  dx 

lin  liicii 

^  ,      d(è:  —  z'ox  —  -,5)')       dz'  ^         dz,  ^ 

oz'—  — 5 -^-^  -+-  -j— ox-1-  -~oy. 

dx  dx  dx  • 

On  aura  de  uièinc 


à  cause  de 


dioz  —  z' dx  —  z.ov)       àz' ^         dz,  ^ 
dy  df  dr  ' 


dox  doy 

-^r—     =0  Cl  •      -C^    =0. 

dj  dx 


()ii  aura  eiisuilc 

,  ,_  ,  dz^  _  doz^       dz'  dox 
dx         dx         dx    dx 

Sul)slitiiant  la  valeur  de  î^r',  ou  aura 

^„       d-{oz  — z'ox  —  z,dy)        d'z'  ^  d'z,^ 

oz"  —    r-^ ■■ h   -r- r  OX  +  ——'  Oy. 

dx-  d-i  "  dx-    • 

Un  aura  de  niéine 

-.<  _-.dz'_dèz'       dz' dôr 
~'         dy  '~    dy         ây    dy 

Substituant  aussi  la  valeur  de  ^:',  on  aura,  ii  eanse  de  -^  =^  -7-' 

dx        dy 

^  ,       d-(oz  —  z'ox — z.oy)         d- z'    ,  d' z,    ^ 

dx  dy  OX  dy  dxdy  ■ 

(  )n  trouvera  |iareill('iiien( 


d-(oz—  z' OX  —  z.oy)       d-z\         t)"^,  , 


el  ainsi  de  suite. 


;{;{.    Donc,  si  l'on  l'ait,  [loiir  alirci^ci", 


dz  ^  dz  . 

oz :r-  OX r-  0)'  =  Ùll , 

dx  df  ~ 
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cl  (m'iiii  observe  que 

d.r       dy                 dy  dx  dx-        dx            dx-        ôy 

<r-z'          dz,               d'-:-,  à:.:  d'-z'        dz„ 


dx  dy       dx  dx  dy        dy  dy^         dx 

on  allia  plus  simplement 

,  ,       dèu  àz'  ^         dz'  , 

oz'  =;  -^r —      -t-  ^r—  Oj:  +  -T—  or, 
dx  dx  ây    ' 

doit  dz,  ^  dz,  ^ 

oz,  =  -j—         -{-  -r~  OX^    -r-  O)', 

dy  dx  dy 

.  „       d-ou         dz"  ,         dz"  . 

àz"  —  -Y-r    -+■  -T-ox  +  -—  or, 
dx^    .       dx  dy 

^  ,        d'au        dz',  ^  dz',  ^ 

oz,  r=  - — ^ — h  -7-  ox  -h  -^r-  or, 
dx  dy       dx  dy   ~ 

d-oii         dz    ^         d:„  ^ 
dr-  dx  dr 


Faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  SU,  mettant 

dz  ^  dz  ,^ 

ou -h  -r-ôx  +  ^r- or 
dx  dy  ' 

il  la  place  de  55;  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  Sr,  55v,  })ii, 
on  aura 

âU-(^— -H—  —  ■^—  —  +  —  —  -h—  —  +  —  — 
\dx        dz   dx        dz'  dx        dz,  dx        dz"  dx        dz',  dx 

^       dV  dz^       dV  dz^       du  dz,       d\ldz^       dUdz] 
dy  "^  dz  dy  ^  dz'  dy  '^  dz,  dy  "^  dz"  dy  "^  àz',  dy 

dV  .         dl]  dou       dll  don       àU  d'oii       dU    d'oa 
ou 


àz  dz'    dx         dz,    ày         àz"    àx-         àz',  dx  dy 

Désignons  par  (^  )'  (■)— )  'c^  différences  partielles  de  U,  relatives 
il  r  et  V,  en  regardant  r  comme  fonction  de  ces  deux  variables;  il  esl 
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(•I;iir  (iiroii  il  ma 

\dj:)  "  àx  "^  ôz  0.V  "^  dz'  d.c  '^  dz,  ôx'^"' 

/dlJ\       dV       dV  dz       âV  dz^       dUàz. 

\  Or  I  ~  d_y  "^  dz  dr  "^  dz'  dy  "^  dz,  dv  '^  "  " 

Ainsi  la  variation  complète  de  U  se  réduira  à  cetio  (oniic  siiniili- 

'^  =  [d-r)'''-^[dy')''-'-^-d^.'"' 

dV  don       dU  don       JJJ  0^       dl    d'on        d\^  d'où 
"^  5?  "ÂF  "•"  57,   cf.)-  '^  dz"   d.i-  "^  dz,  du-  dv  "^  àz„   dr' 

'^'l.   Donc,  si   l'on   a   une  fonction   intôiïrale  donl)lc  ^Vl'</<'/r  à 
rendre  un  niaxinmin  on  un  rninininni,  on  aura  l'iMination 

0  ^ ^  U  dx  dv  =  ^C  0  (  L"  clx  dv)  -  o. 

Or,  en  faisan!  loiil  varier,  on  a  %[y:dxdY)  =  '^\^dx  dy  ■^-\]t[dxdy),id\x 
il  fani  remarcjncr  qnc,  dx dy  représentant  un  rectangle  qui  est  l'élé- 
ment du  plan  des  xy,  ce  rectangles  demeurera  rectangle  après  les 
variations  î5.r,  ^v  des  coordonnées  ,r,  v,  dans  la  supposition  adoptée 
que  %x  ne  dépende  point  de^-,  ni  ty  de  x\  de  sorte  que  la  variation  de 
dxdy  sera  simpli  nient  r/)'(5r/ji;  +  rfj:ïî^/i' ;  donc,  comme 

idx=^dàx^=. —, —  dx,         odr  :=:ody= —j^  dy, 
dx  .  J        dy     . 

puisque  ^x  et  \y  sont  censés  fonctions  de  x  seul  et  de  v  seul,  on  aura 
à{\idx  dy)  =  ('ôU  +  U  ^  -t-  U  ^'  )  dx  dy. 

Siibsliliianl  la  valeni'  de  ?ill  et  faisant  disparaître  par  des  intégi'alions 
|)artielles  les  difrerenlielles   des   variations  i^f,  Sr,  hi,  il  resti'ia  sous 

le  dolllde  signe  X^  les  tel'ines 

(Z  ox  4-  X  ôy  -\-  'F  eu  )  dx  dy. 
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dans  lesquels 

-(S)-0=-. 

H^ym-- 

"  dz       \dx  )      yoy)   '   \dx' 

■) 

^\d.vdy)      V  dy'  , 

on  faisant,  pour  abréger, 

u, 

=  55,' 

^"-  ôz'          ■  ■  " 

109 


et  supposant  que  les  différentielles  partielles  renfermées  entre  deux 
parenthèses  représentent  les  valeurs  complètes  de  ces  différences,  en 
y  regardant  z  comme  fonction  de  r,  y. 

;>5.  Ainsi,  à  cause  de  hi  ^  J5; r^  ().r î^'^v,  les  termes  sous  le 

dx  oy  " 

douille  signe  donneront  simplement  l'équation 

ôz  ^        dz  ^  \ 
dx  dy  ■  y 

d'où,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  ^:?,  ^r,  \y,  on 
n'aura  que  l'équation  W  =  o,  comme  si  l'on  n'avait  fait  varier  que  la 
seule  variable  r. 

On  voit  donc  que,  dans  les  questions  de  mavi/nis  et  minimis  relatives 
h  des  intégrales  doubles,  dans  lesquelles  une  des  trois  variables  est 
fonction  des  deux  autres,  il  n'y  a  rigoureusement  qu'une  seule  équa- 
tion qu'on  peut  trouver  directement,  en  ne  faisant  varier  par  S  que  la 
seule  variable  qui  est  censée   fonction  des  deux  autres  {');  et  cette 

(')  Il  est  évident  a  priori  qu'il  suffit  de  faire  varier  z-,  car,  quelles  que  soient  deux  sur- 
faces infiniment  voisines,  on  peut  toujours  passer  de  l'une  à  l'autre  en  donnant  à  z  un 
accroissement  qui  dépende  dune  manière  convenable  des  deux  autres  coordonnées  v  et  j. 
Il  pourra  être  plus  ou  moins  commode  déconsidérer  celles-ci  comme  ayant  ou  n'ayant  pas 
la  môme  valeur  aux  points  correspondants;  mais  il  est  évidemment  permis  de  faire  l'une 
ou  l'autre  hypothèse.  (/.  Bertraml.) 
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i'(]u;ition  est  celle  île  la  siiilaee  qui  salisl'ail  ii  la  (|iu'sti()n.  (rcst  ainsi 
(|u'on  a  trouvé  l'équation  aux  ilifTércnces  |)arlicll(s  de  la  inoiiidrc  sur- 
l'aco,  en  laisaiit  l' =  y  i +(-')''  + (-,)^  ;  et  ce  (|Ut'  nous  venons  de 
démontrer  prouve  que  cette  équation  remplit  complètement  ll's  condi- 
tions du  problème,  quelques  variations  qu'on  attribue  aux  trois  coor- 
données de  la  surface. 

;}(i.  On  peut  appliquer  les  formules  des  variations  que  nous  venons 
de  trouver  à  l'éipiilibre  d'un  système  superficiel  di^  parliciiles  //m 
tirées  par  des  forces  quelconques. 

Ln  n'ayant  égard  qu'à  la  condition  de  l'invariabilile  de  (i\\\.  on  aura 
d'abord,  comme  dans  l'article  25,  l'équation  générale  de  l'éijuilibre 


(oII  f/in -i- /,  or/ni  )  =  o. 

ici  la  valeur  (le  r/m  sera  de  la  ioiine  UcArr/r,  et  l'on  aura,  [lar  rcmsé- 
(|u<'iit  (art.  34), 

Subsliluaiil  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  M"  de  l'article  X\,  dans  la 
formule  intégrale  xx/ J^^/ni,  et  faisant  disparaître,  par  des  intégra- 
tions par  parties,  les  dilTérenccs  des  variations  ï^,r,  h\  ^ii,  il  ne  restera 
sous  le  double  signe  (|iie  les  ternies 


dans  lesquels 


.-  /  à}- 


(Z  âx  -+-  1"  ô)-  -^  *I"  ou )  d.r  (l\  . 

-=>u")-(^)=~m: 
-Kf)~(f)=-œ> 

en  Conser\anl  les  valeurs  de  l    ,  1    .  U",  Uî,  .  .  .  de  l'arliclc  '.\  i. 
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Ajoutons  à  ces  ternies  ceux  qui  proviennent  de  l'intégraio  VV  f5llf/ni. 
savoir,  en  substituant  les  valeurs  de  î^ll  et  dm. 


U 


-r—  o.e  -+-  -T—  oY  -h  ^r— oz  ]  {]  dx  dr, 
\ajc  a  Y   ~        az      J 

et  remettons  pour  (5»  sa  valeur  <'i;  —  -r^^^r  —  y'^Y  (^'''^-  •^'^)!  l'équation 
générale  de  l'équilibre  contiendra,  sous  le  double  signe  ^X,  les  termes 
suivants,  ordonnés  par  rapport  aux  variations  "fix,  \v,  ^z, 

dz 


dn.  _f(ïk 
dx        \  dx 


\]-W 


dx 


àx 


m 

dn 


U-lF-^î  à  Y  )dxdy; 
OY  )  [ 


dz 


\i-+-W\oz 


d'oïl  l'on  tire  les  trois  é(juations 


dx 

fdlV 

dx 

dW 

-m] 

I           H-  '^^ 

l  —  'I   —  =  o, 

f.«- 

hW  =  o. 

La  dernière  donne  W  =  —  U  ~,  et,  cette  valeur  étant  substituée  dan-^ 

dz 

les  deux  autres,  on  a,  après  avoir  divisé  par  U, 


dU       dJl  dz 

dx        dz  dx 

\dx 

dn     dn  dz 

dy        dz  dy 

j  d'A 

Lapremière  donne  )^  =  II -f-ibnct.)';  la  seconde  donne  X  =  II  +  l'onct.r; 
donc  on  aura 


a  étant  une  constante.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  gêné- 
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raie  île  l'équililiri',  clic  dcNicndra 

XX  [o(n  dm)  ~  (i  'j(l\\\]  =  o, 
savoir 

o  V  V  II  (l\n  ■\-  "  0  XN  '/m  =^o, 

c(]iiali(iii  (lu  iiiaxiinuiii  ou  iiiiiiiiiiiiiii  tic  la  ronmilc:  iiitc^ralc  XVIlr/iii 

j)arini  toutes  celles  dans  lcs(|iielles  la  valeur  de  la  loiinuic  XV  (Au  est 
la  même. 

Ainsi  vdila  le  problème  de  Méeaiii(|ue  (')  réduit  à  une  simple  (|ues- 
{\on  ilf  imiviinis  et  ininirnis,  dont  la  solution  ne  dépend  (|ue  de  la  varia- 
lion  de  la  seule  coordonnée  z,  <|ni  est  supposée  fonction  de  r,  v  ^arl.  ;{.")• 

On  |)ourra  étendre  celte  théorie  aux  formules  intéi^rales  triples  cl 
en  déduire  des  conclusions  semblables. 


(')  Lagraiige  ne  définit  pas  d'une  manière  complète  le  système  superficiel  de  molécules 
auquel  il  applique  son  analyse.  Si  l'on  a  en  vue  une  surface  flexible  el  inextensible,  non 
seulement  les  éléments  superficiels  restent  invariables,  mais  aussi  les  cléments  linéaires. 
La.iïran.w  ne  lient  pas  compte  de  l'invariabilité  des  éléments  linéaires,  et  les  équations  qu'il 
obtient  no  peuvent  donner,  par  conséquent,  la  solution  conq)léte  du  problème,  l.a  question 
a  été  reprise  dans  ces  derniers  temps  par  M.  Lecornu  dans  un  Mémoire  Sur  l'cijuUilirc  ilc\- 
surfaces  Jlc.dhlcs  et  inextensibles  (Journal  de  l'Ecole  l'nlytccliniijuc,  XI-VllI' Gabier  )  el 
par  .M.  Bellrami.  Voir  le  Mémoire  Sull'  cquilibrio  délie  superficie  Jlcssihili  ed  incsiendihili 
(  Menioric  dcll'  Jrctidemia  délie  Scienze  dell'  Istituto  di  liolngna,  !\  série,  t.  III).  où 
.M.  lîeltrami  résout  la  question,  précisément  par  l'emploi  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

(G.  n.) 


PREMIERE   PARTIE.  —  SECTION   V.  113 

SECTION  CINQUIÈME. 

SOLUTION    DE    DIFFÉRENTS    PROBLÈMES    DE    STATIQUE. 


Nous  allons  présentement  montrer  l'usage  de  nos  méthodes  dans 
différents  problèmes  sur  l'équilibre  des  corps;  on  verra  par  l'unifor- 
mité et  la  rapidité  des  solutions  combien  ces  méthodes  sont  supé- 
rieures à  celles  que  l'on  avait  employées  jusqu'ici  dans  la  Statique. 

CHAPITRE  I. 

UE    l'ÉÇIILIBIIE    de    l'USIELIlS    POUCES    APPLIQUÉES    A    UN    MÊME    POINT, 
DE    LA    COMPOSITION    ET    DE    LA    DÉCOMPOSLriON    DES    FORCES. 

I.  Soit  proposé  de  trouver  les  lois  de  l'équilibre  d'autant  de  forces 
qu'on  voudra,  P,  Q,  R,  . . .,  toutes  appliquées  à  un  même  point  et  diri- 
gées vers  des  [)oinls  donnés. 

Nommant />,  </,  /■,...  les  distances  rectilignes  entre  le  point  commun 
d'application  de  ces  forces  et  leurs  points  de  tendance,  on  aura  la  for- 
mule 

P  dp  -\-  Q  ck]  4-  R  rf,-  -H .  .  . 

pour  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces,  laquelle  doit  être 
nulle  dans  l'état  d'équilibre. 

Soient  .r,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  du  point  auquel 
toutes  les  forces  sont  appliquées;  et  soient  de  même  a,  h,  c  les  coor- 
données rectangles  du  point  auquel  tend  la  force  P;/,  g,  h  celles  du 
point  auquel  tend  la  force  Q;  /,  tu,  n  celles  du  point  auquel  tend  la 
force  R,  et  ainsi  des  autres;  ces  coordonnées  étant  toutes  rapportées 
XI.  ,5 
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;iii\  iin''ini'>  axes  lixcs  ilaiis  l'espace.  On  aura  (■vidriiiinciit 


ft  la  qiiaiilitc  V dp  -f-  Qr/iy  -i-  Kdr-h  ...  se  liausl'uiiueia  en  celle-ci 

\  dx  +  Y  rfv  4-  Z  f/s, 
dans  lacjin'lle  «m  anra 


x  =  f-_^P  +  ^=/Q  +  ^:zJR 


Y 

= 

V  — 
P. 

^p 

+ 

_)• 

"7 

8 

Q 

Z 

— 

z  — 

^p 

+ 

^ 

7 

h 

() 

p 

1-  —  ni 


K 


tités  — 


R 


Il  n'est  pas  inntile  de  remarqiiei'  que,  dans  ces  expressions,  les  (pian- 

-~".  -      —,  ^^ sont  éeales  aux  cosinus  des  angles  (iiic  la 

P  P  p  ° 

ligne  p,  c'est-à-dire  la  direction  de  la  force  P,  fait  avec  les  axes  des  .r, 

T.  ;;  (ine,  de  même,  '■ — -  >  • —j  ~ sont  les  cosinus  des  angles 

'  V  '/  '/ 

que  la  direction  de  la  force  Q  fait  avec  les  nicnies  axes;  et  ainsi  tic 
suite  fSect.  H,  art.  7). 


^  \.  —   De  Inpiilibre  d  un  coi  pu  on  pniiil  lire  pur  plusieurs  Jorccs. 

2.  delà  posé,  su|)posons  en  premier  lien  (|ne  le  cor|)s  on  poinl 
an(jn(d  les  forces  !*,  Q.  W.  ...  sont  a|)])li(|iiecs  soil  cnlii'rcnieiil  liliie; 
il  n'v  aura  a loi's  aucune  tMj nation  de  condilion  ent i e  les  edurdonnecs .r. 
1'.  z,  cl  la  (|uantité  \d.vA'  \ dy  -h  Zdz  devra  èlre  nulle  iudépendani- 
nient  des  valeurs  de  dv,  dv,  d:  Seel.  II.  arl.  10  ;  ce  (|ni  donnera  >ur- 
le-cliaiiip  ces  trois  e(|uali(Mi>  parlonlii'res 

X  :^  o,  Y:=<),  Zr:=0. 
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Ce  sont  les  équations  qui  l'enferment  les  lois  de  l'équilihre  de  tant  de 
forces  qu'on  voudra,  concourantes  à  un  même  point. 

3.  Si,  dans  les  expressions  de  X,  Y,  Z,  on  tait  P  =  p,  (J  =  7, 
H  =  /•,  . . . ,  ce  qui  est  permis,  puisqu'il  est  indifférent  à  (juels  points 
()ris  dans  les  directions  des  forces  elles  soient  supposées  tendre,  on 
aura  ces  équations 


a  +  .V  —  f  -\-  x  --  l    -1- .  . 

.=  0, 

h  +  r  —  g  +  y  —  m  -\- .  . 

.=  0, 

c  -{-  z  ~  h  -\-  z  —  n  -f- .  . 

.  =  0; 

d'où  l'on  tire,  en  supposant  (pio  le  nombre  des  forces  P,  Q,   H,  . 
soit  II., 


a  -+- 

/ 

H-/  +  ... 

F 

6-H 

g 

+  7/1  +  .  .  . 

f^ 

c  + 

II 

-+-/*-!-... 

et  ces  expressions  de  ^r,  y,  z  font  voir  que  le  point  auquel  sont  appli- 
quées les  forces  est  dans  le  centre  de  gravité  des  points  auxquels  ces 
forces  tendent. 

De  là  résulte  le  théorème  de  Leibnitz,  que,  si  tant  de  puissances 
qu'on  voudra  sont  en  équilibre  sur  un  point  et  qu'on  tire  de  ce  point 
des  droites  qui  représentent  tant  la  quantité  que  la  direction  de  chaque 
puissance,  le  point  dont  il  s'agit  sera  le  centre  de  gravité  de  tous  les 
points  auxquels  ces  lignes  seront  terminées. 

Si  donc  il  n'y  a  que  quatre  puissances  et  qu'on  imagine  une  pyra- 
mide dont  les  quatre  angles  soient  aux  extrémités  des  droites  qui 
représentent  les  puissances,  il  y  aura  équilibre  enfi'e  ces  quatre  puis- 
sances lorsque  le  point  sur  lequel  elles  agissent  sera  dans  le  centre  de 
gravité  de  la  pyramide;  car  on  sait,  par  la  Géométrie,  que  le  centre  de 
gravité  de  toute  la  pyramide  est  le  même  que  celui  de  quatre  corps 
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égaux  iiiii  sfiiiii'iil  pliicôs  aux  (Hialrc  cDiiis  de  lu  |)\  r;imiilr.  (le  dcinicr 

llirorèiiK'  esl  dû  à  Koltcrval. 

1.  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  corps  ou  poiiil  >ur  lequel 
agissent  les  forces  P,  Q,  R,  .  .  .  ne  soit  pas  tout  à  fait  iiliie,  mais  (|u'il 
soil  contraint  de  se  mouvoir  sur  une  surface  nu  >nr  une  ligne  donnée; 
on  auia  alors,  eiitic  les  coordonnées  .r.  v,  ;,  une  ou  deux  équations 
de  condition,  ([ui  ne  seront  autre  chose  (|ue  les  é(]uations  luènies  de  la 
surface  (Ui  de  la  lii;ne  dont  il  s'ai;il. 

Soil  donc 

l'équation  de  la  surface  sur  la(|uelle  le  corps  ne  peut  que  glisser;  (»n 

ajoutera  à  la  somme  des  moments  des  forces  K  r/.z- -f- Y r/y -t- Z  r/c  le 

terme  XdL  (Sect.  IV,  art.  3j,  el  l'on  aura,  pour  ré(|uati0n  générali-  de 

l'équilibre, 

Xdx-i-y  dv  -I-  Z dz  -+-  >. dL  =  o, 

A  étant  une  (|uanlité  indéterminée. 

Or,  L  étant  une  fonction  connue  de  .i%  y,  ;,  on  aura,  par  la  dilleren- 

t  i  a  lii  n  I . 

dL  =   r-  rfx  -h  -T-  rtj  -+-  :j-  dz  ; 
ax  Ov  a: 


donc,  sulistituanl  et  égalant  ensuite  séparément  à  zéro  la  somme  des 
termes  multipliés  par  chacune  des  dilférences  r/.r,  dy,  dz,  on  aura  ces 
trois  é(|uations  particulières  de  l'équilibre 

X  -H  ),  -r-  =  o, 
..      ,  OL 

„       ,  ,)L 
d'où,  ehassanl  l'indelerminée  A,  on  aura  ces  deux-ci 
(l.r  (jy  il.i-  (I: 
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lesquelles  renferment,  par  conséquent,  les  conditions  cherchées  de 
l'équilibre  du  corps  sur  la  surface  proposée. 

5.  Si  l'on  applique  maintenant  ici  la  théorie  donnée  dans  l'article  5 
de  la  Section  IV,  on  en  conclura  que  la  surface  doit  opposer  au  corps 
une  résistance  égale  à 


wm'*m-m 


) 


c(  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à  la  surface  qui  aurait  pour  équa- 
tion r/L  =  o,  c'est-à-dire  perpendiculairement  à  la  même  surface  sur 
laquelle  le  corps  est  posé;  et,  comme  on  a 

,  c'L  _      ^         ■>  <^L  _  -1  <^L  _      ,, 

A -j— — — A,        '■ -j" — — ',        '^  jr~ — — '-'' 
ox  ay  0-3 

il  s'ensuit  que  la  pression  du  corps  sur  la  surface  (pression  qui  doit 
être  égale  et  directement  contraire  à  la  résistance  de  la  surface)  sera 


exprimée  par  v^X- -H  Y- +  Z^  et  agira  perpendiculairement  à  la  même 
surface;  c'est  uniquement  à  cette  condition  que  se  réduisent  les  deux 
équations  trouvées  ci-dessus  pour  l'équilibre  du  corps,  comme  on  peut 
s'en  assurer  par  la  méthode  de  la  composition  des  forces. 

6.  Au  reste,  dans  le  cas  d'un  seul  corps  tiré  par  des  puissances 
données,  on  peut  trouver  encore  plus  simplement  les  conditions  de 
réquilil)re,  en  substituant  immédiatement  dans  l'équation 

X  f/x  +  Y  dy  +  Z  <-/;  =  o, 

à  la  place  de  la  différentielle  dz,  sa  valeur 

dL  ,        ÔL  _, 
-^—  cLv  -+-  ^r—  dy 
ox  dy 

dz 

tirée  de  l'équation  différentielle  de  la  surface  donnée  sur  la(|ueile  le 
corps  peut  glisser  et  égalant  ensuite  séparément  à  zéro  les  coefficients 
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lies  (lid'érentielles  dr  et  f/>'  (|iii  (Icincun'iil  iiKlrlciiiiiiH'CS,  suivant  hi 
niélliodo  iién(''r;ilr  de  r;iilirlc  l()  di-  l;i  Scdiuii  II. 
On  aura  ainsi,  sui-le-cliaiii|t.  les  deux  équations 

àz  dz 

(]ui  reviennent  à  celles  que  l'on  a  trouvées  j)ius  limil. 

l'areillement,  si  le  corps  était  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  lii;iie 
de  ligure  donnée  et  déterminée  par  les  deux  équations  dillereutiidles 
(ly^^^pdv,  ch=^qdx,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer  ces  valeurs  de  dy 
et  dz  dans  Xr/.r  4- Yt/r -<- Zr/:  =  o,  et  Ton  aurait,  en  divisant  par  ^/c. 

X  -t-  Y/J  4-  Z7  =  o, 

pour  la  rondition  de  ré(]iiililire. 

.Mais,  dans  tous  les  cas  où  il  y  aurait  plusieurs  corps  en  é([uilil)re. 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  exposée  dans  la  Section  pré- 
cédente, aura  toujours  l'avantage,  tant  du  coté  de  la  facilité  (|ue  de 
celui  de  la  sini|)li(ité  et  de  l'uniformité  du  calcul. 

§  [|.    —    De  In  composition  et  de  la  décomposition   des  foires. 

7.  L'écpiation  identique 

P  dp  ^-  O  (1,1  -\-Kdi+...  —  \dx-\-M  dy  -+-  Z  dz, 

Iriuivcr  dans  l'arliidc  I,  oioulrc  (|ue  le  système  des  forces  I',  O.  U,  ... 
liirigées  sui\;iiil  les  liL;nes/),  y,  /■,  ...  est  ciitiivali'iil  au  sysllrtic  des 
trois  forc<'s  .\,  V.  Z  dirigées  suivant  les  lignes  .r,  v,  :  (Secl.  II.  art.  l.'i  . 

Ainsi  les  (|Maii(ilcs  \.  Y,  Z  donnent  les  valeurs  des  forces  I'.  ().  iî 

décomposées  suivant  les  trois  coordonnées  rectangles  r.  v.  r  cl  ten- 
dantes il  diminuer  ces  coordonnées,  comme  Irs  foi'ces  P.  n.  li.  ...  sont 
sui)posées  tendre  ii  diminuer  les  lignes /'.  r/,  r 
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8.  En  général,  si  des  forces  quelconques  P,  Q,  R,  . . . ,  dirigées  sui- 
vant les  lignes  /;,  q,  r\  . . . ,  agissent  sur  un  même  point,  on  peut  tou- 
jours réduire  toutes  ces  forces  à  trois  autres  dirigées  suivant  les 
lignes  \,  '\i,  cp,  pourvu  que  ces  trois  lignes  ne  soient  pas  toutes  dans  le 
même  plan.  Car,  comme  trois  lignes  placées  dans  différents  plans  suf- 
fisent pour  déterminer  la  position  d'un  point  quelconque  dans  l'espace, 
on  pourra  toujours  exprimer  les  valeurs  des  lignes/?,  y.  /•,...  en  fonc- 
tions des  trois  quantités  H,  '},  o,  et,  par  le  théorème  de  l'article  IT)  de 
la  Section  II,  les  forces  P,  Q,  R,  ...  seront  équivalentes  (')  aux  Irois 
forces  ^,  T,  4>  exprimées  par  les  formules 

do  ÔO  OQ 

et  dirigées  suivant  les  lignes  \,  (]>,  cp,  ou  seulement  suivant  les  élé- 
ments d\,  cl]^,  fZ-p,  si  quelques-unes  de  ces  lignes  étaient  circulaires. 
Ces  formules  peuvent  être  d'une  grande  utilité  dans  plusieurs  occa- 
sions, et  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  trouver  les  résultantes  d'une  infinité 
de  forces  qui  agissent  sur  un  même  point,  comme  l'attraction  d'un 
corps  de  figure  quelconque. 

9.  Soit  m  la  masse  d'un  corps  dont  chacun  des  éléments  dm  soit 
regardé  comme  le  centre  d'une  force  P  proportionnelle  à  dm  et  à  une 
fonction  /(/j)  de  la  distance  />;  en  faisant  f f{p)dp  =  Y{p),  l'élé- 
ment dm  donnera,  dans  l'expression  de  Z,  le  terme  — ~~dm,  dont 

l'intégrale  relative  à  toute  la  masse  m  sera  le  résultat  de  l'attraction  de 
cette  masse;  et,  comme  cette  intégration  est  indépendante  de  la  dilfé- 

(')  Nous  avons  remarqué  plus  haut  que  ce  théorème  est  soumis  à  des  restrictions.  L;i 
même  observation  s'applique  à  ki  eonchision  qu'on  en  déduit  ici.  f^oir  une  Noie  de 
M.  Poinsot  à  la  fin  du  "Volume.  (/.  Bcrtraiul.) 


I  •>(»  M  É  C  A  N  I O  l  K   A  NM.^  1'  I Q  U  E. 

l'ciilialiuii  relative  à  :,  on  pourra  (.loiinerii  l'iiité^n'ale  (Imit  il  s'aj^il  la 
forme  ^^[C  F( /)  )(^/ni,  de  sorte  (|ii'eii  l'aisaiil 


on  aura 


dl  dl  dl 

Z=z-Z,         W=—,         $=— , 
^'  d'\>  ()?' 

et  il  ne  s'agira  plu-  (jue  de  substilnr]'  an  lii'ii  de  /^  dans  la  Imn- 
lioii  V{p),  sa  valeur  exprimée  eu  lnuctiiin  des  ((KH-doiinées  (|ui  deler- 
niinenl  la  position  de  chaque  partieule  (/m  dans  l'espace  el  des  eocir- 
dniiuees  H,  'l,  o  du  point  attiré,  et  d'exécuter  ensuite  séparément 
l'intégiation  relative  aux  premiJ'res  et  les  dilierentialions  rtdalives  aux 
dei-nières. 

Dans  le  cas  de  la  nature,  on  a/i^/j)  =  — ;  donc  F(/^)  =  —  ->  el.  par 

conséquent,  -<  =  — X-     • 

Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  de  chaque  particule  r/m  du  corps;  on 
aura,  en  supposant  la  densité  de  celte  partieule  ex|)i'imée  par  1'  l'one- 
tion  de  a,  b,  c. 


donc 


f/m  =r  r  (la  db  de  ; 
n  V  lia  d h  de 


Or,  x,Y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  attiré,  on  a  (art.  l 


doue 


p-yJ{.r-aY-\-{y-hy+{z~  c)-; 
Yda  db  de 


^J(x  —  a 


^{x-af+(y-bY-t{z-cy- 


lU.  I.e  cas  le  j»lus  simple  est  celui  où  le  corps  allirant  esl  une 
sphère.  Dans  ce  cas,  en  faisant  V  —  i  et  supposant  le  centre  de  la 
sphi're  dans  l'origine  des  coordonnées  .r.  v.  ;  du  point   alliie,  mi  a 


m 


V/x'  M-  )'»    : 
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m   étant  la  solidité  de  la  s|)lù're,  (jii'on  sait  être  égale  à  ~^,  en 

prenant  a  jionr  le  rayon  et  -  ponr  le  rapport  de  la  eirconférencc  an 
diamètre. 

Si  la  densité  F  était  variable  dans  l'intérieur  de  la  sphère,  en  la  sup- 
posant fonction  de  a,  on  ferait  rn  =  ^Fr/— ^• 

On  peut  eneore  avoir  la  valeur  de  ^  lorsque  le  corps  attirant  est  un 
sphéroïde  elliptique,  dont  la  surface  est  représentée  par  ré(iualion 

«2       b-       £2  _ 
Xï  +  ïp  ^"  C^  —  ' ' 

A,  B,  C  étant  les  demi-axes  des  trois  sections  principales,  et  a,  h,  c  les 
coordonnées  rectangles  de  la  surface  prises  sur  les  trois  axes  et  ayant 
leur  origine  dans  l'intersection  commune  des  axes,  (|ui  est  le  centre  du 
sphéroïde.  Mais  l'expression  générale  de  cette  valeur  dépend  d'une 
formule  intégrale  assez  compliquée  et  par  laquelle  il  est  impossible 
d'avoir  il  en  fonction  de  oc, y,  z. 

Cependant,  si  l'on  suppose  que  le  sphéroïde  soit  peu  dillércnl  de  la 
sphère  ou  que  la  distance  du  point  attiré  au  centre  du  s|)héroï(le  soit 
fort  grande  par  l'apport  à  ses  axes,  on  [)eut  exprimer  la  valeui-  géucraic 
de  !S  par  une  série  convergente  délivrée  de  toute  intégration.  .M.  Laplace 
a  donné,  dans  sa  Théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  (  '  ),  une  très  belle 
formule  par  laquelle  on  peut  former  successivement  tous  les  termes  de 

V 

la  série  et  qui  montre  en  même  temps  que  la  valeui'  de  —■,  m  étant  la 

solidité  du  sphéroïde,  ne  dépend  (|ue  des  (juantités  W  —  \-  et  (?  —  A-, 
(|ui  sont  les  carrés  des  excentricités  des  deux  sections  qui  passent  [lar 
le  même  demi-axe  A. 

J'ai  trouvé  qu'en  partant  de  ce  résultat  et  faisant  usage  du  théorème 
que  j'ai  donné  dans  les  Mémoires  de  Berlin  de  1792-9^  (-j,  on  pouvait 


(')  \o\t  Mccaniijuo  cciextc,  t.  Il,  Livre  III,  ('.li;i|i.  I  et  II.  (./.  Jiertr/nul.) 

(2)  OEiHTCX  de  Lngrrtiigc,  t.  V,  p.  Gi'i. 

XI.  16 


1-22 


MKCWIOIK    \\  U  .^  TIOl  K. 


coiistiniii'  huit  il'iin  roup  la  sciir  ilmil  il  >-"a^il,  |iai'  Ir  scii!  (l(''Vi'I()|i|io- 

iih'iit  (In  railical 

I 


\'jc- -\-  y^ -i-  z*  —  2  by  —  2cs -h  b*-i-c'- 

siiivaiil  1rs  piiissancos  de  h  et  c,  en  no  conservant  (|uc  los  liM'nn-s  <|ni 
ciinlUMiMcnl  (les  |»nissanei's  paires  de  h  et  c  et  Iransforinant  chai  im  île 
CCS  lern)cs,  conjnic  \l/y-"'c-",  en 


[i.3.5...(2//t  — i)][i.3.5...(a«  — i)]lI(B'— A')'"(C--A')" 
3.7.;).  .  .(■tin  -+-  2/1  -h  3 ) 


ni, 


III  rl;iiil  la  sdlidilc  du  splicroïdc,  i|ni  est  exprimée  |)ar  ',-  Al}(". 

Ainsi,  pour  avoir  tout  de  snile  la  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  Y  et  ;,  on  fera 


/•  ;=  ^  .r--hy--+-  z- 


et  l'on  deveio|»pera  d'aixnil  le  radical  /■  —  2hy —  -^r:  -h  h'  -h  c')  ' 
snixaiit  les  pnissanci's  de  v.  r;  en  ne  retenaul  (jiie  les  puissances 
paires,  on  aura 


-H 


(/■'-■^b*-hc^y  (r-H-û'-Hc*)* 


(r'-+b'-+c*y 


On  devidojipera  ensuite  les  radicaux  (/" -h />'■  + c"  )  ",  ...  suivant  les 
puissances  de  />-,  e-,  et  l'on  transi'orniera  ces  puissances  en  puissances 
de  H"  A-,  ('.'  -  A-  par  la  loi'niide  donnée  ci-dessus.  De  celle  nianil're. 
si  Ton  l'ail,  poiif  phi-<  de  simplicité, 

r  et  /  étant  les  exeenli'icilés  îles  deux  ellipses  lorniées  par  les  sections 
ipii  passent  par  les  demi-axes  A.  iS  et  A,  (1,  on  aura  pour  ^  une  <'xpres- 
sion  en  série  de  celte  l'orme 
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dans  laquelle 

^,        I        e^-h/-    ,    ç)(e'-{-t')  +  6e-i'- 

/•        2.0/''                 8 . .) .  7  /■■' 

_    3e-         ()e''-i-3e-i- 

3<^         9«'-f-3e'-«^ 

2.;)/»             ^.7/- 

/•        -1     M 

1-2:$ 


On  n'a  poussé  l'approximation  que  jusqu'aux  quatrièmes  dimensions 
de  e  et  de  /;  mais  il  est  facile  de  la  porter  aussi  loin  qu'on  voudra. 

Si  le  sphéroïde  était  composé  de  couches  elliptiques  de  difi'érenlcs 
densités,  alors,  en  faisant  varier  dans  l'expression  de  —  les  quantités  A, 

B,  C  et  par  conséquent  aussi  e  et  i,  on  aurait  orf/I)  pour  la  valeur  de  ^ 

relative  à  ce  sphéroïde. 

Ayant  ainsi  la  valeur  de  —  en  fonction  des  coordonnées  rectangles  ;f. 

y,  :■  du  point  attiré,  on  aura  immédiatement,  par  la  dilférentiatioii, 

01    àl    dl      ■ 
les  forces  -r->  3-,  ^-  suivant  ces  coordonnées,  dues  à  l'attraction  totale 
</J7    aj    o: 

du  sphéroïde. 

Et  si,  au  lieu  des  coordonnées  a:,  y  et  :■,  on  prend  le  rayon  /•  avec 

deux  angles  ij.  et  v  tels  que  l'on  ait 

d"  =; /•  cos ;jL,         1' = /■  siny- sinv,         ;  =r /■  sin;ji  cosv, 

on  aura  l'attraction  du  sphéroïde  décomposée,  dans  le  sens  du  rayon  / 
qui  joint  le  point  attiré  et  le  centre  du  sphéroïde,  perpendiculairement 
à  ce  rayon  dans  le  plan  qui  passe  par  le  demi-axe  A,  et  perpendicu- 
lairement au  même  rayon  dans  un  plan  parallèle  à  celui  qui  passe  pai' 


12'.  MI-.C  WIOI  F.    \\  \I  ^Tlul  i;. 

1rs  (l(Mlli-;iXfS  15  ri  ('.,   |);ir  les  trois  ililliTcllliclIrs  |i;i  i  I  iflIi'S 

01  i  ,11  I       ,11 

Or  r  (J|j.  /  siiifjt   O'J 

(]('S  foriinili's  sont  siirtoiil  utiles  (l;iiis  l.i  llirniic  ilf  hi  ti_L;iiii'  de  l;i 
Ti'iro. 

CHAI'IïiU-:   II. 

i>K  i.'i  (,11  ii.iRiiK  m:  l'i.isiKiits  Kiiiir:i;s  aim'i.kji  ri>    v  in  svsïkMK  de  corps,  (UiNSinftRts 
(innii:  DIS  roiMs  kt  Lifis  kmhi-  v.w  tau  des  fils  oi    i'mi  di:s  vkikiks. 

II.  (jiiclk's  (|ii('  soient  U'S'forcos  (|ni  ;iL;isseiil  sur  ili;H|n('  corps, 
nous  avons  \n  ci-dcssiis  (art.  7)  eomnienl  on  peut  tonjonis  les  réduire 
il  trois,  X,  V,  Z.  dirigées  sni\:nil  les  trois  coordonnées  rcclani^lcs  .r, 
V,  :  dn  même  corps  et  tendantes  ii  diminnei'  ces  coordonnées. 

.Nons  snpposcrons  donc,  ponr  pins  de  simplicité,  ici  et  dans  la  suite, 
que  toutes  les  forces  extérieures  (jui  agissent  sur  nn  même  point  soient 
l'éduites  à  ces  trois,  X,  Y,  Z.  Ainsi  la  somme  des  moments  de  ces  l'oi'i-es 
sei"i  exprimée,  en  général,  pai-  la  lormnle 

\  d.r  -r-  \  dy  -i-  '/./h; 

par  e(ins(''(|neiil.  la  somme  totale  des  moments  de  toutes  les  l'orci's  dn 
systi'nic  sera  expi-imee  par  la  somme  d'anlaiil  île  l'ormiiles  si'iiddaliles 
ijn'il  V  ania  di'  eor|)s  on  jMiinls  midiiles.  en  manpnint  |iai'  iiii.  denx. 
trois,  . . .  traits  les  (|iiantiles  (|ni  se  ra|)porten!  aux  dill'ei'ents  eoips  i|ne 

nous  nommerons  premiei-,  denxii'nie,  IroisiiMne 

De  celte  manii'r'e,  cm  aura  donc,  pour  la  somme  des  moments  dm 
lorees  qui  agissent  sur  trois  on  sui'  nn  pins  giand  nomhre  de  e(iip>.  la 
qnanllle 

\'f/a;'-i-\'<lr'-h7Jth'-i-\'(l.r-  +  Y%/."  +  Y.' th' 

H-  X"  d.r"  +  ^  "  */)■"  ■+■  r  dz"  +  ...: 

el  il  ne  s'agira  pins  (pie  de  chereher  les  e(|naliims  de  eiimlili<m 

L  — n,  Mo.  N    -o, 

lesnltaule^  de  la  nature  dn  prohlcMne. 
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Avant  L,  ^F,  N,  ...  ou  seuleniciit  leurs  différentielles  en  fonrtions 
lie  .r',  y-',  z',  .z",  ...  et  prenant  clos  coefticicnts  indéterminés  X.  a. 
V,  ...,  on  ajoutera  i»  la  quantité  précédente  les  termes 

).  f/L  +  iJ.  ^/.M  4-  V  f/N  + . . . , 

et  l'on  égalera  ensuite  séparément  à  zéro  les  membres  affectés  de  clia- 
cune  (les  différences  dv',  dy' ,  dz' ,  da",  . . .  (Sect.  IV,  art.  .")). 

t;  I.    —    De  l'équilibre  de  trois  ou  plusieurs  corps  attaches  à  un  /il 
inextensible  ou  extensible  et  susceptible  de  contraction. 

12.  Considérons  premièrement  trois  corps  attachés  fixement  à  un  lil 
inextensible;  les  conditions  du  problème  sont  que  les  distances  entre 
le  premier  et  le  deuxième  corps,  et  entre  le  deuxième  et  le  troisième, 
soient  invariables,  ces  distances  étant  les  longueurs  des  portions  de  til 
interceptées  entre  les  cor})s. 

Nommant  /'la  première  de  ces  distances  et  g  la  seconde,  on  aura 

|)Our  les  équations  de  condition  ;  donc 

clL  =  clf,        ,l\\  =  dg, 

et  l'équation  générale  de  l'équilibre  des  trois  corps  sera 

X'  dx'  H-  Y  d/  -^  Z'  dz'  +  \"  dx"  +  Y"  dy"  +  Z"  dz" 

-h  X'"  dx'"  +  Y'"  dy'"  -h  Z'"  dz'"  -H  l  df  +  ;x  dg  =  o. 

Or  il  est  visible  qu'on  aura 


y  =  ^/{x"  -  ,r-')^+  (.,•"  -  y'f+{z"  -  z'r , 
g  =  v/(.r"'-  ,r")*+  (f'-fy-^  (z'"~z"y  ; 

donc,  en  différentiant, 

(.z"  —  x')  (dx"  —  dx')  -h  iy"  —  y')  {dy"  —  dy')  -+-(;"—;')  (dz"  —  dz') 


'If^ 


f 


_  {x'"-x"){dx"-  dx"  )  +  (.,•'"  -  y"  )  (  dy"  -  dy"  )  H-  (  z'"  -  z")  {dz'"  ~  dz 
"é r; 
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MECAMMl  i:   \N  Kl.\  Tiuri: 


rcs  v;ilt'iirs  ('taiil   substilui-t-s,  (ni  Miira   les  iiciil'  i'()iiiilii>iis  siiiv;iiil(s 
|M)iii   li's  liinililioiis  (le  l'(''(niililir('  <lii  til 


\'  —  /. -. —  =  o, 


.  ,         .    I    —  V 

1      —  A  : -. =  O, 


T  -"/ 


.T    —  .1' 
X"  -H  /  T. 


-H- 


V+l-^--^-^lx-- 


V  +). 


-r 

— 

./■ 

*r 

O 

.'•'" 

— 

y 

f 

8 

-»• 

— 

*• 

f 


o. 


o. 


=  o; 


y"  _  Y' 
U  : i —  1=  O, 


vr  4-  Il  ■ 


:o; 


l'I  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  de  ces  équations  les  deux  inconnues  A 
cl  ;j. ;  rc  (|iii  pciil  sc  faire  de  plusieurs  manières,  lesi|uel!es  fourniront 
au>>i  des  équations  différentes,  on  présentées  dilféremnienl .  pour 
ré(|uililir('  (l(■-^  Iniis  corps  attachés  au  til  :  nous  idioisirous  celle  cpii 
paraîtra  la  plus  simple. 

On  voit  d'aliord  que,  si  l'on  ajcnitt;  respectivement  les  lroi>  pi'cmii'res 
é(|ualioiis  aux  trois  suivantes  l'I  aux  liois  dcruii'res.  ou  idilicul  ces 
Irois-ci,  délivrées  des  incuniiues  /.  et  u, 

X'+X"  +  X"  =  ... 

V  -t-  V  -+-  V  =:  .), 

//  ^  '/:  h  vr  :-  o. 


les(|uellcs   uiiiiili'cul    que   la   somme   di-   toutes   les    lorcc^    parallides  ii 
cliacun   des   Irois  axes   des  coordonnées  di>il   élic  nulle,  cl   ue  -oui 


/ 

Y" 

-H  Y'" 

'  +  ■/ 

y"  — 
f 

y' 

Z" 

+  /.'" 

+  "/ 

-Il 

^ 
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(|iriin  cas  particulier  des  équations  générales  trouvées  dans  la  Sec- 
tion m,  §  I. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  quatre  autres  équations;  pour 
cela,  faisant  abstraction  des  trois  premières,  j'ajoute  respectivement 
les  trois  du  milieu  aux  trois  dernières;  j'ai  celles-ci,  oîi  u.  ne  se  trouve 
plus, 

x" r' 

o. 


:  O, 


l't  ([ui,  par  l'élimination  de  k,  donnent  les  deux  suivantes  : 

Y"  -H  Y'"  -  ■''„~''','  (  X"  +  X'"  )  =  o, 

Z"  +  r  -  ^;=-^  (  X"  +  X'"  )  =  o. 

Entin,  considérant  séparément  les  trois  dernières  équations  (|ui  com- 
(iennent  [x  seul  et  éliminant  u,  on  aura  ces  deux  autres-ci 

\"' 1 ■'      V"—  o 

■  »/ Il  -^    —  "> 

_w _// 

7J"  —  ^, ^X"'=o. 

("es  sept  équations  [')  renferment  les  conditions  nécessaires  [lour 
l'équilibre  des  trois  corps  et,  étant  jointes  aux  équations  de  condition 
y  et  g  égales  à  des  (juantilés  données,  suffisent  pour  déterminer  la 
position  de  chacun  d'eux  dans  l'espace. 

(M  11  est  à  jK'ino  besoin  de  faire  observer  que  ces  sept  équations  sont,  en  quelque  sorte, 
évidentes  a  priori,  et  qu'on  pourrait  les  écrire  sans  recourir  au  principe  des  \itesses  vir- 
tuelles. Mais  le  but  de  Lagran.Lco  n'est  pas  de  traiter  chaque  question  particulière  de  la 
manière  la  plus  simple  :  il  veut  seulement  montrer  comment  on  peut  se  dispenser  d'un  rai- 
sonnement spécial  à  chaque  cas,  et  réduire  la  Statique  à  un  simple  mécanisme  de  calcul. 
Lagrange,  du  reste,  n'a  jamais  dit  ni  prélendu  dire  qu'il  fût  convenable  d'aborder  ainsi 
l'étude  de  la  Mécanique.  ( /.  Bertrand.  \ 
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l;{.   Si  le  lii,  supposé  toujours  iuexlciisiljlf,  cliiil  ili;iri:i''  ilr  (|ii;iln' 

roips,  tirés  respectivement  |)ai'  les  loices  X  ,  V.  7.  ;  X  ,  \  ,  Z'  ;  X 

suivant  les  ilirections  des  trois  axes  des  cooiilnniiécs  rectani;les.  (ni 

trouverait,   par  des  procédés  semblables  (in'il    nie   parait   imitilc   de 

r'épétei',  b'S  neuf  équations  suivantes  pour  re(]uilil)r('  de  (•(•>  (|iiatrf 

corps  : 

X'  +X'  +X"'  +X"  =  o, 

Y'  +Y'  +¥"■  +Y"=o, 

Z'    -hZ"    -hZ"    h-Z"-  ::=0, 


Y"    -+-  Y"   -r-  Y' 

Z"    +Z"'  -+-Z' 


)'■  —  )•' 


(X-'+X'+X")  ^o, 


L.(X"+x'+X")  =  o, 


V"  +  V'v -  2__Z_  (X"  +  X"  )  =  o. 


Z'"   -hZ'v. 


-,(X"'4-X-)=.o, 


(M      -  »■ 


o, 


X'>  =  o. 


Fi  ol  lacilc  iiiainiciiani  d'elcndrc  rdtc  MdtilKiii  ii  ud  !iiiiiil)n'  de 
i'nr|)s  (jn'on  vendra,  cl  même  au  cas  de  la  liinicnlain'  (Ui  rliaiiiellc: 
mais  nous  Irailerons  ce  cas  en  |)arlicniier,  par  la  mcllioiK'  cxitosée 
daM>  le  i;  Il  di'  la  Section  précédente. 


II.  On  aurait  une  soliiiioii  |)liis  simple  ii  (|uel(|nes  éijarils.  si  l'on 
inti'dduisait  d'abord  dans  le  calcul  l'invariabilité  des  distances/",  j,' 

.\insi,  en  se  bornant  au  cas  de  trois  c()r|)s  et  nommani  i.  i  les 
angles  (|ue  les  lignes/,  :;  Ibnl  avec  le  plan  des  .r,  v,  cl  -^,  o  les  ani;lcs 
i|ue  les  |)rojections  de  ces  lignes  sur  le  même  plan  l'ont  a\cc  l'axe  des 
■  V,  on  aura 


A-"  —  .r' zz / CCS 9  eos'l,         .)'  — j' =/siM9  cos']/, 
/■     "  .f''=.^eos9'cos.!/',         i '"— r"— i' sinç'cosi^', 


_/siir|. 
•=i-siirV. 
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Substituant  les  valeurs  de  se",  y",  z",  x'",  y'",  z"  tirées  de  ces  équations 
dans  la  formule  générale  de  l'équilibre  de  trois  corps 

X'  dx'  H-  Y'  df  +  Z'  dz'  +  X"  dx"  4-  Y"  df  +  Z"  dz" 

+  X'"  dx'"  -t-  Y'"  df"  -H  Z'"  dz"  =  o, 

en  faisant  varier  simplement  les  quantités  x',y' ,  z  ,  ç,  a^' ,  '^,  vj/',  doni 
les  variations  demeurent  indéterminées,  et  égalant  séparément  à  zéro 
les  quantités  multipliées  par  chacune  de  ces  variations,  on  aura  les 

sept  équations 

X'-i-X"+X"'=o, 

Y'  H-  Y"  +  Y'"  =  o, 

Z'  +  Z"  +  Z'"  =  o, 

(X"-H  X'")  sin©  —  (Y"+  Y'")  coscp  =  o, 

X"'sin(p'- Y"'coscp'=o, 

(X''-,-  X'")  coscp  sin'l  +  (Y"+  Y'")  sinœ  siiv]>  —  (Z"+  Z'")  cos'^  =  o, 

X"'costp'  sin'|/'+  Y'"  siiicp' sini|'  — Z'"  cosd/'=o, 

dont  les  cinq  premières  coïncident  immédiatement  avec  celles  qu'on  a 
trouvées  dans  l'article  12  par  l'élimination  des  indéterminées  A  et  \x, 
et  dont  les  deux  dernières  s'y  réduisent  facilement,  en  éliminant  les 
Y",  Y"  par  le  moyen  de  la  quatrième  et  de  la  cinquième. 

Mais,  si  de  cette  manière  on  parvient  plus  directement  aux  équations 
tinales,  c'est  qu'on  a  employé  une  transformation  préliminaire  des 
variables,  laquelle  renferme  les  équations  de  condition;  au  lieu  qu'en 
employant  immédiatement  les  équations  avec  des  coefficients  indéter- 
minés, comme  dans  l'article  12,  la  solution  du  problème  est  réduite  à 
un  pur  mécanisme  de  calcul.  De  plus,  on  a,  par  ces  coefficients,  la 
valeur  des  forces  que  les  verges/ et  g  doivent  soutenir  par  leur  résis- 
tance à  s'allonger,  comme  on  le  verra  ci-après. 

15.  Si  l'on  voulait  que  le  premier  corps  fût  fixe,  alors  les  diffé- 
rences dx' ,  dy ,  dz'  seraient  nulles  et  les  termes  affectés  de  ces  dilfé- 

XI.  17 


\-M) 
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l'ciicos  (lisparaitraifiil  ircux-inriiic?-  dans  Iftiiialion  générale  di'  ré(|iii- 
lilti'c.  Ainsi  les  lioi^  (■(|IKi1ii>iis  de  l'iiilicli'  12.  savdir 


\' 


Y' 


raiiiaiciil  |i(iiiil  lieu;  dunc  les  ('i|iuilii)ns 
X'-h  X"-!-  X"'=  ..,        Y'  -1-  \   -,-  ^  '  -- 


Z'  -  }. 


Z'+Z"-i-Z'" 


n'aiiiaii'iit  pas  lieu  non  pins,  mais  lonli's  les  antres  demenreiaienl  li-s 
mêmes,  (^e  cas  esl ,  comme  l'on  voit,  cidni  où  le  (il  sciait  attailié 
lixeinciit  par  une  de  ses  extrémités. 

lit,  si  le  fil  était  attaché  par  ses  deux  extrémités,  alors  on  aurait  non 
seulement  f/.x'  =  o,  dy'-=o,  rfs'=o,  mais  aussi  (I.i'"=o,  dy"  =  u, 
d:"'^n;  et  les  termes  adectés  de  ces  six  dillerenccs  dans  rétjualion 
générale  de  l'équilibre  disparaîtraient  et  feraient,  par  conséquent,  dis- 
paraître aussi  les  six  é(|uations  parlii  iilii'res  (]iii  en  dépendent. 

ivn  ij;énéral,  si  les  deux  extrémités  du  til  n'étalent  pas  tout  à  l'ail 
lii)res,  mais  (|n'(dles  l'nssent  attachées  à  des  points  nioliiles  suivant 
nue  loi  donnée,  cette  loi,  exprimée  analyti(|uenu'nl .  donneiiiit  une  ou 
plusieurs  équations  entre  les  diU'érencesr/j;',  dy',  d:',  (|ni  se  i;ipportenl 
au  premier  corps,  et  les  dilTérences  dx'",  dy'",  dz'".  qui  se  lapporteiil  au 
derniei';  et  il  l'andrait  ajouter  ces  équations,  niulli|)liecs  chacune  par 
lin  nouveau  coel'licient  indéterminé,  à  lÏMiuation  générale  de  l'équi- 
lihre  trouvée  plus  hani;  ou  hieii  on  substituerait  dans  cette  é(|uation 
générale  la  valeur  d'une  ou  de  plusieurs  de  ces  dili'érences  tirée  îles 
équations  doni  il  s'ai^il.  <•(  l'un  égalerait  ensuite  ii  /.ero  le  coel'li- 
lient  de  (diacnne  de  celles  (|ui  icslent.  ainsi  (ju'on  l'a  l'ail  ci-dessus 
(art.  I  i  ).  lloniuie  cela  n'a  aiuiine  dirticnlle.  nous  ne  ikmis  y  arrétcrcnis 
pas. 


I(>.  l'oiu'  connailre  les  forces  qui  proviennent  de  la  reaction  du  til 
sur  les  dilferenis  corps,  il  n'y  aura  (in'ii  faire  iisai;c  de  la  nii'lliodc 
donnée  pour  cet  olijet  ilaiis  la  Section   précédente    art.   .">  . 
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On  considérera  donc  que  l'on  a,  dans  le  cas  présent, 

y.   ^^.^  (■^"-■^')  {d.r'-da:')  +  {y'-Y')  {d/'-df)  +  {z"~z')  {dz"-dz') 
^jyi  ^  ^„  ^  (x'"-  .r")  {d.r:"'-  d.r")  -+-  {,}'"'-/')  (d/"-  dy")  +  {z'"—  z")  {dz'"-  dz) 


Donc  : 

i"  On  aura,  par  rapport  an  |)reniiei-  corps  dont  les  coordonnées  sont 

•3"'.  y,  :■'■, 


donc 


Ainsi  le  premier  corps  recevra  par  l'action  des  autres  une  force  égale 
à  A  et  (lon(  la  direction  sera  perpendiculaii'e  à  la  surface  représenté!' 
par  l'équation  dL  =  f//'=  o,  en  y  faisant  varier  simplement  r',  v',  z' ; 
or  il  est  visible  que  cette  surface  n'est  autre  chose  qu'une  sphère  dont 
le  rayon  est  /et  dont  le  centre  répond  aux  coordonnées  .r",  y,  z";  par 
conséquent,  la  force  X  sera  dirigée  suivant  ce  même  rayon,  c"est-ii-dire 
le  long  du  fil  qui  joint  le  premier  et  le  second  corps. 

2"  On  aura  de  nième,  par  rapport  au  second  corps  dont  les  coordon- 
nées sont  r",  y,  z", 

()L        .r"—.r'  ,)L        )•"— r'  àL        z"-z' 


dL 

a:"  — 

œ' 

,)L             y" -y'           dL            z"~-z' 

djc' 

/ 

ôy'  ^            ./•      '          dz'  -           f      ' 

'i<^^y^ 

(^-hV 

. 

i  àL\-_  v/(x"  —  œ'Y  -H  (y"  — y  y-  H-  (z"  —  z'Y 

de'  f  dy"       ■   f  dz"  "      /     ' 

donc 


4  /f^^'Y,  /'^^-^^  fdLY-_^(a-"-.T'r+{y-y)^  +  {z"-z'y^  _ 

V  W'J    W'J    \à=")  -  f  -'• 

d'où  il  s'ensuit  ([ue  le  second  corps  recevra  aussi  une  force  A  dirigée 
perpendiculairement  à  la  surface  dont  l'équation  est  dL  =  f//=  o,  en 
faisant  varier  x",  r",  z" ;  cette  surface  est  de  nouveau  une  sphère  dont 
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le  rayon  est  /,  mais  doni  le  (l'iitri'  ■•('■poiKlra  aux  coordonnées  a-',  y',  :■' 
ilu  iHi'iiiicr  ((ii'iis;  par  r()nst''(|tifiit,   la  lorco  A  (]ui  ai;il  sur  le  second 
corps  sera  aussi  dirigée  suivant  le  lil/(|ni  jniiil  ce  corps  au  |ircniier. 
3"  On  aura  encore,  par  rapport  au  second  corps, 

ô.r'  ~  g      '         ày"  "  g      '         Oz'  ~  g     ' 

donc 

/Tmv 


/fâMy     /âUY     /dM\- 


Dp  sorte  que  le  second  corps  sera  poussé  de  |)lus  par  une  force  égale 
à  u.,  dont  la  direction  sera  perpendiculaire  à  la  surface  représentée  par 
l'équation  dg  =  o,  en  faisant  varier  x",  y",  z";  cette  surface  n'étant 
autre  chose  qu'une  sphère  dont  le  rayon  est  ^s  il  s'ensuit  que  la  dircc- 
lioii  de  la  force  u.  sera  suivant  ce  rayon,  c'est-à-dire  suivant  le  fil  (jui 
joint  le  deuxième  corps  au  troisième. 

On  fera  le  même  raisonnement  par  rapport  aux  autres  corps  et  l'on 
eu  tirera  des  conclusions  semblables. 

17.  Il  est  évident  que  la  force  \  produite  ilans  le  picmier  corps, 
suivant  la  direction  du  lil  qui  joint  ce  corps  au  suivant,  et  la  force 
égale  à  a,  mais  directement  contraire,  qui  agit  sur  le  deuxième  corps 
suivant  la  direction  du  même  til,  ne  peuvent  être  que  les  forces  (|ui 
résultent  de  la  réactitui  de  ce  til  sur  les  deux  corps,  c'est-à-dire  de  la 
tehsion  que  souffre  la  portion  du  til  interceptée  entre  le  premiei'  l'i  le 
deuxième  corps,  de  soile  (|iie  h'  coetficienl  A  exprimera  la  (|uaulilc  de 
cette  tension.  De  tiiéme  le  coel'licient  a  exprimera  la  li'nsion  de  la  |»or- 
lion  (In  lil  inlerceplée  enli'c  le  deuxième  et  le  li'oisii'Uie  corps,  el  ainsi 
de  suite. 

Au  reste,  on  a  supposé  lacilemi'nl.  dans  la  solution  du  problème 
dont  il  s'a!i;il,  (iiie  ehaque  portion  du  111  élait  non  seulenieni  inexlen- 
sible,  mais  aussi  raide,  en  soi'Ie  (|u'tdle  conservail  toujours  la  même 
lon^'ueur;  par  eonsê(|ucul,  les  forces  A,  a.  ...  n'exprimeront  les  len- 
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sions  qu'aiitaiit  qu'elles  seront  positives  et  tendront  à  rapprocher  les 
corps;  mais,  si  elles  étaient  négatives  et  tendaient  à  les  éloigner  l'un 
de  l'autre,  alors  elles  exprimeraient  plutôt  les  résistances  que  le  tîl 
doit  opposer  au  corps  par  le  moyen  de  sa  raideur  ou  incompressi- 
bilité. 

18.  Pour  confirmer  ce  que  nous  venons  de  démontrer  et  pour 
donner  en  même  temps  une  nouvelle  application  de  nos  méthodes, 
nous  supposerons  que  le  fil  auquel  les  corps  sont  attachés  soit  élas- 
tique dans  le  sens  de  sa  longueur  et  susceptible  d'extension  et  de 
contraction,  et  que  F,  G,  . . .  soient  les  forces  de  contraction  des  por- 
tions du  fil/,  g,  ■  •  ■  interceptées  entre  le  premier  et  le  deuxième  corps, 
entre  le  deuxième  et  le  troisième 

Il  est  clair,  par  ce  qu'on  a  dit  dans  l'article  9  (')  de  la  Section  II, 
(jue  les  forces  F,  G,  .  . .  donneront  les  moments  ¥  d/-h  Gdg  -h 

Il  faudra  donc  ajouter  ces  moments  à  ceux  qui  viennent  de  l'action 
des  forces  étrangères,  et  que  nous  avons  vus  plus  haut  (art.  II)  être 
représentés  par  la  formule 

X'  dx'  -h  Y'  dy  -f-  Z'  dz'  -+-  X"  dx"  +  Y"  dy"  +  Z"  dz" 

-+-  X'"  dx'"  +  Y'"  dy'"  +  Z'"  dz'"  +  ._,., 

pour  avoir  la  somme  totale  des  moments  du  système;  et,  comme  il  n'y 
a,  d'ailleurs,  aucune  condition  particulière  à  remplir  relativemont  ii 
la  disposition  des  corps,  on  aura  l'équation  générale  de  l'équilibre  en 
égalant  simplement  à  zéro  la  somme  dont  il  s'agit;  cette  équation  sera 
donc 

X'  dx'  -f-  Y'  dr'  +  Z'  dz'  H-  X"  dx"  -t-  Y"  df  +  Z"  dz" 

-+-  X'"  dx"  +  Y"  dv'"  +  Z'"  dz'"  +  ...^Vd/+Gdg+...  =  o. 

Substituant  les  valeurs  de  df,  dg,  ...  trouvées  ci-dessus  (art.  12) 

(')  Il  vaut  mieux  renvoyer,  pour  l'évaluation  de  ces  moments,  à  l'article  i  de  la  Sec- 
tion II;  on  y  trouvera  la  démonstration  du  résultat  indiqué  ici.  Quant  à  l'article  9,  nous 
avons  fait  remarquer  qu'il  suppose  l'emploi  d'une  locution  détournée  qui  n'est  pas  sans 
inconvénients.  (/.  Bertrand.) 


i:?V        ,  MKCVMOli:  AN  vLVTion:. 

c[  cyalaiil  à  zoro  la  soinine  des  termes  alleclés  de  chacune  des  dillé- 

rencos  d.r',  dy' on  aura  les  é(|iiati()iis  suivantes  |iniir  ré(|iiililii'e 

(In  lil  dans  le  eas  dont  il  s'agit 


p.r"  — a?' 


/     -F-^=:0. 


r"  —  v' 


Z    -^  F 


g:^ 

5' 

X 

o. 

G^ 

^ 

.y 

— 

o. 

-W 

_/' 

G  — 

— 

— 

= 

0, 

1-" r 


Y'"  -<-  G  -^ ^  =  o. 


Z'"  +  G  • 


ies(jnelles  sont  analogues  à  celles  dn  inétne  aitiele  pour  le  cas  oii  le  til 

est  inextensible  et  donnent,  par  la  comparaison,  >,  =  F,  \x  =  G 

D'dii  l'on  voit  (|iie  les  (luanlités  F,  (■,  ...  ('),  (|ui  cxpiiiiiciil  ici  les 
forces  des  fils  supposés  clasti(|ues.  sont  les  niènics  (|U('  rellrs  (|iie  nous 
avuiis  tr'onvées  ci-dessus  (art.  16),  pour  exprimer  les  forces  des  mrmcs 
iils  dans  la  siipposilimi  (|u"ils  soient  inexiciisildes. 

I'.).  Reprenons  encore  le  cas  d'un  iil  inextensible  (  liaigé  de  trois 
corps,  mais  supposons  en  même  temps  (pie  le  corps  ilu  milieu  j)nisse 

(')  il  csl  évident,  a  priori,  (ni'il  tjuii  en  èlro  ainsi;  et,  si  l.aj,'rangp  s'est  abstenu  de  lo 
laire  rcnianinor.  c'est  puni'  la  raison  inill<|née  pins  liant  (art.  12).  On  comprend,  en  clTel. 
ipi'nne  fois  léipiililire  élalili.  le  iil  ayant  pris  nnc  certaine  loMf;uenr  (pii  ne  varie  pins,  pen 
importe  ipie  celle  loiifinenr  soit  ou  ne  soll  pas  assnjellie  à  denienrer  conslanle. 

I  y.   Hcrlraiiil.  ) 
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couler  le  long  du  til;  dans  ce  cas,  la  condition  du  problème  sera  (|ui'  la 
somme  des  distances  entre  le  premier  et  le  deuxième  corps,  cl  entre 
le  deuxième  et  le  troisième,  soit  constante;  ainsi,  nommant,  coinnic 
ci-dessus,  /et  i;- ces  distances,  on  aura  /+ 5' =  const.  et,  par  consc- 
(|uent,  (\f+  dg  =  o. 

On  multipliera  donc  la  quantité  diflerentielle  <"//  +  <lg  par  un  coelti- 
cicnt  indéterminé  X,  et  on  l'ajoutera  à  la  somme  des  moments  des  dil- 
l'érentes  forces  qu'on  suppose  agir  sur  les  corps,  ce  qui  donnera  celle 
c(|uation  générale  de  l'ccjuilibre 

X'  dx'  +  V  d/  +  Z'  dz'  +  X"  da-"  +  \  "  dv"  H-  Z"  dx" 

•  +  X'" dx'" 4-  V "■  <•/,.'"'  +  Z'" dz" -^l(^df+dg)^o; 

d'oii  (en  substituant  les  valeui's  de  df  ei  dg  et  égalant  à  zéro  la  somme 
des  termes  affectés  de  chacune  des  différences  dx' ,  dy',  . . .)  on  lirera 
les  équations  suivantes  pour  l'équilibre  du  fil 


X'  _  l  ^    ,.  -^  ^  o, 


./■ 


Y'  -  >,  ■■ 


/ 


=  o. 


Z'  ->. 

X"  + 1 
Y"  +>.( 
Z"  +  >. 


y 

x"  —  x 

/ 

y"-r 


=  0, 


y"'—  >" 


^)=. 


/ 


^  o, 


=  0, 


X"'+l- ^=0, 


=  0, 


Z'" 


1=0, 


dans  lesquelles  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  l'inconnue  A. 


\Mj  mécamqii:  vNM.Mion-:. 

On  Vdil  par  lii  cmiiiiiciil  il  l'aiidrail  s'v  |ircii(li'c,  s'il  \  avait  un  pins 
i;ran(l  n(inil)ri'  dr  corps  dont  les  nns  rnsscnt  atlaidiés  fixement  an  til  rt 
diinl  les  autres  y  pussent  couler  librement. 

î;  II.   —  De  /'équilibre  de  trois  ou  plusieurs  corps  attachés  à  une  reri^e 

inflexible  et  raide. 

20.  Supposons  maintenant  (jne  les  trois  corps  soient  unis  par  une 
verge  inflexible,  en  sorte  qu'ils  soient  obligés  de  garder  toujours  entre 
eux  les  mêmes  distances;  il  faudra,  dans  ee  cas,  (jue  l'on  ait  non  seu- 
lement (lf^=  o  et  dg=^o,  mais  que  la  difrérentielle  de  la  distance  entre 
le  premier  et  le  troisième  corps,  que  nous  désignerons  par  h,  soit  aussi 
nulle;  par  conséquent,  en  prenant  trois  coefficients  indéterminés,  /., 
a,  V,  ou  aura  cette  équation  générale  de  ré(|uilibrc 

\'  dy  H-  Y'  <•/)•'  +  /;  dz'  ■+-  \"  dx"  H-  Y"  dy"  -t-  Z"  dz" 

+  X'"  dx'"  4-  Y'"  dy  H-  Z'"  dz"  +  >.  df  -^^  dg  -^  v  dli  =  o. 

Les  valeurs  de  c//'et  df;^  ont  été  déjà  données  ci-dessus;  à  l'égard  de 
celle  de  d/i,  il  est  clair  (|n'on  aura 

/i  =  \/{œ"'-x'y+  (j-"'-  r')*-i-  (5"—  z')'- 

et,  par  conséquent, 

(x"'-x')  (dx"'-dx')  -V-  l  y'"-  y')  {dv" -^  dy')  -t-  ( z"' -  z')  i^dz'"—ds') 

ail  = ' ■ — ;    ' • 

/( 

Faisant  ces  substitutions  et  égalant  ii  zéro  la  somme  des  termes  alléctcs 
de  cbacuue  des  difl'érences  d.v',  dy,  ...,  un  aura  ces  neuf  é(|ualions 
particulières 

\'-l—^-.—j—=0, 

.-,    .  v"-  r'      y" -y 

,.,  .3     3  S      —   o 
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,-„       .,  x"  —  X'  x"'—x" 

\    -+-  A  -y. [1.  =:  O, 


\    +  A  ^ -H M  ■ ■—  —  o. 


Z"  +  >.  "     ,.~    -  l>- —  =  o, 


/■ 

r"- 

y 

f 

-1' 

f 

x'"  — 

x" 

éf 

y"'_ 

y" 

.? 

.»/  

X"'+  u- ^^  4-  V  j^—  =  o, 

Y'"  +  p. -^ 1-  V  '^  ..  -^    =  o. 


y-'"  +  /^^^-:r^  +  '^  ^Sr-  =  «' 


d'où  il  faudra  éliminer  les  trois  inconnues  indéterminées  A,  la,  v,  en 
sorte  qu'il  ne  restera  que  six  équations  pour  les  conditions  de  l'é- 
quilibre. 

21.  D'abord  il  est  clair,  par  la  forme  même  de  ces  équations,  (ju'cii 
ajoutant  respectivement  les  trois  premières  aux  trois  suivantes  et  en- 
suite aux  trois  dernières,  on  obtient  sur-le-champ  ces  trois  équations, 

délivrées  de  A,  ijl,  v, 

X'+X"-+-X"'=o, 

Y'4- Y"-)- Y"'  =  o, 

yj  +z"+  z"'  =  o. 

Hien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  encore  trois  autres  équations 
par  l'élimination  de  X,  [x,  v  ;  mais,  pour  y  parvenir  de  la  manière  la 
])lus  simple  et  la  plus  générale,  je  commence  par  déduiie  des  équa- 
tions de  l'article  précédent  ces  neuf  transformées 

,  y'x"-x'y'  y'x"'-x'y" 

X      Y      —\X     /. ^ V ; = =  O, 

II 

's'    ~  l'  x'  —  l    ~ V     ; =  O, 


f 

z' 

'x" 

— 

x' 

'  ^i' 

f 

„J 

•  y> 

— 

y' 

Y'  -  -  l'y  - 1  --~^^^  -  V  -^^-Tr-"-^  =  «' 

XI.  i8 
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,.,    „      ,    v'.r'— .r'r'  v*^'— ^')'' 

\  )    ~^  J-'  ■+■  l > — ■ !J. ■—  =  o. 


\-z''-Z\Y'''i-\x 


S 

z'  x" 

— 

x' 

'  -« 

s 

z'  )•" 

— 

)•' 

^" 

y 

.r".r" 

'— 

x\ 

.r" 

s 

z'x" 

— 

x' 

-/" 

s 

."    y^ 

— 

f 

-W 

5"j;    —  X  z- 
V- =  o. 


8 

z"  y"  —  v" 


=  0, 


Xy-  \''x"+  fi  ^ ■—  -h  V  ^  ■'^ 


.0, 


X'-z"-  Tx^+ix—- =-^  H-  V  ~  ■'■ 


=  0, 


V  -^^^^ j-^ =0, 


i('S("|ii('lles  étant,  comme  l'on  voit,  ;iii;ilogiics  aux  (''quatioiis  primitives, 
iloimeroiil  ile  la  mèiiic  iiKiiiii^'i'e,  par  la  simple  addition,  ces  trois-ei  : 

\y'  -  \'x'  -+-  xy"-  \''x"-h  \y-  \''x''=  o, 

\'z'  -  Z'x'  -+-  XV-  ZV  +  X"-'"  —  Z^x"  =  o, 
Y';'  _  yjy  +  Y";"-  Z"r"  -t-  V";'"-  -  Z".v"    -  o. 

F^es  trois  équations  trouvées  ci-dessus  montrent  ([iie  la  somme  des 
forces  parallèles  ;i  einicun  des  tiois  axes  des  coordonnées  doit  étii- 
nulle:  les  ti-ois  (|ue  nous  venons  de  trouver  l'enferment  le  princi|)e 
connu  des  moments  (en  entendant  par  moment  le  pid(luit  de  la  |)nis- 
sance  par  son  bras  de  levier,  par  leipud  il  tant  <|ne  la  somme  des 
moments  de  toutes  les  forces,  pour  l'aire  toiirnci'  le  sysli'me  autmir 
de  cliacun  des  trois  axes,  soit  aussi  nulle.  Ainsi  ces  six  équati(Uis  ne 
sont  (|ne  des  cas  particuliers  des  é(|uations  i;eiiéralcs  (hmiiéi'S  daii>  la 
Section  m,  _:<f;  I  et  II. 


21.  Si  le  premier  eiuiJS  était  fixe,  alius  les  diUéreiices  ^/.c,  ^A ',  Jr' 
seraient  iinlles.  l'I  les  trois  premii'res  des  iieiil Cquat  ions  de  I  artieji'  •Jd 
n'existeraient  pas;  il  n'y  aurait  donc  alois  que  six  e(|uali(ms.  (|iii,  par 
l'élimination  des  trois  inconnues  X,  a,  v.  se  l'ediiiraieul  ii  trois. 

l'oiir  arriver  :i  ces  trois  é(|uations,  (m  peut  s'y  iiremlre  d'une  ma- 
nil'ie  analogue  ii  celle  dont  ou  s'est  servi  pour  trcuiver  les  trois  der- 
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nières  équations  île  l'article  précédent,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  faire 
en  sorte  que  les  transformées  ne  renferment  point  les  indéterminées 
A  et  V  qui  entrent  dans  lés  trois  premières  dont  il  faut  maintenant 
faire  abstraction;  or  c'est  ce  que  l'on  obtiendra  par  ces  combinaisons 

x"(,-"-.K')  -  T'(.r"-.r')  -  p.  (y'-y)(-'--"^~i-"--')(r-f'>  ^ ,_ 

S 

i   -"   _    -'  W  ,-'"_   y"  \  _  (  y" y'\(  z""  —  Z"  1 

Y"  {z" -z')- Z" (,)■"- v') -  ,a  *-- — -yL}2 — -^  >  ^  ^-^ — :LJ\z lJ  =  o, 

8 

x'Tv--y  )  -  Y-(.--  .r')  +  ^  ^■'"-■^•'^  ("^-  "")  -}-^"-  "')  (•<-■>-")  =  o, 

Y'"  {z"  —  z')—  TJ\  y'"  -_,■')  -t-  fx  il iJlZ ■'    '       '-^ ■'    '^ ni  =,  o; 


et.  sî  l'on  ajoute  maintenant  les  trois  premières  de  ces  transformées 
aux  trois  dernières,  on  aura  sur-|p-cbamp  ces  trois-ci 

X"(v''-j')  -  \"{x-x')  +  X"'(/"-/)  -  Y"'(,r"'-  ,/•')  =  o, 
X" (-"--')-  Z"  (  J-" -  J-' )  +  X'" [z'"  —z')  —  Z"  ( .c'"  —  x' )  =  o, 
Y"  (  c"  _  -'  )  _  Z"  ( .)•"  -  7' )  +  V"  { c"  -  s'  )  -  Z'"  (  r'"  -  r' )  =  o, 

lesquelles  auront  toujours  lieu,  qufd  que  soit  l'état  du  premier  c(^^p^. 
puisqu'elles  sont  indépendantes  des  équations  relatives  à  ce  corps. 
Ces  équations  renferment,  comme  l'on  voit,  le  même  principe  des 
moments,  mais  par  rapport  à  des  axes  qui  passeraient  par  le  premici' 
corps. 

23.  Supposons  (|u'il  y  ail  un  quatrième  corps  attaché  à  la  niènie 
verge  inflexible,  pour  lequel  les  coordonnées  rectangles  soient  a",  y'", 
z"  et  les  forces  parallèles  à  ces  coordonnées  X'",  Y"',  Z"'. 

Il  faudra  donc  ajouter  à  la  somme  des  moments  des  forces  la  quan- 
tité 

X"  dx"  -)-  Y'~  <^v"  -i-  Z'^  dz"  ; 


\\0 
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cnsiiilc,  l'diiiiiic  les  (lisliniccs  ciilrc  Imis  les  (•(ir|)s  diiivcnt  ilriiii'iircr 
roiisliiiiti's,  (III  aura,  |iar  les  roiidilioiis  du  |(i'o|jlèiiie,  non  seulement 
d/'^o,  dg  =  o,  dh^=o,  comme  dans  lecas  précédenl,  mais  aussi 
d/=:n,  dm  —  o,  dn  :=  o,  en  nommant  /,  m,  n  les  distances  du  (|ua- 
triènie  corps  aux  trois  précédents.  Ainsi  re(iuatit)M  générale  de  ré(|ui- 
libre  sera,  dans  ce  cas, 

\'  du'  +  Y' (/)■' -t-  Z' dz' -t-  \" dx"  +  Y" dy" 4-  Z" dz'  ' 

+  X"  dx"  +  Y"  df"  -h  Z"  dz"  -H  X"- dx"  H-  Y"'  dy"  4-  Z'>  r/;" 

■+- 1  d/-h  p.  r/:,'  -r-  V  c//(  -r-  cr  r//  4-  0  r/»j  4-  3-  <^/«(  =  o. 

Les  valeurs  île  r//',  d:;-,  d/t  sont  les  mêmes  (jue  ci-dessus;  (|iiant  à 
relies  de  d/,  ilm,  du,  il  est  visible  qu'on  aura 


«t  =  v/(j""—  x"Y-\-  (  r'*  —  /')*+  (-"■—  •=")% 


«  =  V '(  j;"  —  x"  f  -H  {_)•'>  -  y")'-  +  (  ;"  . 
et,  par  conséquent, 


fl'/ 


'////  =r 


dn  =1 


_  ^^^-^ . , 

( a-"  —  af  )  (f/./-'>  —  dx"  )  4-  (/"  —  y"  )  («(>■■»  —  df  )  -H  (  c"  —  ;" )  (c/3'»'  —  c/s"  ) 

'. -. : : , 

m 

(x"—  x")  {dx^—dx")  -+■  (y"-  —  y")  {dy"  —  dy")  ■+-  ( 3"  —  5")  (dz"  —  dz') 


Taisant  ces  substitutions  et  égalant  à  zéro  la  somme  des  leriiies  airectés 
de  cbacune  des  (liiréreiieivs  c/.t',  r/v',  ...,  on  trouvera  douze  équations 
particulières,  dout  les  neuf  premières  seront  les  mêmes  que  celles  de 
l'arlicle  20,  en  ajoutant  respectiviMiient  à  leurs  premiers  iiiemlni's  le> 
quanlilés  suivantes 


X"  —  ar                K"  —  r 
p )     —  p ^  j     —  p 


X"  —  ^" 

H 


m 


yu_y, 

CT , 

n 


l 

-IV 

— 

*.* 

m 

Z'" 

— 

-' 
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et  dont  les  trois  dernières  seront 


1/i.l 


X"-+ro 


x'-—x'  x"—a:"  x"—j;"' 


7r  -+-ro 


l 

J" 

— 

r' 

/ 

— 

_r 

H-p 


/n 

.y" 

— 

y" 

m 

-IV 

— 

m 


II 

.IV   -'" 


rt 


^  o. 


24.  Comme  il  y  a  en  tout  douze  équations  et  qu'il  y  a  six  indéter- 
minées, \,  [jt.,  V,  GT,  p,  1,  à  éliminer,  il  ne  restera,  pour  les  conditions 
de  l'équilibre,  que  six  équations  finales,  comme  dans  le  cas  de  trois 
corps;  et  l'on  trouvera,  par  une  méthode  semblable  à  celle  de  l'ar- 
ticle 21,  ces  six  équations,  analogues  à  celles  de  cet  article, 

X'-4-X"-+-X"'+X"-=o, 
Y'  +  Y"  ^-  Y"  -f-  Y"-  =  o, 
Z'  -t-  V  +  11'  -H  Z'"  =  o, 

X' )''—  Y'.r'  -h  X"/"  —  Y".r"  4-  X'"/"  —  \'" x"  +  X'^'j'^'  —  Y"'x'>-=  o, 
X'  z-  —  Tx'+  X"  z"  —  Z"  x"  +  X"  z"  —  Z"  ^r"  -)-  X"'  j"  —  Z'^  x"'  =  o, 
Y'  z'  —  7J  y'  +  Y"  z"  —  Z"  j"  +  Y'"  -'"  —  Z'"  /"  +  Y"'  z"  —  Z"  j"'  =  o. 

Au  lieu  des  tr-ois  dernières,  on  pourra  aussi  substituer  les  trois  sui- 
■vantes,  qu'on  trouvera  par  la  méthode  de  l'article  22,  et  qui,  étant 
indépendantes  des  équations  relatives  au  premier  corps,  ont  l'avan- 
tage d'avoir  toujours  lieu,  quel  que  soit  l'état  de  ce  corps  : 

X"  ( y"  -  y'  )  _  Y"( x"  —  x' )  +  X'"  (  y'"  —  y'  )  —  Y'"  (  x'"  —  x'  ) 

-^\."{y"  —  y')  —  Y"(x'""— x')  =  o, 

X"  (^"  -  z')—  Z"  (x"  —x')  +  X'"  {z'"  -z')~  Z'"  {y  -  x'  ) 

-^-^."{z"  —  z')  —  7J''  (.r"  — x')  =  o, 

Y"  (s"  -z')-Z'  iy" -  j'  )  H-  Y'"  (  z'"  -z')-  Z"  {y'"  -  y' ) 

H-  Y" (z'"  —  z')  —  Z"  iy"  —  y')=  o. 

25.  On  voit  maintenant  comment  il  faudrait  s'y  prendre  pour 
trouver  les  conditions  de   l'équilibre  d'un    nombre    quelconque  de 
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rin|»s  allacliés  à  une  verge  ou  ii  un  levier  iiillexilile.  V.n  général,  il 
est  visible  que.  |>niii-  que  la  position  respective  des  corps  demeure  la 
même,  il  suftil  (|iie  les  distances  des  trois  premiers  corps  entre  eux 
soient  constantes  et  (jue  les  distances  de  cliacun  des  autres  corps  à 
ces  trois-ci  le  soient  aussi,  puis(|ue  la  position  d'un  point  (]Mtl(i)nque 
est  loujours'déterniinée  par  les  dislances  de  ce  point  à  Irois  points 
donnes.  On  l'eia  donc,  |)our  clnujue  nouveau  corps  qu'on  ajoutera  au 
levier,  les  mêmes  raisonnements  et  les  mêmes  opérations  (ju'on  a 
laites  dans  l'article  2;{  relativement  au  (|uatrii'me  corps,  et  chacun 
d'eux  fournira  liois  nouvelles  équations  particulières  avec  trois  nou- 
velles indéterminées  à  éliminer;  en  sorte  que  les  équations  finales 
seront  toujours  en  même  nombre  que  dans  le  cas  de  trois  corps,  et 
elles  seront  de  la  même  forme  que  celles  que  nous  venons  de  trouver 
dans  l'article  précédent. 

Au  reste,  il  est  visible  que  ces  équations  rentrent  dans  celles  (|ue 
nous  avons  trouvées  en  général,  pour  l'équilibre  d'un  système  libre 
quelconque,  dans  les  articles  3  et  9  de  la  Section  III.  Kn  effet,  puis(iiie, 
à  cause  de  l'inflexibilité  de  la  verge,  les  distances  des  corps  entre  eux 
sont  inaltérables,  il  s'ensuit  (|uc  rc(juilil)re  doit  avoir  lien  si  b's  mou- 
vements de  translation  et  de  rotation  sont  détruits  :  on  aurait  donc  pu, 
pai'  cette  seule  considération,  résoudre  le  problème  précédent  d'après 
les  Ibrniiiles  des  articles  cités;  mais  nous  avons  cru  (ju'il  n'était  pas 
inutile  d'en  donner  une  solution  directe  et  tirée  des  conditions  parti- 
culières de  la  question. 

§   m.    —    De  iiùjiiilihrc  de  Irais  oit  plusieurs  corps  iil tarins 
(I  une  rerge  à  ressort. 

i').  Considérons  de  nouveau  le  cas  de  trois  corps  joints  p;ir  une 
verge,  et  supposons  de  [)lus  i\\n'  la  verge  soit  êlasli(|ue  dans  le  p(Miit 
(Ml  est  le  second  corps,  en  soi'tc  (jiu'  les  distances  de  C(dui-ci  an  pi'c- 
inicr  et  au  dernier  soient  conslaiiles,  mai>  (pie  l'angle  formé  par  les 
lignes  de  ces  distances  soit  variable,  et  que  l'clfet  de  l'élaslicilê  con- 
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siste  à  augmenter  cet  angle  et,  par  conséquent,  à  diminuer  l'angle 
extérieur  formé  par  un  des  côtés  et  par  le  prolongement  de  l'autre. 

Nommons  E  la  force  de  l'élasticité  (')  et  e  l'angle  extérieur  qu'elle 
tend  à  diminuer;  le  moment  de  cette  force  sera  exprimé  par  Ede 
(Sect.  Il,  art.  9),  de  sorte  que  la  somme  des  moments  de  toutes  les 
forces  du  système  sera 

X'  dx'  +  Y'  dy'  +  Z'  dz'  -h  X"  dx"  +  Y"  dy"  -+-  T  dz" 
+  X'"  dx"'  +  Y'"  dy'«  +  Z'"  d-J"  +  E  de. 

Or  les  conditions  du  problème  sont  les  mêmes  ici  (jue  dans  l'ar- 
ticle 12,  c'est-à-dire  df:=o  et  dg=o.  Donc  on  aura  cette  équation 
génér'ale  de  l'équilibre 

X'  dx'  +  Y'  dy'  +  Z'  dz'  +  X"  dx"  -t-  Y"  dy"  -)-  Z"  dz" 

-+-  X'"  dx"  -H  Y'"  dy'"  -+-  7J"  dz"  -+-  E  de  +  l  df  -h  jj.  dg  —  o  ; 

et  il  ne  s'agira  que  d'y  substituer  les  valeurs  de  de,  df,  dg;  celles  de  dj 
et  dg  sont  les  mêmes  que  dans  l'article  cité. 

Pour  trouver  la  valeur  de  de,  on  remar([uera  qu'en  nommant,  comme 
dans  l'article  20,  h  la  distance  rectiligne  entre  le  pi'emier  corps  et  le 
troisième,  dans  le  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  /,  g,  h,  l'angle 
opposé  au  côté  h  est  180°  —  e;  en  sorte  que,  par  le  théorème  connu, 

on  aura 

P  +  fi^  -  h' . 


—  cose : 


î/^- 


d'où  l'on  tirera  par  la  différentiation  la  valeur  de  de;  et  comme,  par 
les  conditions  du  problème,  on  a 

df^^o        cl        dg^o, 

('j  Le  u\o\.  force  est  ici  détourné  de  sa  significalion  liabiLuelle.  Lagrango  regarde  cuuuue 
évident  que,  l'ensemble  des  forces  qui  sont  produites  par  l'élasticité  ayant  une  somme  de 
moments  égale  à  zéro  lorsque  l'angle  e  est  invariable,  cette  somme  peut  être  considérée,  en 
général,  comme  proportionnelle  à  de,  et  il  la  représente  alors  par  Mde,  E  n'exprimant  une 
force  que  si  l'on  adopte  la  convention  de  l'arlicle  9,  Seclion  H.  /  o/>  la  Note  relative  à  cet 
article.  ^J.  Bertrand.) 


\V>  MECANIQUE  ANALYTIQUE. 

il  siilïliii  (le  faire  varier  c  et  //,  ce  (jiii  donnera 


de  =  - 


/^siiie' 


CL'tlc  vali'iir  élaiil  siibstilucc  dans  réciuatioii  précédente,  il  est  l'acilc  de 
voir  (]u"rlle  deviendra  de  la  même  l'oi'nie  (]iie  récjiialion  générale 
(le  l'équilibre  dans  le  eas  de  l'article  20,  en  supposant  dans  celle-ci 

E/i 

v  = Y^^. —  ;  par  conséquent,  les  équations  particulières  seront  en- 
core les  mêmes  dans  les  deux  cas,  avec  cette  seule  dill'erencc  (|ne.  dans 
e(dui  de  l'article  cité,  la  quantité  v  est  indéterminée  et  doit,  par  con- 
sé(|uent,  être  éliminée,  au  lieu  que,  dans  le  cas  présent,  cette  quantité 
est  loule  connue  (')  el  (|u'il  n'y  a  (jue  les  deux  indéterminées  A,  pi  à 
éliminer;  en  soite  qu'il  doit  rester  une  équation  linale  de  jilus  (|ue 
dans  le  cas  cité,  c'est-à-dire  sept  équations  finales  au  lieu  de  six.  Or. 
comme,  soit  que  la  quantité  v  soit  connue  ou  non,  rien  n'empêche  de 
l'éliminer  avec  les  deux  autres  X,  [jl,  il  est  clair  (|u'oii  aura  aussi,  dans 
le  cas  présent,  les  mêmes  équations  qu'on  a  trouvées  dans  les  arti- 
cles 21  et  22;  et,  pour  trouver  la  septième  équation,  il  n'v  aura  qu"n  éli- 
miner A  dans  les  trois  premières,  ou  [x  dans  les  trois  deiiiièresdes  neuf 
équations  pailiculières  de  l'article  20,  et  substituer  |Hiur  v  sa  valeur 
Eh 

27.  Au  reste,  si  dans  la  valeui'  de  i/c  on  n'avait  pas  voulu  supposer 
«^//"et  (/g  nuls,  on  aurait  eu  une  expression  de  cette  forme 

de=—  - — : 1-  A  (f   +  nd,:r, 

t g  sine 

A  cl  IJ  etaiil  des  fonctions  de  /',  g,  li,  sinr;  alors  les  trois  termes 

Y.de-\-ldf-i-  fxdi: 

(')  Il  faïuliMil.  |ioiir  (|iu'  -j  lui  considère-  cdiiiiiu'  (|iii)ntilé  connue,  iiiic  \i  cl  c  le  fussciil 
fii\-m<ïmcs ;  or  il  non  est  pas  ainsi  :  E  csl  nnp  l'oiiclion  inconnue  ilc  r  el  no  parail  pas 
susce|)tiljlc  d'une  délcrniination  direcle.  {■/■  Jlcrtrtiiid.) 
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(le  l"{''(|uation  générale  seraient  devenus 


-  -3^  dh  +  (EA  +  ),)  f//-h  (EB  -t-  u.)  dg. 

Mais,  X  et  a  étant  deux  quantités  indéterminées,  il  est  visijjle  qu'on 
peut  mettre  à  leur  place  A  —  EA,  a  —  EB,  moyennant  quoi  la  quantité 


dont  il  s'agit  deviendra 


F/i 

dh  +  ?.f//"+  ii-dg. 


/'g  sine 

comme  si  fet  g  n'eussent  point  varié  dans  l'expression  de  r/c. 

Si  plusieurs  corps  étaient  joints  ensemble  par  des  verges  élastiques, 
on  trouverait  de  la  même  manière  les  équations  nécessaires  pour  l'équi- 
lihre  de  ces  corps;  et,  en  général,  notre  méthode  donnera  toujours, 
avec  la  même  facilité,  les  conditions  de  l'équilihrç  d'un  système  de 
corps  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque  et  animés  de  telles 
forces  extérieures  (|n'on  voudra.  La  marclie  du  calcul  est,  comme  l'on 
voit,  toujours  uniforme,  ce  qu'on  doit  regarder  comme  un  des  princi- 
paux avantages  de  cette  méthode. 

CHAPITRE  III. 

DE  L'ÉyllLlURK  U  l.N  FIL  UDNT  TOUS  LES  POINTS  SONT  TIRÉS  PAR  DES  FORCES  QIELCONQUES, 
ET  QUI  EST  SUPPOSÉ  FLEXIBLE,  OC  INFLEXIBLE,  OU  ÉLASTIQUE,  ET  EN  Mt.MT.  TESII'S 
EXTENSIBLE  OU  NON. 

28.  C'est  ici  le  lieu  d'employer  la  méthode  que  nous  avons  exposée 
dans  le  §  II  de  la  Section  l\. 

Nous  supposerons  toujours,  pour  plus  de  simplicité,  que  toutes  les 
forces  extérieures  qui  agissent  sur  chaque  point  du  fil  soient  réduites  à 
trois,  X,  Y,  Z,  dirigées  suivant  les  coordonnées  rectangles  œ,  y,  z  de 
ce  point.  Ainsi,  en  nommant  dm  l'élément  du  fil,  lequel  est  propor- 
tionnel à  l'élément  f/y  de  la  courbe  multiplié  par  l'épaisseur  du  fil,  on 
aura,  pour  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces,  relativement 
\1.  -  19 


I.V6  MKi;  wioi  K  w  \i  ,^  Il  ni  i;. 

il  la  longiitMir  lotalr  du  lil.  cctli'  rdiriiiilo  iiilcf,n"ili'    Scii.  I\  ,  art.  12  : 

f'I,  (.•oiimic  l.i  (|ii;(iilil('  \  ov -{- \  oy -hZoz  n'csl  (|ii'iiiii'  Iraiisloiiiicc 
lie  F  r//; -4- Q  r/c/ +  R  r/r -f- .  .  .  ;iil.  I  .  si  les  loircs  I*,  O.  |{,  ...  sont 
Icllcs  (lue  fcllc  (|iiaiiliU'  soit  inti'i;'i'al)l(',  en  imuimikiiiI  II  son  intégrale, 
on  aura,  eoinine  ihms  rai-licie  2.")  de  la  Seelidn  l\  , 

\od^  -+-  \ or  -\-  Zo;  —  oII, 

cl  la  -iiiiiiiie  (les  ruomeiils  seca  expriiiK'e  par  ^o\\  //m. 


^  l.   —    De  /'('i/iii/il/n'  r/'ii/i   //'/  /h'vihlc  el  iiie.ïlcnsiblc. 

29.   (ioiisiderons  (l'alxird  le  cas  d'un  lil  parl'aileiiieiit  llexihle  et  inex- 
tensible; l'éltMnont  (Is  de  la  eourhe  de  ec  fîl  (Haut  exprimé  par 

\d.r-  --  (/y-  -T-  dz- , 

il  faudra,  par  la  e(jndiliiiii  de  riiiexlensii(ilile,  (pie  r/v  sdil  une  (|uaiilile 
invariable  et  (pi'ainsi  l'on  ail,  par  rapport  ii  (■lia(|iie  (deineiil  du  lil. 
celte  (''(|iiati(Hi  de  coiidilion  indeliiiie  0(/,v  — d.  Miilliphant  donc  c  rA 
par  une  (piaulile  iiidelerniinée  A  et  pi'enaul  riiiteurale  totale,  on  aura 

^\o(/s;  el,  si  Ton  n'a  point  d'autre  (équation  de  ('(uidilion.  ou  aura 
r(''(pialiou    i^énei-ale    de    Teii ui I ibre   en    (''Lialanl    il    /.('ro    la    souiiue   des 

deux  inlei^i'ales  S'^"  "'"'  '''  S  '  '^"'■^■• 

Or,   avant    r/.v-— \(/i-'    -(//•'-(/:■■,   ou    aura,    eu    dillerculianl    sui- 
vant 0, 


f/.z'  ècfx  ■+■  cl  y  àdy  +  dsods 


don( 


ds 


M  .  '/.(•  .   ,  n  .  dy 


Ci  .  dz  . 


I.',  ds  -  \  I  --  0  d.r  -+-  \  A  -7-  0  ily   !-  \  A  -;-  o  f/v  ; 
O     'A-  Ikl     ds  O    'A 

chaniTcaul  or/  en  (/o  et  inle^ranl  pai'  parties  pour  l'aii'e  dis|)ai',iilre  le  d 
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avaiil  0,  suivant  les  règles  (loniu'es  dans  l'arliele  15  de  la  Section  IV. 
on  anra  ces  transformées 

_      ds  ds'  ds'  O        d.i 

kj7    ''.v  ds  ds'  VJ       ds 

Ainsi  l'équation  générale  de  l'équilibre  deviendra 

rfs  rfi"    ■  ds  ds'  ds'    •  ds' 

3U.  Un  égalera  d'abord  à  zéro  (Sect.  IV,  art.  16)  les  coellicients 
>  o.r,  cy,  oz  sous  I 
Mères  et  indéfinies 


de  o.r,  oy,  os  sous  le  signe  Q,  et  l'on  aura  ces  trois  équations  pnrtieii- 


,    ,  }.  d.i' 

\  dm  —  d  -,  -  =  o, 
ds 

\  dm  —  d  — r^  =:  o, 
ds 

Z  dm  —  d—j^  =  o; 

(IS 


d'où,  éliminant  l'indéterminée  X,  il  restera  deux  équations  (|ni  seivi- 
ront  à  déterminer  la  courbe  du  fil. 

Cette  élimination  est  très  facile,  car  on  n'a  qu'à  intégrer  les  équa- 
tions précédentes,  ce  qui  donnera  celles-ci 


da' 


l-£^A-^fxdm, 
}.^  ^B  +  f\  dm. 


dz 


).J  =C4-/"Z  dm. 
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A,  B,  C  étant  les  constantes  ail)ilraires;  ensuite  on  aura,  on  chassant  A, 

'^■^'       \-^  f\dm 

^■^       \-^  f\dm 

équations  qui  s'accordent  avec  les  formules  connues  de  la  ciiainellc. 

Si  l'on  veut  parvenir  directement  à  des  équations  purement  dillV-ren- 
tielles  et  sans  siijne  f,  on  mettra  les  éijuations  trouvées  sous  cette  l'orme 

X  dm  —  l  d—, —  f/>.  =  o, 

ds         as 

\  dm  —Id—, Y  dl^à, 

c/.s'  as 

.,    ,  -,    ,d:         dz 

/.  dm  —  \d-r- T-  ri /.  =  o  ; 

ds  ds 

d'où,  éliminant  r/X,  on  aura  d'al)ord  ces  deux-ci  : 

\dv  —  \  djc   ,  .idy    ,d.r        d.r    ,dy 


•  I  a  y     a.r        a.r    ,ay\ 

dm  —  f.[^  d-j -TF  '^n']'' 

\  ds      ds         ds       ds 


ds 
\dz  —  Z  f/.r     ,  .  (dz     ,dx        d.r    .dz^^ 


ds 


dm 


,  /(iz    ,  a.r       ax     (iz  \ 
'  \  (/,v       ds         ds      ds  ) 


Ensuite,  si   l'on    Miiilli|)li('   les   mêmes  équations   respectivement   par 

dx    dv    dz  ,  1 

-;-,  -T-'  -7->  "Il  aura,  a  cause  (le 
as     as     as 

dx    .dx       dy    ,dy       dz    ,dz        i   jdx-+ dy^  +  dz- 

—r-d—j-  +  ~d-j--\ — -  d-j-  ^-  a ~-^ =  o, 

fis       as         fis       fis         (/s      as        2  as- 

r(''i|ualii)ii 

X-7-+V-f-H-Z-r    dm  -  dt.  ; 

^         Ils  fis  fis  j 

et  il  n'y  aiiia  plus  (ju'ii  suhslilMcr  successivement  dans  celle  dernii'rc 
('■(|n;ilinii  Ii's  Milcnrs  de  A  lirécs  des  deux  précédmles. 

'.\\ .   (lonimc   la   (|ii;inlili'   Aor/\    peiil    irpréseiilcr    Ir    iiuMin'iil    iriiiic 
f'iii'ce  A   h'ndantc   ,'i   dlii:iiiiici'    i;i    loiii^iirur   de    ri'lciiii'iil    ds     Sccl.    I\. 
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art.  6),  le  terme  ^'kods  de  l'équation  générale  de  l'équilibre  du  til 
(art.  29)  représentera  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces  A 
qu'on  peut  supposer  agir  sur  tous  les  éléments  du  fil;  en  elTet,  chaque 
élément  résiste  par  son  inextensihilité  à  l'action  des  forces  extérieures, 
et  l'on  regarde  communément  cette  résistance  comme  une  force  active 
qu'on  nomme  tension.  Ainsi  la  quantité  X  exprimera  la  tension  du  fil. 

32.  A  l'égard  de  la  condition  de  l'inexlensihilité  du  fil,  représentée 
par  l'invariabilité  de  chaque  élément  de  la  courbe  ds,  on  ne  peut  pas 
l'introduire  dans  l'équation  de  la  courbe,  en  remplacement  de  l'indé- 
terminée 'k,  comme  dans  le  cas  où  le  fil  forme  un  polygone,  parce  que, 
par  la  nature  du  Calcul  difi'érentiel,  la  valeur  absolue  des  éléments 
de  la  courbe  et,  en  général,  de  tous  les  éléments  infiniment  petits 
demeure  indéterminée;  mais  aussi,  par  la  même  raison,  il  n'est  pas 
nécessaire  qu'il  y  ait  autant  d'équations  que  de  variables,  et  il  suffit 
d'une  équation  de  moins  pour  déterminer  une  ligne,  soit  à  simple  ou  à 
double  courbure.  Ainsi  la  solution  que  nous  venons  de  trouver  par 
notre  méthode  est  complète  à  l'égard  des  équations  différentielles  et 
ne  demande  plus  que  des  intégrations  qui  dépendent  des  expressions 
des  forces  X,  Y,  Z. 

33.  Considérons  maintenant  les  ternies  de  l'équation  générale  de 
l'article  29  qui  sont  hors  du  signe  §;  et  supposons  premièrement  que 
le  fil  soit  entièrement  libre.  Dans  ce  cas,  les  variations  ox',  oy ,  ùz'  et 
oa",  qy",  oz",  qui  répondent  aux  deux  points  extrêmes  du  fil,  seront 
toutes  indéterminées  et  arbitraires;  par  conséquent,  il  faudra  que 
chaque  terme  affecté  de  ces  variations  soit  nul  de  lui-même.  Donc  il 
faudra  que  l'on  ait  A' =  o  et  A"=o,  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  A 
devra  être  nulle  au  commencement  et  à  la  fin  du  til.  On  rem|)lii'a  cette 
conditi(ui  par  le  moyen  des  constantes.  Ainsi,  comme  les  trois  pre- 
mières équations  intégrales  de  l'article  30  donnent  pour  le  premier 
point  du  fil,  où  les  quantités  affectées  de  /  deviennent  alors  nulles, 

dr'  dv'  dz' 


I.Kt  MI.C  WIOl  i:    \N  M  ^  TIOI   K. 

cl  I ■  II'  ilciiiicr  |piiiiil  <lii  lil.  (lii   /  st'  clniiigc  en  ^. 

ciii  aiiiii,  dans  le  cas  clonl  il  s'ajjil, 

A  =  o,        IJ  =  <>,        (',  —  o 

J^  \  '/m  -  <>,  [^  Vf/m  --  <>.  [^  '/.dm  —  o. 


fl 


Ces  Irois  ('(iiiations  répnndciil.  cuninic  l'dii  voit,  ii  colles  de  l'arliele  12 
(le  la  Seelioii  présciile. 

■W.  Supposons,  en  secomi  lieu,  (|iic  Ir  lil  sdil  altaché  pai-  nn  ili'  ses 
Imuls  OU  par  tous  les  deux:  el,  si  e'esl  le  premier  IkmiI  (|ui  esl  ii\c,  les 
variations  Zx  ,  oy',  oz'  seroni  nulles,  et  il  sullira  d'égaler  ii  zéro  les 
coefticients  de  Zx",  \y",  oz",  c'esl-ii-diri'  de  faire  A"=o. 

Par  la  même  raison,  l(U'S(|ue  le  second  IkuiI  M-ra  li\e,  il  surtii-a  de 
taire  k'  :=  o.  Mais,  si  les  deux  Ixiuls  étaient  fixes  à  la  luis,  alors  il  n"v 
aurait  aucune  condition  particulière  it  reujplir,  |lui^(|ue  les  variati(ui- 
or',  or',  oz',  o,r",  ov'\  oc"sei'aient  toutes  nulles. 

;{.").  Supposons,  en  troisii-me  lieu,  ijuc  les  cxli cniités  du  til  soient 
attacilées  à  îles  ligues  ou  surl'aces  ciuirhes.  li'  long  desipudles  idles 
puissent  glisser  lilncmcnl  :  et  soient,  par  exemple 

dz'  =^  a'  dx'  -\-  b'<ly  \         il:'  —  a"  d.r'  -^'  h'  il  y' 

les  é(|uations  din"érenti(dles  des  surfaces  auxi|n(dl(>s  le  premier  et  le 

dernier  point  du  lil  sont  attaidiés.  Ou  aur;i  pareillement,  en  cliangeaul 

d  ru  0, 

oz'=a' o.r'  -H  b' ày',         dz'  =  a" $.r' -h  b' Sy"  ; 

(in  .sulolituera  donc  ces  valeurs  dans  le.s  termes  dont  il  ^'agit.  et  l'on 
égalera  ensuite  ii  zéro  les  coefticients  de  o.r'.  oy',  o.r".  èy' . 

lin  ^éni'ral.  ou  traitera  la  ji.irtie  i|ui  est  hors  du  signe  dans  l'eiiiia- 
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lion  générale  de  ré(|iiilil)re  comme  si  elle  était  seule  et  qu'elle  repré- 
sentât l'équation  de  l'équilibre  de  deux  corps  séparés  et  |)lacés  aux 
extrémités  du  til. 

.'J6.  Supposons,  par  exemple,  (|ue  le  fil  soit  attaché  par  ses  deux 
bouts  aux  extrémités  d'un  levier  mobile  autour  d'un  point  tîxe.  Soient 
(i,  h,  c  les  trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  dans  l'espace 
.  la  position  de  ce  point  fixe,  c'est-à-dire  du  point  d'appui  du  levier;  l'I 
soient,  de  plus,  /'la  distance  entre  ce  point  d'appui  et  l'extrémité  du 
levier  à  laquelle  est  attaché  le  premier  bout  du  fil;  g  la  distance  entn' 
le  même  point  d'ap})ui  et  l'autre  extrémité  du  levier  ii  la(|uelle  est  alta- 
clié  le  second  bout  du  fil;  /i  la  distance  entre  les  deux  extrémités  dn 
levier,  et,  par  conséquent,  aussi  entre  les  deux  bouts  du  til  :  il  est  chiir 
(|ue  ces  six  quantités  a,  h,  c,  /",  g,  h  sont  données  par  la  natnre  dn 
problème,  et  il  est  visible  en  même  temps  que,  .r',  v',  :'  étant  les  coor- 
données pour  le  commencement  de  la  courbe  du  fil  et  x",y",  z"  les 
coordonnées  pour  la  fin  de  la  même  courbe,  on  aura 


./■  =  vV- 

-x'Y-^{b 

-/)^+(c 

--')% 

ff^\/(a 

-  x"Y  -+-  (  b 

-/')^  +  (c 

-zy-, 

Or,  ces  quantités  y,  g,  h  étant  invariables,  en  dilTérenlianl  par  o  ces 
li'ois  é(|nations  de  condition  déterminées,  on  aura 

(fl  —  .r')ox'  -h{b^  y')  oy'  +  (c  —  z' )  oz'  =  o, 

{a-  .v"  )  o.v"  +{/j-  y"  )  èy"  +  (  c  -  ;"  )  oz"  =  o, 

(-r"-  ,i-')  (o.c"-  oV)  -h  (Y"~Y')(oy'-âv')  +  [z'^z')  (dz"-~dz')  =  o, 

lesquelles,  étant  multipliées  chacune  par  un  coefficient  indéterminé. 
devront  être  ainsi  ajoutées  à  l'équation  générale  de  l'équilibre.  Ainsi, 
prenant  a,  j3,  y  pour  les  trois  coefficients  dont  il  s'agit  et  égalant  ;i  /en» 
les  coefficients  des  six  variations  ox-',  oy',  Ss',  o.x",  ov",  cz",  on  anra 


1.12  MÉCAMQl  K    \\M.\TIOL'K. 

.'iiihiiil  (rf(Hi;iliiiii>  |i;iilii-iili(Trs  (Iclcriiiini'cs,  (jiii  si'ionl 

a(a-.r')-y(x'-a-')->'^=0, 

«(6-j')-y(j"-r')->.'^-", 

«(c--)-y(---)-?.'J^    -=ro, 

P(^-/')-y(7'-j')  +  >.''^"-«'. 

(3(c  -  -")  +  -/(.-"  -  z')  +  >."  ^^  =  o, 

l'I  (|iii.  |>;ir  l"(''liiiiinii(i()ii  de  a,  [ï,  y,  se  l't'cliiiroiil  ii  (rois. 

(^('s  Irois  ('(|iialions,  cliiiit  eiisiiilo  conihiiiccs  avec  les  huis  i''(|iialioiis 
lie  ('(tiiililidii  ci-dcssiis,  serviront  ii  (léleriniiicr  la  |)()>ili(»ii  des  diiix 
cxiréiiiilés  du  lil. 

On  Vdit  |>ai'  lil  ediiiiiieiil  il  i'aiidra  s'y  |)ieiidie  dans  d  autres  ras  seni- 
lilal)l<'s. 

M.  Kniin,  si,  outi'e  les  forces  (]ui  animent  (  Inujiic  point  iln  tlL  il  y 
en  avait  de  |iaitiinlii'i('s  a|)|)li(|ne('s  au\  deux  cxlicmitrs  du  lil,  et 
re|ii'ésfntc('s  |iai-  \  ,  \  ,  Z  (loiii'  le  iwcniicr  hoiil  du  til,  cl  |iar  \' ,  \  . 
Z'  pour  le  dernier  houl,  ces  l'urces  dunneiaii'Ul  les  inonicnts 

X'oj^'-h  Y'ôy-t-  Z'ô;'-i-  X''o.t'"-(-  V"ov''4-  Z"ô;", 

cl  il  j'aiidrait  ajouter  ciii'orc  cette  (juantiti'  an  |U'eiiiier  iiieiiiliic  de 
re(|nation  i;cncrale  de  rei|uililire,  c'cst-ii-dire  ii  l.i  partie  ijui  est  li(ir> 
du  silène,  la(|iicllc  deviendrait  alors 

(x'H-/-'^-),v+(ï--^r|;)dr-^(z'-.).-l^-)à=- 
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et  sur  laquelle  on  opérerait,  dans  les  différents  cas,  comme  on  vient  de 
le  voir  dans  les  articles  précédents. 

38.  Supposons  maintenant  que  le  fil,  animé  dans  tous  ses  points  par 
les  mêmes  forces  X,  Y,  Z  et  tiré  de  plus,  dans  ses  deux  extrémités, 
par  les  forces  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z",  doive  être  couché  sur  une  surface 
courbe  donnée,  dont  l'équation  soit 

(h  =:  p  dx  +  q  dv, 

et  (|ue  l'on  demande  la  figure  et  la  position  de  ce  fil  sur  la  même  sui- 
face  pour  qu'il  soit  en  équilibre. 

Ce  problème,  qui  serait  peut-être  difficile  (')  à  traiter  par  les  prin- 
cipes ordinaires  de  la  Mécanique,  se  résout  tvès  facilement  par  notre 
métbode  et  par  nos  formules;  en  effet,  par  l'équation  de  la  surface 
donnée,  on  a,  en  changeant  d  en  S, 

ainsi  il  n'y  aura  qu'à  substituer  cette  valeur  de  8z  dans  les  termes  sous 
le  signe  de  l'équation  générale  de  l'équilibre  du  fil  (art.  29),  et  ensuite 
égaler  séparément  à  zéro  les  quantités  affectées  de  Bx  et  de  ùy-  On 
aura  par  ce  moyen  ces  deux  équations  indéfinies 

.,    ,  ,  >.  dr  /„   ,  ,  1  d: 

\  dm  —  d  -~r h  q(L  dm  —  d  — 7- 

'  ds  \  ds 

lesquelles  serviront  à  déterminer  la  courbe  du  til,  étant  combinées 
avec  l'équation  clz  ^=  p  dx  -{-  q  dy  de  la  surface  et  étant  débarrassées, 
par  l'élimination,  de  l'indéterminée  A. 


(•)  On  ne  comprend  pas  comment  Lagrangc  a  pu  considérer  ce  problème  comme  diflicilo 
à  traiter  directement.  Les  équations  auxquelles  il  parvient  expriment  simplement  que  les 
deux  tensions  aux  extrémités  d'un  élément,  étant  combinées  avec  les  forces  qui  sollicilenl 
cet  élément,  donnent  une  résultante  normale  à  la  surface.  Cette  condition  est  évidente 
a  priori.  (/.  Bertrand :) 

XI.  20 
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.'{').  De  plus,  comme  on  suppose  le  fil  a|)pli(|ué  dans  lonic  sa  hm- 
i;ni'nr  l\  la  niènic  surface,  on  aura  anssi,  pour  srs  deux  pniiiN  ex- 
trêmes, 

oz' =  p' oy -i- fj  oy  cl         0-  =/)  ox  4- 7  ov  . 

On  fera  donc  encore  ces  substitutions  dans  les  termes  liors  du  sijiiic  de 
l'équation  générale,  ou  plutôt  dans  la  turinnle  donnée  dans  l'article  ."îT. 
dans  hupudlc  on  a  eu  égard  aux  forces  X',  Y',  Z',  ...;  on  égalera  ensuite 
séparément  à  zéro  les  quantités  affectées  de  chacune  des  quatre  varia- 
lions  restantes  o.r',  oy',  o-r",  oy";  on  aura  ces  quatre  nouvelles  é(pia- 
tions  déler'nnnées 

anxipudies  il  faudra  satisfaire  |)ai'  le  moyen  des  constantes. 

40.  Mais,  an  lieu  de  substituer,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire, 
la  valeur  de  iz  en  cx  et  oy  tirée  de  l'équation  oz  —  pox  —  (/ oy  =  o, 
ou  pourrait  ri!garder  cette  même  équation  l'omiue  une  iu)uv(dle  équa- 
liou  de  roudition  indéterminée;  il  faudrait  alors  multiplier  cette  é(|n:i- 
tion  par  un  autre  coefficient  indéterminé  a,  en  prendre  l'iulegrale 
totale  et  rajonler  à  l'éfjuation  générale  de  l'équililue  ;iil.  2U  .  De 
cette  manière  la  partie  sous  le  signe  deviendrait 

ViJ  ^(^\>/tu    -  d~~  -  '^p^  oV  +  (\dm  -  d-^  -  ,av)  èv 

Idc 


(  /  (/m  —  d  -.—  -h  u  I  oc-    , 
V  ''•«  /       .1 
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fl  l'on  aurait  immédiatement  ces  trois  équations  indéfinies 

„  ,  ,  >.  dx 

\  dm  —  d  — fjL/j  =r  o, 

Y  f/m  —  d  -^ U.O  =  o, 

ds         ' 

Z  dm  —  d  ^~-,—  H-  u.    =:  o, 
ds         ' 

lesquelles,  par  l'élimination  de  [j.,  redonneront  les  mêmes  équations 
déjà  trouvées  (art.  38).  Mais  ces  dernières  ont  de  plus  l'avantage  de 
faire  connaître  en  même  temps  la  pression  que  chaque  élément  du  til 
exerce  sur  la  surface,  d'après  la  théorie  donnée  dans  l'article  5  de  la 
Section  IV. 

En  effet,  il  est  facile  de  déduire  de  cette  théorie  que  les  teime.s 

lj.{dz—  poj-  —  ijày), 

provenant  de  l'équation  do  condition 

OZ  —  p  OX  —  7  Ô)'  =r  o, 


peuvent  représenter  l'effet  d'une  force  égale  à  (j.y'i  -^ p^  -\- q-  et  appli- 
quée à  chaque  élément  ds  du  til  dans  une  direction  perpendiculaire  à 
la  surface  qui  a  pour  équation 

oz  —  pox  —  q  ô)-  =  o,         on  l)k'n         dz  —  p  dx  —  </  dy  ^  o, 

c'est-à-dire  à  la  surface  même  sur  laquelle  le  fil  est  supposé  couché. 
Cette  surface,  par  sa  résistance,  produit  la  force  [ji\/i  +/>--t-  q'^,  laquelle 
sera,  par  conséquent,  égale  et  directement  contraire  à  la  pression  exer- 
cée par  le  fil  sur  la  même  surface  (Sect.  IV,  art.  7);  de  sorte  que  la 

pression  de  chaque  point  du  fil  sera  égale  à  ^^-^— — j- ^,  ou  bien,  en 

substituant  les  valeurs  de  u,  \xp,  \j.q  tirées  des  équations  ci-dessus, 

ds 


|,j(i  MKCVMOIE    VNALVTIOIE. 

On  ;i|iiili(|iii'i;i  cnsiiilc  les  iik-iuos  raisonnciiH'iits  ;i  In  pailic  de  l'é- 
(|iiatioii  géiiéralo  qui  est  Ikhs  du  sigiu'  x  cl  ï'ni]  m  tirera  de--  coiichi- 
sidiis  analogues. 

11.  Si  le  til  couché  siii-  la  siiilaee  donnée  n'élail  lendu  que  par  des 
Corcos  appliquées  à  ses  extrémités,  on  aurait  X  =  o,  V  =  o,  Z  =  o,  et, 
|)ar  ooMsé(|ueiil,  c/X  =  o  (art.  30^;  donc  \  est  égal  à  une  constante. 
Ainsi  la  lensiun  dn  til  serait  partout  la  même  (art.  31  ),  ce  qui  s'accorde 
avec  ce  (|n'on  sait  d'ailleurs.  Dans  ce  cas,  la  formule  générale  de  l'é- 
(|uiiiiire  du  til  se  réduirai!  ii 


■  S '^  *  "*"  s  ^^^^  ~^'  °'^  ~  ''  ^^'^  ~  *^' 


dont  le  premier  (ernie  est  la  même  <  liose  (jiie  A  o  X  ^/.v  ou  /.  w.  Ainsi 

cette  é(|uation  exprime  que  la  longueur  de  la  courbe  formée  par  le  til 
sur  la  surface  représentée  par  ré(|nation  (lz—pd.r  —  qdY  =  o  doit 
être  un  maximum  on  un  minimuu);  et  la  pression  exercée  par  le  til  sur 
e1ia(|ne  point  de  eette  surface  sera  alors 


ds 


-"i"V(4:)"-(''fr-(4:y 


Or  on  sait  que  K/  (d  -r]  +  (d  -^\  +  (d  -f]  exprime  l'anule  de  con- 


tingence de  la  conriie.  leciind  est  écal  à  —  >  en  ndinniaiil  :  le  r;ivon  oseii- 

latenr.  Ainsi  la  pression  sera  égale  à  -  et,  par  consé(|nenl,  en  raison 
iuveise  du  rayon  osculaleur. 


§  II.  —    Dr  I  <'<iiidihre  d  un  fil,   an  d'une  suifcirc  Jlc.vddc  cl  en   nn'nn 
temps  extensible  et  conlractible. 

'\1.   .hi^(|n'ici  nous  avons  sii[)pose  (jue  le  lil  liail  iiie\ten>ild(' :  r'ei:ar- 
dnns-le  maintenant  ct)mmc  uu  ressort  capaMe  d"c\tensioii  et  île  r.m- 


PREMIERE   PARTIE.—  SECTION   V.  137 

traction,  et  soit  F  la  force  avec  laquelle  chaque  élément  ds  de  la  courhe 
du  fil  tend  à  se  contracter;  on  aura,  comme  dans  l'article  18  (en  met- 
tant ds  à  la  place  de/ et  en  changeant  d  en  o),  ForZv  pour  le  moment 
de  cette  force,  et  vFof/i'  pour  la  somme  des  moments  de  toutes  les 
forces  de  contraction  qui  agissent  sur  toute  la  longueur  du  fil.  On 
ajoutera  donc  cette  intégrale  VFof/^  à  l'intégrale 

C  (X  a.r  H- Y  0/ +  Z  Ôj)  <r/m, 

qui  exprime  la  somme  des  moments  de  toutes  les  foi'ces  extérieures 
qui  agissent  sur  le  fil  (art.  28),  et,  égalant  le  tout  à  zéro,  on  aura 
l'équation  générale  de  l'équilihre  du  fil  à  ressort. 

Or  il  est  visihle  que  cette  équation  sera  de  la  même  forme  que  celle 
de  l'article  29  pour  le  cas  d'un  fil  inextensible,  et  qu'en  y  changeant 
F  en  A  les  deux  équations  deviendront  identiques.  On  aura  donc,  dans 
le  cas  présent,  les  mêmes  équations  particulières  pour  l'équilibre  du  til 
qu'on  a  trouvées  dans  l'article  30,  en  mettant  seulement  dans  celles-ci 
F  'à  la  place  de  \;  et,  si  l'on  élimine  la  quantité  F  comme  on  a  éliminé 
la  quantité  A,  on  aura,  pour  la  courbe  formée  par  un  fil  extensible, 
deux  équations  qui  seront  identiquement  les  mêmes  que  celles  qui  ont 
lieu  pour  un  fil  inextensible. 

43.  A  l'égard  de  la  quantité  F  qui  représente  l'élasticité  ou  la  force 
de  contraction  de  chaque  élément  ds,  il  est  naturel  de  l'exprimer  par 
une  fonction  de  l'extension  que  cet  élément  subit  par  l'action  des 
forces  X,  Y,  Z.  Ainsi,  en  supposant  que  ^/t  soit  la  longueur  primitive 

de  ds,  on  pourra  regarder  F  comme  une  fonction  donnée  de  -j-;  mais, 

comme  par  la  nature  du  Calcul  différentiel  la  valeur  absolue  des  élé- 
ments ds  demeure  indéterminée,  la  valeur  de  F  sera  aussi  indéter- 
minée et  ne  pourra  être  connue  que  par  le  moyen  d'une  des  trois 
équations  de  l'équilibre  du  fil.  Ainsi,  quoique  dans  le  cas  présent  notre 
analyse  paraisse  donner  une  équation  de  trop,  elle  ne  donne  néanmoins 


I5«  MECANIQUE   ANALVl  loi  i:. 

(|iic  les  équations  nt-cossaires  pour  (lélcriniiirr  l;i  ciuirlic  du  til  et  hi  rô- 
sislancc  de  clKuiin  de  ses  ('lénienls. 

Piiis(|iu'  la  (|uanliic  A  do  la  solution  ili'  larticlo  'M  répond  exacle- 
ini'iil  il  la  (|uaiitilé  F  (|ui  cxprinic  la  force  réelle  avec  laquelle  elia(|iie 
élément  du  III  est  tendu  par  racliou  des  forces  extérieures,  il  s'ensuit 
qu'on  peut  aussi  regarder  cette  qiiaulllé  a  eoninie  représentant  la  Im- 
siuii  (lu  til  iuexteusihle.  C'est  ce  (|ue  nous  avons  déjà  trouvé  ti  priori 
dans  l'article  ."Jl . 

'»'(.  A|)pli(juons  les  mêmes  [jriucipes  ;i  la  détt  rmiualiun  de  l'cipii- 
iilire  d'une  surface  dont  tous  les  éléments  r/in  soient  exteusililo  cl 
eoniractihies.  L'élemeiil  (rmic  surface  doiil  les  coordonnées  sont -r,  v, 
;,  cl  où  l'on  rei;arde  ;  comme  l'onctinn  de  .r,  v,  est  ex|)iimé  pai'  la 
forninle 


\/-(ë)'-(|)'-'<- 


Ainsi,  en  a|ipelaiit  F(')  la  force  d'élasticité  avec  laipieljc  cet  élément 
(end  à  se  contracter,  la  somme  des  moments  de  huiles  ces  forces  sera 
exprimée  pai'  riii(ei;ialc  double 

SS'-4\/^(S)MlT"-"4 

qui,  étant  ajoutée  ;i  l'inlé^i'ale  doulde 

V^  V2  (  X  ô  r  +  Y  ôj -*- Z  ô  ;  )  r/m , 


(  '  )  CeUe  inaiiicrc  d'évaluer  l'ensorabic  (it-s  forces  1)110  (li'M'UippL'  I ï'Iaslicilc  sur  un  pnini 
u'csl  pas  sufli^iunmcnt  juslifioe.  Il  csl  vrai  ipi'ici,  chuiiik'  (l:ins  plusieurs  |)assai;es  priH'edenls, 
Lagrango  (iélouruc  le  mal  force  de  sa  signifieaUuii  liabiiuellc;  mais  il  n'est  nullcincul  évi- 
dent que  la  somme  des  moments  des  forces  qui  agissent  sur  un  élément  soit  proportionnelle 
à  la  conlraction  de  l'élémenl.  Nous  pouvons  mémo  ajouter  cpie  cela  n'est  pas  exact.  Poisson 
en  a  fail  la  reuiaripu'  dans  les  Mcinnires  de  l'Iinliliit  pour  l'année  iSia:  du  reste,  la  solu- 
tion ipi'il  donne  luainpu'  elie-inéuie  de  généralilé  :  elle  suppose  les  leusions  d'un  élément 
reclaiifiulaire  perpeudicul.iii-es  aux  cotés  de  eel  élémenl.  ce  (]ui  n'a  pas  lieu  en  général. 

I ./.  licrlraiiil.  ) 
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OÙ  dm  est  l'élément  de  la  surface,  donnera  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces,  laquelle  doit  être  nulle  dans  l'équilibre. 
En  faisant,  comme  dans  l'article  31  de  la  Section  lY, 


U, 


dx       '  '         dy 

^1 

el 

y/n-;'2+-2 

on  aura 

dm  ^=V  dx  dy 

et 

dz' 

z-              dU 

donc  (Sect.  IV,  art.  33,  34) 

6iUdxdy)^[,U-.^j(^^'-^)]dxdy. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'intégrale  double  v^  F  o(U  c/.rr/y)  et  fai- 
sant disparaître  par  des  intégrations  par  parties  les  ditrérenccs  partielles 
des  variations  marquées  par  ù,  on  aura 

^  (v  §y  +  ^â«  Wrfx  +  Q  fv  6x  +  ~  dit\Fdy 
où 


F^'  Fz, 

V  =:  ^ 1 r —  et         Su  :=  §z —  z' ox  —  z,oy     (art.  cilés). 

dx  dy  ■ 

Les  intégrales  simples  relatives  à  x  et  a  y  se  rapportent  aux  limites 
et  disparaissent  d'elles-mêmes,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  que  les 
bords  de  la  surface  sont  fixes,  parce  qu'alors  les  variations  o>r,  cy,  cz- 
sont  nulles  dans  tous  les  points  du  contour  de  la  surface. 

Les  termes  sous  le  double  signe  XX  étant  ajoutés  à  ceux  de  l'inté- 
grale double  XX  (X  oa;  +  Y  oj  +  Z  cz)\]  dxdy,  on  égalera  séparément 
à  zéro  les  coefficients  des  variations  ox,  oj,  oz,  et  l'on  aura  les  trois 


f(|iiiiiions  (') 


MEC 

AMQUE 

A  N  M.r 

nouE 

XI 

..  Oi 

-+-V 

z'=„. 

YU 

+  v 

=,  =  o. 

ZU 

-V=:0. 

Les  deux  premières  donneronl  la  valinir  de  la  i'orco  F  qu'il  faudra 
sul)s(ituer  dans  l'expression  de  V  de  la  (roisii'nic.  de  sorte  <|u'on  n'aura, 
en  dernière  analyse,  qu'une  seule  équation  à  dilIV-iences  pailidles  |>our 
déterminer  la  surface  d'équilibre. 

En  elfel,  quoique  la  force  F  doive  être  supposée  une  fonction  connue 
de  l'élément  r/m  de  la  surface  dans  son  état  de  contraction  ou  d'exten- 
sion, elle  n'en  demeure  pas  moins  indéterminée,  parce  que  la  gran- 
deur absolue  des  éléments  de  la  surface  ne  peut  entrer  dans  le  eabul; 
de  sorte  (|ue  la  valeur  de  F  ne  peut  être  déterminée  que  par  les  condi- 
tions mêmes  de  l'équilibre  :  c'est  ici  un  cas  semblable  à  celui  ile  l'ar- 
liele  i:}. 

45.   Pour  élimiuei'  la  (juanlité  F,  on  substituera  dans  les  deux  [)re- 

(  '  )  Il  imporle  de  reiiuirqiier  ici  que  les  conclusions  de  Lagrangc  ne  subsisleraieni  plus 
si  l'on  supposait  'j.v  fonction  de  la  seule  variable  j-  et  ùj-  fonction  de  la  seule  variable.) , 
comme  on  sérail  lenlô  de  le  faire  en  se  rappelant  les  hypothèses  dans  lesquelles  ont  été 
établies  (Sect.  IV,  art.  33,  31)  les  fonmilcs  que  Lagrangc  applii|uc  ici.  En  effet.  ponr(]a'unp 
intégrale 

CQ  (A^x  -1-  B  Sj-  -t-  C(?;  )  i(.r ih 

soil  iiullo  dans  ces  hypothèses,  il  n'est  plus  nécessaire  que  l'on  ait  en  cliaciue  point 

A  =  B  =  C  =  o: 


mais  il  suffit  que  l'on  ait 
pour  toutes  les  valeurs  de  .r, 
pour  toutes  les  valeurs  de  j  et 


<^A</»  =0 
^IW/.r  =  o 


C  =  o 


pour  toutes  les  \aleurs  de  .'•  et  de  .) .  Happroclier  celte  remanpio  de  la  Note  relative  à 
larliclo  32  do  la  Section  IV.  (  r..  /).) 
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mièros  é(|iiations  la  valeur  de  V  tirée  de  la  dernière;  elles  deviendioiil 

U\-t-Z-p-      +1'-^ 5—  =  O, 

Soit,  eonime  dans  l'ai'ticle  28, 

on  ania.  pnisqne  c  est  censée  fonction  de  r,  v, 

dJ\       ..       ^dz  (M       ..      „dz 

ax  c/^'  a  y  ov 

el  les  deux  équations  deviendront,  en  divisant  par  L', 

d.v       d.f  Ov       ôy 

les([tielles  donnent  simplement  celle-ci 

r/n  ~  f/F, 

d'où 

F  =  n  +  r^ 

résultat  conforme  à  celui  de  l'article  36  de  la  Section  \\.  Hnsuite  la 
troisième  équation  donnera,  en  regardant  II  comme  fonction  de  t .  v,  z, 

F.-'         F;, 

„  dll  U  L 

L  ^ i— -, —  =  o; 

a:  oj:  Oy 

ce  sera  l'équation  de  la  surface. 

Si  la  surface  différait  très  peu  d'un  plan,  en  sorte  que  l'oidonnée  :; 

fût  très  petite,  alors,  en  négligeant  les  quantités  très  petites  du  second 

ordre,  on  aurait 

U=i; 

or 

F  =  n  +  .^ 

XI.  '  2r 
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jetant  une  (•oiislaiilc.  et  l'('(|iiali(Ui  de  la  smlacc  si'r;iit 

Jz  "  d.v  dy 

Kn  siipposaiil  (|ii'il  u'v  ail  iraiitro  torccs  (|iic  la  jii'avilc  ^'  (jui  aj^issc 
suivant  l'oriioiinfc  r  imiir  raiiiiriicnlcr,  on  aura  II  =  —  -!'■'■<  P*""  "-'""sé- 
(liiiMil.  en  négliiît'anl  luujnnrs  les  sccoiulcs  diincnsions  de  ::, 


id'-z         £>=5\ 


finiation  mlffiiabli'  en  lignerai,  mais  avoc  des  fonctions  iniat^iiiaii'L'S 
qui  rendent  cette  solution  i)eu  siisi'e|itil)le  d'application. 

i>    111.  De  1'è(faHihre  d'un  fil  ou   lu/ne  élastùjuc. 

ifi.  I{e|M'(Mi(tMS  le  cas  iTmi  til  incxicnsililc  ;  mais,  au  lieu  de  le  sup- 
poser eu  même  temps  parfailemeut  llexihle.  comme  on  l'a  l'ail  jiis- 
(|u'ici.  snpposons-le  élastique,  en  sorte  <|n'il  y  ait  dans  chaque  point 
une  force,  (pic  j'iippellcrai  V..  ipii  s'oppo>e  il  riiillcxioii  du  lil  cl  qui 
lendi',  par  consé(|uent.  ;i  diminuci'  l'aiii^le  de  ciuiliuii<'nce  '  .  Nom- 
mant cet  ani^le  c,  ou  aura,  comme  dans  l'iirliclc  2()  en  iliaiiucaut 
seiiicmi'ul   (I  eu   o),    E  oc    pour   \r    umuicul    di'   rli;ii|ue   l^u'cc   !•]  ;    dmic 

S  l*j  oc  sera  la  somme  des  momculs  de  joules  lc>  lorces  d  (daslicile  (|ui 
aj^isscnl  dans  loulc  la  lonL;ueui-  du  lil.  I;ii|ur||e  desra  doui'  cire  ajoutée 
au  pi'emiei'  mrudiri'  d<'  I  cqualiun  i;éneiale  <ic  lc(|uilihrc  dans  le  cas 
d'un  lil  inexti'u--ildr  ri  |i;iilailcuienl  llcxiMc    arl.  1\)  . 

Toiile   la   dillicullc  consiste  ii  rauieurr  l'iulc^ralc   ^  !■]  oc  ;i  l:i  loiiii(> 

(  '  )  t-'oxpressinii  niioplro  |)ai'  bi^'niiiirc  pour  l'(^v»liialinii  de  la  sonimo  des  iiiciiiiciils  des 
forces  d'(^laslicit(^  ii'osl  pas  admission  pmir  li-s  coiirhps  à  dniiltlc  coiirhuro.  BincI  en  a 
fail  la  roiiiannic  dans  le  lome  X  du  Jniinuil  de  l'hcolr  /'olilcr/imi/tir.  /'o/r  aussi  un  Mé- 
moiio  de  t*oisS(Ui(pii  fait  partie  du  lonie  Itidola  Corrcxpiiiuhiiirc  xiir  l'KcnIc  PolMcrhniiiiir. 
r.cs  j-éouMUrcs  iciuari|M('nl  avec  laisiui  ipi'il  iloil  ciih'or,  dans  l'expression  de  la  somme  des 
mnmenls,  un  lernu'  pid|iorlionnel  à  la  \arialion  «le  ran};le  de  deux  plans  osculateurs  eon- 
(iéruUfs.  i  l'iiir  nue  Noie  à  l.i  lin  du  N'ohime.  1  >J.  I!crlr<iiid.\ 
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convenable  ;  pour  cela,  il  faut  commencer  par  chercher  la  valeur  de  e; 
or  nous  avons  trouvé  plus  liant  (art.  26) 

~  cose=:  •      -  —  r. > 

d'oii  l'on  tire 

^,r-.^■'--{^■-g'■-h^)■'- 


sin-e 


4./' 


2  oS 


Pour  appli(|uer  cette  formule  au  cas  présent,  il  sutlit  de  remar(|uer  (|ne 
les  coordonnées  x',  y' ,  z' ,  x",  y",  z",  x'",  y"\  z'",  par  lesquelles  nous 
avons  exprimé  les  quantités  /,  g,  h  (art.  12  et  20),  deviennent  ici 
X,  y,  z\  ,r  +  dx,  y  +  dy,  z  -\-  dz\  x  ^  i  dx  -\-  d'x,  y  -h  i  dy  +  d^ y, 
z  -<r  -îdz  -\-  d'^z;  en  sorte  qu'on  aura 

p  z=L  dx-  +  rfr'  +  dz-  =  ds\ 

g'^=.  [dx  -i-  d-x)--\-  {dy  -+-  d-y)-^  {dz  +  d- z)- 

—  dx'-  -+-  dy^  +  dz''  +  i {dx f/2 X  +  dy d-y  +  dzd'3)  +  (dKr)-~h{d\yy-h(cf:Y 
r=  ds--h  idsd's  +  {d^xY  -+-  {d\Y)-+  {d-z)\ 

h^—  (2dx  -hd^xy--h  (2dy  -+- d\yf -h.(2dz  +  rf-s)' 
^-(^ds--hlidsd'-s  +  {d^xy--h  {d\yy -h  (d'zY-; 

donc 

/'  -h  g^  —  A*  ^  —  2  ds^  —  ids  d'-s 

et 

i^Pg-'-iP  +  g'-ir-r 

^-[^ds^^+%dsU^-s  +  l\ds^[{d-'xf^  [d\Y)-+  {d'zy-\  —  [i(ds^ -^  ds  d' s)'- 

=  4  ds^  [{dKi-y  4-  {d-Y)-+{d-z  y  -  {d\'!y]. 

Donc  enfin  on  aura,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième 
ordre, 

{d\cy-  +  (d-Yy  +  {d''zy  —  {d^sy 


sin^e  = 


ds- 


Comnie  cette  valeur  de  sin^e  est  infiniment  petite  du  deuxième  ordre, 
il  s'ensuit  que  sine,  et  par  conséquent  aussi  l'angle  e,  sera  infiniment 


|irlil  lin  |M'i'iiii(>r  onli'i' :  (le  s(ir(<' (|ii  on  :inr;i 


_  \,'(d>xV-i-(d*y)'-h{(l'z)*—(d'-sy 

c'est    rc\|ir('ssi(ni   de   l'iin^lr  dr  iinilin^cmc  il;in>   unr  iouiIm'   (|nrl- 
<^on(|m'  il  lion  hic  conrlini'r.  cl  i{mi  ii'\  icnl  ii  celle  de  r:iilicle  il. 

i7.  On  diUércnlierii  in;uiilen;inl  sni\;int  o,  |»oni'  ;ivoii'  l;i  valenr  de 
or.  e(  C(nniiie,  |i;ii-  l;i  condilion  de  riiicxtt'nsiljililc  dn  lil.  tni  ;i  déjii 
O(ls^=o  (;irl.  2*.))  cl.  |i;ii-  coiist''(|ncnl  ;inssi ,  d  ods  ^=  r^  t/-s  ^=  i>.  on 
|iiiurr:i  tr;nlci\  (i;iiis  l;i  dill'ci-cnlMlion  dmil  il  s'iii;it,  (/s  cl  fPs  coinine 
consinnics  ;  ainsi  l'on  ;inr;i 

,   _       d'-a:$d^x  +  d-jod'y-i-d'zdd'-z 


d.i\'{d*xY-h{d'jy-^(d*s)-—{d-s)^ 

Sulisliinaiil  diins  S ''' ^''  '''  l;iisanl.  iioiir  alircj^cr, 

E 


1  = 


on  allia 


1^  E  rfc  -  ^  I  d'-.r  odKv   t-  §  I  (/-.)•  f^cr-y  -h  '^Id'z  od-  z. 


(",os  cxiJi't'ssions  olaiil  li'aitccs  suivant  lt>s  ri-i^lcs  diuinccs  dans  l'ar- 
ticle !,")  de  la  Section  1\',  en  y  (  lianiicaiil  d'aliord  ci/cn  d'î,  cl  inli';.;ianl 
cMsuilc  |iai'  |iarlics  [loni'  l'aire  disparailrc  le  d  avant  o,  on  aura  li's  tians- 
fnrincos  sniv ailles  : 

V^  I  d\r  od'.j-  =  4-  I   d'.r  do.r"—  d(  V  d' .>"  )  o.r" 

—  l'd' .r'  doj:'  -h  </(  l' dKr'  )  o.c'  ■+  V^  ./•'  (  I  d'-  ./■  )  o./ , 
J^  1  d'-y  ^d\y  =  -i-  Vd-ydoy-  d{Vd'r')  oy" 

-  \'d--ydoy'  -\-d(l'd'y')d/  -t    '<^d--(\d'-y)rh; 
'<^\d'z  ')d--z  -    hVd'z'  doz■'-d(l'd'z'')oz■• 
~\'d'-  :.'  doz'    !    d(  V  r/'  z')fh'  -H  ^d\\  d'-  z  )  f)z. 

On  ajonicra   donc  ces  dili'cicnl-  h  rincs  ii  ceux  i|ni  roinieni  le  |uc- 
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micr  inenibi'c  de  l'équation  générale  de  l'équilibre  de  i'artiric  2i»,  cl 
l'on  aura  ré(|uation  de  l'équilibre  d'un  ill  inextensible  et  élasti(|uc. 

48.  Egalant  d'abord  à  zéro  les  coeffieients  des  variations  o.r,  ov,  oz 

qui   se  trouvent  sous   le  signe  [^,  on  aura  ees  trois  équations  iiid(''- 

(inies 

\  dm  —  d  ^-j^    -h  d'{]  d-  a-  )  =:  o, 
ds 

\  dm  —  d ^^  -¥d-{\d-Y)r=o, 
ds 

Z  dm  —  d  — ^  H-  /■/-(  I  (•/-;)=:  o  ; 
ds 

d'où  il  faudra  éliminer  l'indéterminée  A,  ce  qui  les  réduira  à  deux,  ()ui 
suivront  pour  déterminer  la  courbe  du  lil. 
Une  première  intégration  donne 

/.  -3 d(  I  dKr)  =  A  +     \  dm, 

ds  ■■' 

l^ -d(ld'-y)z=B^  f\  dm, 

ri  s  "  •' 

/.^  -d{id'z)  =  C  4-/*Z  dm, 

A,  B,  C  étant  des  constantes  arbitraires,  et  réliminalion  de  A  duniiera 

dx  d{  l  d:\r)  —  dy  d(ld'-x)  =.  (A.  ~i-  f\  dm)  dy  —  (  B  +  /"Y  dm  )  dx, 
(Lrd[{d-z)  —dzd(\d'-x)  =^(\^  f\dm)d:  —  (C  -+-  /"Z  dm)d.r, 
dy  d[  I  d'z  )  ~  dz  d(  I  d\y  )  —  (  B  +  l'y  dm  )  dz  —  (C  -H  /'Z  dm  )  dy, 

dont  la  dernière  est  déjà  contenue  dans  les  deux  autres. 
Ces  équations  sont  de  nouveau  intégrables,  et  l'on  aura 

\{dxd\y~.dydKi)-Y  +  f\\  +  j\dm)  dy  —  j \b  ^  /'\  '/in)(/,/, 
Kdxd'z  -  dz  dKr)  ==  G  -f-  f{\  +f\dm)dz  -  f  [C  -^-  ('Ldm)dx, 
\{dy  d'z  -dzd\y)  =11+  /'(B  +  l'y  dm)dz  ~  f  {C  --  f'/.du\)dy, 

F,  G,  H  étant  de  nouvelles  constantes. 
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Or  lions  avons  suppose  plus  liaiil    art.  17) 

1  = 

le  carré  du  (léiioniiiialciii'  ilr  ccUc  (|iianlili'  l'sl 

t/.s*\{d'-ji)'-^(d'-yy-i-  (d'z)']—ds^{d's)' 

-1  (dx'--^  dj'-t-  dz^)  [{d*jc)'--h  (rf»j)«+  (d^z)*  ]-(da-  d'jr  -+-  dy  d\r  --^  dz  rP  :  V 
I  d.r  d-y  -    dv  dKrV'    t-  {dj:  d'-  z  —  dz  d' .c)'-  +  {dy  d' s  —  dz  d^yY. 

Doiii".  si  Ion  ajoute  ensemble  les  carrés  des  trois  équations  précé- 
dentes, on  aura  celle-ci,  sans  diCfcrciilicllcs, 

E'  =:  +  [F  -t-  f{\  r  /'X  (/m)  dy  -  fy\i  -n  j'y  dm)  </.r  J- 
H-  [G  -H  f{\.  --  f\  dnnd:  -f[C  +j'Z  dm)  d.r]' 
+  [H-,-  f(B  'f\  >hu)dz       f(C  ^    f7.dm,d.cy; 

et  si  l'on  divise  ensenihle  deux  des  niéines  é(|uati()ns,  on  aura  celle-ci. 
011  l'élasticité  n'entre  pas, 

dxd-z-dzd^x  _  G  +f{^J^ dm )  dz  -/(C  H-/Z  dm)  dx 
dx  d'-y  -  dy  dKv  ~  p  _, .  ^^  ^  ^j\  ,/,„  , ,/,.  _.  f(\i  ^  fy  dm  i  du- 

t'es  deux  équations  sont  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  |)oiir  délenniner 
la  courbe  élasti(]ue,  en  ayant  égard  à  la  double  courbure. 

\\).  On  suppose  coniinnnnni'nl  ([lie  la  force  élastique  (|ui  s'oppose 
à  l'inllexion  (;st  en  raison  inverse  du  rayon  oscillateur,  .\iiisi.  en  noni- 

«iiaiil  ;  ce  rayon,  ou  aura  E  — -      •  K  claiil  un  cdeHiiienl  constant. 

Mais  on  sait  (jiic  p  =  -^;  donc  E  = -r--  :  ainsi  la  i|iianlite  I.  (|U(^ 
nous  avons  supposée  égale  à  —.^^  (art.  17),  deviendra  ,  et.  par  con- 
séquent, constaiilc,    en  supposant,   ce   qui   est   permis,  ds  conslaiite. 
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Ainsi  les  trois  premières  équations  (art.  48)  seront 
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\din 

,ldx       ^d'x 
ds              ds' 

=  o, 

V  (/m 

,  l  dv         ,,  d''  Y 

—  d  —j-  4-  K  —~- 
ds              ds' 

=  o, 

Z  dm 

,  À  dz       ,,  d''  z 
ds             ds^ 

=  o. 

Si  l'on  ajoute  ensemble  ces  trois  équations,  après  avoir  multiplié  la 

première  par  -j^ ,  la  deuxième  par    y  et  la  troisième  par  ~,  on  aura, 
à  cause  de 


d.r    .  d.v        dy      dy 


ds       ds        ds       ds        9.      \ 


I    ./dx'  -h  dy'  -hds- 


ds      ds         ds      ds        ds      ds        9. 


ds- 


)  =  .. 


l'équalion 


^.    ,  ,,    ,  .,    ,   ,  dn\        ,    da.  d'.i- -i- dy  d' y   ~  dz  d' 

{  \  d.r  H    ^  dv  +  /.dz)  —+W  -  ■   ,  .  ■ 

ds  ds' 


dl. 


Soit  r  l'épaisseur  du  til;  on  aura  dm  —  Vc/s.  i.'équalion  précédente 
étant  intégrée,  en  supposant  ds  constant,  donnera 


l^-J'T{\d.r^\-Ydy-\-Zdz) 

~dxd^x-^dyd'y-^-dzd>z        {d^xY+  {d-^y)'--^  (d'z)-' 


-+- 


K[' 


ds' 


ids' 


Cette  valeur  de  A  exprime  la  tension  de  la  lame  élastique,  c'est-à-dire 
la  résistance  avec  laquelle  elle  s'oppose  à  la  force  qui  tend  à  l'allonger, 
comme  dans  l'article  31 . 


50.  Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  ordinaire  est  celui  dans  lecpiel 
les  forces  X,  Y,  Z  qu'on  suppose  agir  sur  tous  les  points  de  la  lame 
élastique  sont  nulles,  et  où  la  courbure  de  la  lame  vient  uniquement 
des  forces  appliquées  à  ses  deux  extrémités.  Dans  ce  cas,  les  éq-ua- 
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liniis    liili'miilrs    (le   rarliilc    ÎS    (lniiiirnl.    en    iiii'lhml    iMiiir   I    sii    \;i- 


leur  -^,. 


,.  cljcd'y  —  ilvd'x       ,. 


rl.r  d- z  —  dz  d- u-        ,. 


ds^ 


IIS  ' 


iiiiii>  riiilégialidii  iilloriciiro  tlf  rcllcs-ci  est  peut-rlic  iiiipo.ssililc  en 
lïéiUTal  ('  ). 

I.i)rsi|iii'  l;i  cnuiliiiri'  de  la  lame  est  Idulc  dans  iiii  iih'Iiii'  |)lan,  on  prc- 
naiil  pour  ce  plan  celui  des  .r  et  ^-cl  faisanl  </v  =  i/s  siiiç.,  d r  -;  r/.v  cdS'p. 
la  iiremii-re  é(|natinii.  (|iii  es(  alors  la  seule  iiéeessaii'c.  devient 

—r  =:  F  -i-  A  fa'in  o  ds  —  1?  fcos o  ds, 
ds  •'        •  •'         ■ 

la(|n(die.  etani  dillereiitiee,  doiiiu' 

-j-^  =  A  sni  o  —  B  coso; 
rniilliplianl  |iaiv/-^  et   inléi^iant  dc-i'ecliel'. 


il  un  I  (iM  lire 


■t.  de  là. 


rr  =  A  coso  -+-  B  sin  s  H- 1), 

2     f/.v' 


,  do 

ds  =: 


\'-ii)  -+-  aA  cosç  -h  aB  sino 


du-  =  -=^. 


cos  9  d(f 


v/aD  +  aAcos^  +  aBsintp 


i')  Ollc  iiiIrt-Talioii  a  clé  cnccliuV  par  lliiicl,  qui  a  iiK^niP  ('(insiiicrt'  tes  iM]iialiiin< 
ptus  jjéiiératos  aii\c|ii('llcs  on  csl  •■(indiiil  en  ri'MaliJissanl  (tans  la  soininc  (tes  inoincnls  îles 
forces  d'élaslicilé  le  tonne  propnrtionnol  à  la  variation  do  Tanfilo  ilo  deux  plans  osciilaloiirs 
consécutifs.  (Cniiiplfi  rnuliif  tlf  l' Jciidc'mir  drs  Sciriicr<,  iSJl.   i"  sonicslro,  p.  ni'i.) 

( ./.  licrlrniiil.  > 
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et,  comme  on  a  par  la  première  équation  F  +  Ay  —  Bx  =  ^,  on  auia 


ds 


Bx  — F        I 


^--ÂV'^nrT 


2  A  coscp  +  aB  sine 


Ainsi  tout  se  réduit  à  intégrer  les  valeurs  de  (h  et  dx;  mais  ces  inté- 
grations dépendent  de  la  rectification  des  sections  coniques.  Jusqu'à 
présent,  il  ne  parait  pas  qu'on  ait  été  plus  loin  dans  la  solution  géné- 
rale dn  problème  de  la  courbe  élastique. 

51.  Considérons  maintenant  les  termes  de  l'équation  générale  qui 
sont  hors  du  signe  §;  ces  ternies  sont 


}."  ^  -dt  l'd-.i"  )  1  dx"  -+-  l"  dKr"doy' 
ds  '  J 

À"  ^  —  f/(  I" d-'r"  )  I  0  )■"  +  I"  d\y"  ddv" 


>,"^-rf(Fr/^'^")joV 


-ù'^-./(F./^.'; 


l'd'z"  doz" 
-l  dKr'do.r' 


-  h'  ^  -  d(V  d\y' )1  or'  -  V  d- y'  dor' 

—  h'  ^   -  d{\'  d'-  z'  )1  oz'  -  r  d'-  z'  doz'; 

et  il  faudra  les  taire  dispaiaitro  indépendamment  des  valeurs  de  o.r", 
0)'  ,  oz-  ,  d  ùx  ,  . . . . 

Donc  ri"  si  le  fil  est  entièrement  libre,  il  faudra  que  les  coefficients 
es  douze  quantités  ox  ,  ôy  ,  oz",  dox  ,  dov  .  doz  ,  ox ,  ov,  oz  , 
dox',  doy',  doz'  soient  nuls,  chacun  en  particulier. 

Or,  d'après  les  premières  équations  intégrales  de  l'article  4<S,  on  voit 
qu'en  faisant  commencer  les  intégrations  an  premier  point  du  fil,  les 
coefficients  de  ox',  oy',  oz'  sont  égaux  à  A,  B,  C,  et  ceux  de  ox",  oy", 

o="  deviennent  A  +  §Xc?m,  B  +  {^  Y f/m,  C-h^Zdm.  Ainsi  il  faudra 
XI.  20. 
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(|iiL'  l'on  ait,  ilaii-;  le  cas  (loiit  il  s'a^'it, 

A  =  O,  H  :=  O,  C  =:  O 

et 

^  \  '/m  :^  o,  >)^</lll=0,  Sj/,  (/lll=0. 

Ensuito  il  faudra  que  l'on  ait  aussi 

Vd'y'  =  o,        I"rf«/'=o,        l'd'z'—o 

et 

lV«^'=o,  l'd-r'  =  o,         ï'd'-z'=o, 

poiii'  l'aire  disparailre  les  leriiics  aU'octos  de  do.t",  doy",  ...;  cl  il  est 
clair  (|iic  les  secondes  équations  intégrales  du  même  article  doiiiie- 
l'ont 

F  :=0,  ('■  =1  o,  Il  ^  O 

et 

Sj^t/)  /'\  (/ni    -  d.v  f\  (/m)  =  o,         ^(dzJXdm  —  du:  f'Adm)  =  o, 

^((i=f\ (iin  —  i/y  \''l- '/'» )  =  "• 
2"  Si  la  [irciiiière  exlréniilé  du  lil  est  lixc,  alors 


|)ar  conséquent,  A,  IJ,  (>  ne  sei'onl  pas  nuls;  niais  la  comlilion  que  les 
coefticients  de  ^jx'\  oy",  0;"  soient  nuls  <lonuera 

A  =  — §\c/iii,         I!   =-S^\(/ni,         (:  =  -V^Zf/m; 


il,  >i  la  |)()sili()n  (le  la  taiigcnlc  a  celle  exlrcniite  était  donnée  aussi,  on 

aurait,  de  [)lus, 

d6x'=:o,         doy'=.o,         dàz':=o; 

par  consé(|ueiil,  !•',  (i.  Il  ne  seraieiil  pas  nuls,  inaiïj  la  niillilc  des  coef- 
licients  de  <lor",  div",  1/0:'  donnciail 

F  -T7  J^[(I{-h  /■Vr/iMU/.r-(A  •    /'V'/mW/i  J, 

(;  ^  V^[(_(;  -i~f/.du\)d.r~(\  -^-f\d\n)dz], 

II=§[(C  +/■/ JiiiW/.— il!    !    /'V  r/iiiW/-]. 
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On  raisonnera  de  la  même  manière  par  rapport  à  l'état  de  la  seconde 
extrémité  du  fil. 

'3"  Enfin,  si,  outre  les  forces  qui  agissent  sur  tons  les  points  du  fil, 
il  y  en  avait  de  particulières  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z",  appliquées  à  l'une 
et  à  l'autre  extrémité,  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  aux  ternies  ci-dessus 
les  suivants 

X'  dx'  +  Y'  èy  +  Z' ô^'  +  X"  ô.r"  -+-  Y"  Sr"  +  Z"  oz\ 

et  s'il  y  avait,  de  plus,  d'autres  conditions  relatives  à  l'état  de  ces  ex- 
trémités, on  opérerait  toujours  de  la  même  façon  et  d'après  les  mêmes 
principes. 

52.  Si  l'on  voulait  que  le  fil  fût  doublement  élastique,  tant  à  l'égard 
de  l'extensibilité  qu'à  l'égard  de  la  flexibilité,  alors  on  auiait,  dans 

l'équation  générale  de  l'équilibre,  à  la  place  du  terme  J^  Ar/w,  celui-ci 
^Fr/M,  c'est-à-dire  simplement  F  ii  la  place  de  A,  en  nommant  Fia 
force  d'élasticité  qui  résiste  à  l'extension  du  fil  (ai't.  42).  Mais  il  fau- 
drait, de  plus,  dans  ce  cas,  regarder  ds  comme  variable  dans  l'expres- 
sion de  Se;  par  conséquent,  il  faudrait  ajouter  à  la  valeur  de  ce  de  l'ai'- 
ticle  47  ces  deux  termes 

e  0  ds        il-  s  0  il-  .1 
ds  e  ds- 

On  aurait  donc  à  ajoutera  la  valeur  de  ^Eoedu  même  article  les  termes 

SEe  .  ,       nErt'-.?  ,  ,, 
ds  O  ("  ds- 

Le  dernier  se  réduit  d'abord  à 

»   ,  „.,■  dos  H -j-j—r  dos  +  \  «  — -j—  0  ds  ; 

e  ds'^  e'ds-  ij      e  ds- 

donc  il  faudia  ajouter  à  la  valeur  de  §Eoe  les  termes 

VJ'dH"   ,..,       Wd-s'.,      Ç\f,V.d\«       Ee\  .  , 
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I.c  «li'iiiicr  tcfinc  de  colle  expression,  T'Iimt  analogue  au  tciinc  V,,  Foc/y, 

sera  susceplible  de  réduclions  simiiIi1;iI)1i's:  à  l'égard  des  deux  autres,  il 

,    ,..  ,N  ,         d.i: dojc -i- dv dôy  ■+- dsdos 

Il  v  aura  (lu  a  v  substiluer  pour  itos  sa  valeur ^ — > 

Il  ds 

(Ml  Mianjuanl  toules  les  letlres  d'un  Irail  ou  do  deux. 

Delà  il  est  facile  de  conclure  (ju'on  aura,  pour  la  sohi  lion  du  cas  présent, 
les  inônies  formules  (|no  dans  le  cas  où  le  fil  élastique  est  supposé  inex- 

Icnsildc.  en  y  mettant  seulement  F  -h cl      ,'^  —  -^  à  la  place  de  A  et  ajou- 

tant  aux  termes  iioi'sdu  siijneS'OS  deux  termes    ,  .  ,,  dos „  ,  ..,  dos  . 

kJ  (•  as  •  e  (if!  - 

(domine,  dans  l'écjuation  de  la  courlic,  la  quantité  A  doit  être  élimi- 
née, il  s'ensuit  que  l'équation  ilv  l;i  lame  élastique  sera  la  même,  soit 
<|iri)ii  la  sii|i|iose  extensible  ou  non.  .Mais  la  tension  du  fil.  qui  est 
exprimée  par  A  ou  pai'  F,  lorsque  le  lil  n'est  pas  élastique  (art.  43), 

sera  augmentée,  par  l'élasticité  E,  de  la  (juantité  d—j^~ -,  îx  cause 

de  e=-(arl.  49). 


sj  l^  .   —    De  l'équilibre  d'itit  /il  raide  el  de  Jigiire  donnée. 

53.  Venons  enfin  au  cas  iliiii  li!  inrvicnsiltlc  el  inllexihlc  :  on  aura 
ici.  pour  la  somme  des  momciils  des  forces,  la  mi'mc  l'oiiiiiilc  iiilft;rale 

(|iic  dans  le  cas  de  l'article  28,  c'cst-;i-dirc  ^  X  or  -\-  Y  ov  -f-  Z  or  d\\\  ; 
ensuite  la  condition  de  l'inexlensiliiiilc  du  fil  donnera,  comme  dans 
le  même  article,  or/.v  =  <),  et  eidle  de  i"liill(\iliilili'  iloniieia  o<' =  o, 
puisipie  l'angle  de  contingence  doit  être  invarialiii^:  mais  ces  deux  con- 
ditiims  ne.suHisent  j)as  encore  dans  le  cas  oi'i  la  coiiilic  est  ii  donlile 
courliuie,  comme  on  va  le  voir. 

Pour  traiter  la  <|ueslion  de  la  manii-re  la  plus  sim|dc  cl  hi  plu- 
directe,  je  niiiiiiqnc  (juc  hml  cou^islc  ii  l'aire  en  smli'  (|ue  les  diffé- 
l'eiits  |ioiiil.'-  lie  la  eoiirlie  du  lil  conserveiil  toujours  cuire  eux  les 
uiéuies  tlistanees  :  or.  en  cousiiieiaiil  |ilii-ieiirs  poinis  successifs  diml 
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les  coordonnées  soient 

■r,     y,     :,     .c -h  dj\     y-i-dr,     z -\- dz, 
X  -\-  1  dx  -+-  d-  X,  V  +  2  dy  -+-  d-y,  :  -\-  %  dz  -\-  d-  z ,  .  .  . , 

il  est  clair  que  les  carrés  des  distances  entre  le  premier  de  ces  points 
et  les  suivants  seront  exprimés  par  les  quantités 

dx"'  H-  dy-  +  <lz-,  (  'idx  h-  d-x)-  -+-  {idy  -f-  d'y)-  4-  {'idz  +  d-  :■)-, 

(3(^.r  -h  Sfif^x  +  d\vy-+{idy  +  ?>d'-y  H-  d^yY-^{Zdz  +  3(/-3  +  d}z)\ 

Supposons,  pour  abréger, 

dx-     -)-    dy-      -H    dz-     =:  y., 

(  d'-  .r  )'-  +  (  d'-y  )--\-{d'zY=Z, 
{d>xy--h(d\yy-+{d^z)^=zy, 

les  quantités  précédentes,  étant  développées,  deviendront 

9  a  -f-  grfa  +  9  (3  +  3  (  (^-  a  —  2  ;3  )  +  3 c/^S  +  y. 


Il  faudra  donc  que  les  variations  de  ces  quantités  soient  nulles  dans 
toute  l'étendue  de  la  courbe,  ce  qui  donnera  ces  équations  indétinies 

oa  =  o, 

4  oa  H-  2  à  dy.  +  0(3^0, 

9  ôx  H-  9  â  rfj!  H-  3  ^P  +  3  ô  c?-  a  +  3  à  (-/[S  +  ôy  =  o. 


mais,  oa  étant  égal  à  o,  on  a  aussi 

doy  =  odix  =  o;         donc         â[3  =  o; 
do  là  on  aura,  de  plus. 

d-oy  —  dd-y  =  o,      .  6?o(3  =  0  6^(3  =  o  ;         donc         oy  =  o; 
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et  ainsi  de  siiid-.  Dt'  sorlc  (iiic  ll■^  cMjualioiis  de  corulitii)ii  pour  l'iiiex- 

(ensil)ilité  et  riiifloxihilité  du  fil  seront  oa  =  o,  o^  =  o,  oy  =  o 

c'esl-à-diic,  en  diircrciiliiinl  et  cliani^e:!!!!  or/ en  do, 

dx  d ojr  -H  dy  d oy  -i-  dz  do:  =  o, 
rf-a-  d- 6x  -+-  cPy  d- ôy  -+-  d"  z  </-  ô;  =  o, 
d^.r  d^o.r  -+-  d^y  d^oy  +  d^  z  d^oz  =:  o, 


Il  est  claii'  (|iril  Millil  de  liois  de  ces  équations  pour  déterminer  les 
trois  variations  Oîc-,  ov,  or;  d'où  l'on  peut  d'aixird  coiiclnic  (|iic,  dès 
(ju'oM  aura  satisfait  aux  trois  premières,  toutes  les  autres,  (pTon  pour- 
rail  (l'ouver  à  l'infini,  auront  lien  d'elles-mêmes  :  c'est  aussi  di' (|uoi 
on  peut  se  convainci'c  par  le  ealcul  même,  comme  on  le  verrai  |dns  bas 
art.  60)  (',. 


(')  Ces  rquaiioiis:  oxprimeiil  (jiic  k.  fî,  7  conservent  la  Mièine  \aloni'  |ion<laiii  le  déplace- 
ment de  la  courbe.  Cette  condition  ('(luiviuU  iui\  trois  é(inations  suivantes  : 


(dxy-     /dyy-      ffhy- 

fdKv-^      /d'yy       /d^zy       ,^    ^ 


La  première  est  évidente;  la  deuxième  exprime  que  la  courbure  de  la  ligne  considérée  est 
une  fonction  déterminée  de  l'arc  v:  la  troisième,  enfin,  combinée  avec  les  deux  autres,  ex- 
prime i;u(î  la  seconde  courbure  esl  une  fonction  déterminée  de  s.  En  écrivant  les  équations 
de  condition  sous  cette  forme,  (jui  ne  diiïcre  de  celle  do  l.agrangeque  par  les  diviseurs  d\-, 
ds^,  dx'^,  que  nous  avons  introduits,  les  calculs  resteraient  absolument  les  mêmes;  seule- 
ment les  multiplicateurs  désiiinés  plus  loin  par  X.  u..  v  seraient  finis,  tandis  qu'il  faut,  dans 
la  notation  de  Lai;rani;o,  leur  supposer  des  valeurs  infinies  de  difl'éronts  ordres.  Celle  cir- 
constance a  été  sii^nalée  comme  un  inconvénient  de  la  méiliode.  Ku  adoptant,  en  effet,  la 
locution  si  souvent  emplojée  par  Lai^range,  les  Tnulti|ilicateiirs  "/.  u,  v  représenteraient  les 
forces  qui  tendent  à  faire  varier  les  fonctions  a,  p,  7,  et  il  doit  sembler  extraordinaire  que 
CCS  forces  soient  infinies  et  surtout  qu'une  transformation  tout  algébrique  suflisc  pour  leur 
faire  prendre  des  valeurs  finies;  maison  se  rend  compte  de  cette  singularité  en  remarquant 
i|uc  les  coelficients  "a,  u,  v  ne  sont  nommés /"/vn-  (pie  par  ime  locution  figurée,  familière  A 
l-agrange.  Nous  avons  averti  plusieurs  fois  qu'il  no  fallait  pas  prendre  cette  locution  à  la 
lettre.  (AWr  la  Note  relative  à  l'art,  il.  Sect.  II.)  {J.  Jtcrtraiid.) 
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54.  On  aura  donc  par  notre  méthode  cette  équation  générale  de  l'é- 
quilibre 

o  =  +  ^  (  X  (5.C  +  Y  ov  -+-  Z  iz  )  dm 

-^^.^{djcddx    -h  df  d  dy     -\-  dz  d  ôz  ) 
+  C  |UL  (  rf-.i-  d-  o.r  -H  d'y  d-  dy  -^  d- z  d-  oz  ) 
-+-  §  V  ( dKv  d' d.r  -f-  d\r  d' df  -^d'z  d'oz), 

laquelle,  par  les  transformations  enseignées,   se   réduira  à   la  l'orme 
suivante  : 

o  =  +  §  [X<^m  —  d(ld.r)  +  d'{<xd'.r)  —  f/'(v  d'j-)]  dj; 
-t-  §  [  Y  dm  —d(}.  dy  )  -h  d' (^d'-f)~  d>  (  v  d'  v )]  ô v 

+  ^[Z  dm  —  d(ldz)  -hd^ixd-'z)  — f/'(v  cPz)]  dz 

H-  [l"  dx"  —  d{ix"d'-x"}  +  d'i'/d'j;")]  dx" 
-+-  [  ix"d\v"  —  d{v"  d'x'  )]  d  dx"  4-  V  Vx"  d'-  dx" 
-h  [ X" dy"   —diix" d'y" )  +  rf^ ( v" d'y" )]  df 
4-  l^il'd^y"—  d{v"d\y")]ddy"+v"d^y"d^dy" 
+  [l" dz"    —d(iJ." d'z"  )  +  d'-  ( y" d'z"  )]  oz" 
-H  [ fi" d'z"  —  d{-y'd^z")]d dz" -+-  v" d' z"  d^ dz" 

—  [l'dx'   ~  diij.'  d'-x')  +  d^{v' d'x')]dx' 

—  [ij.'d'x'  —  d(^yd\c')]  ddx'  —  ^j'd'x'd'dx' 
~  [l'dy'    -  d(ix'd\y')  -+-  d'-i-j'd'y')]  dy' 

—  [ix'd-y'—d{v'd\y'}]  ddy' —  v' d'y' d'dy' 

—  [>.'  dz'    —  diiJ.' d'-z')  -+-  d-(v' d'z' )]  ô;' 

—  [fi'rfV  —d{v'd'z')]ddz'  —  v'd'z'd-dz'. 

55.  Égalant  d'abord  à  zéro  les  coelFicients  de  or,  ùy,  oz  sous  le 
signe  3'  on  aura  ces  trois  équations  indéfinies 

\dm  —  d(ldx)  -i-  d-  {iJ.  d' x)  —  d^(v  d'x)  =:  o, 
Y  dm  —  d{\dy)  4-  d^p-d'-y)  —  d^v  d'y)  r=  o, 
'Ldm  —d(ldz)  -Jrd-{pd-z)  ^d'(vd^z)  =  o, 

lesquelles,  renfermant  trois  variables  indéterminées  7.,  [j.,  v,  ne  servi- 
ront qu'à  déterminer  ces  trois  quantités;  en  sorte  qu'il  n'y  aura  aucune 


i7()  Mr:<:  wioi  i:  \\  \i.^  tio(  i:. 

r(|uati()ii  iiidéfiMir  ciihc  les  (lill'érentés  forces  X,  Y,  Z  (|ir(iii  suppose 
appli(]iioes  à  tous  les  points  de  la  verge;  et  les  coiidiliuiis  de  l'é(|iiilihre 
(l(''|u'ndi(iiil  iiiii(|iieineiit  des  termes  qui  sont  liors  du  sij^ne  V^.  .Mais, 
fdiiiiiie  les  ternies  contiennent  les  inconnues  /..  a,  v,  il  l'aiidia  coni- 
ineucer  par  déterminer  ces  inconnues. 

Pour'  cela,  il   laut   intégrer  les  éi|ualions  précédentes,   ce  (jui  ol 
l'acilc.  (■(  l'on  aura  ces  li'ois-ci 

J  \  ilm  —  /.  (la-  -H  (/{ jj.  d'-.t)  —  d-(v  cPx)  =  A, 
f\  dm  —  >.  c/f  -(-  f/(  ;x  c/\y  )  —  dU  l  cPy)  =  H, 
fy.din  ~  'i.dz  -\-d{ixd--z)  —d'-{-jd^z)  =C, 

A,  IJ.  (Z  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Ces  équations  donnent,  pai'  reliniiiiation  de  A,  ces  trois  anlres-ci 

dy  I  \  dm  —  d.r  f  \  dm  -h  dy  d{[j.d'-x)  —  d.i:  d^^j-d-y) 

—  dy  d-  ( y  cPx)  h-  dx  d-{v  d^y)  =  A  dy  —  li  dx, 

dz  j  \  dm  —  (/.'■  /  '/.dm  -i-  (/;  dyiJ.d-x)  —  dx  d['j.d-  z) 

—  dz  d-  (  V  d^x)  +  dx  d-  (  v  rf' :;  )  =  A  ^;  —  C  dx, 

'l:j^  dm  —  dy  fZdm  -i- dzdi'^.d-y)  —  dy  dyixd'^z) 

—  dz  d-(-j  d'y)  +  dy  d\-j  d^z)  --=  15  dz  —  C  dy, 

lesquelles  sont  aussi  intégrahles,  cl  dont  li's  intégrales  sont 

y  f\  dm  —  X  I  V  dm  —  /  (  \y  —  \  .r)  r/in 

-H  iJ-idy  d-x  —  dx  d-y)  —  dy  d{v  d'x)  -h  dx  d('j  d\y) 

-t-  v(d-y  d'x  —  d^x  d*y)  —  A  i  —  \\x  -i-  I', 

--j'Xf/ni  —  X  y/.dm     -  f(\z  —  Zx)  dm 

-h  ix{dz  d'-x  —  dxd-z)  —  dz  d ( v  d^ x )  -t-  dx  d{'j(Pz) 

H-  V  ( d-  z  d'x  —  d-x  d' z  )  —  \  ;  —  C  ./•  -t-  (1 , 

;  l'\  dm  —yj'/.dm  —  f  {\  z  —  Zy)dm 

-i-  lJ.(dz  d\y  —  dy  d- z)  —  dz  d{v  d'y  )  -h  dy  d( v  d' z  ) 

-hv{d'zd'y  —  d\yd'z)  —  \iz  —  r.y        II. 

1',  (i,  Il  clanl  de  iiouM'IIrs  Confiantes  ai'bitraires. 
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Ces  trois  dernières  équations  serviront  à  déterminer  les  trois  quan- 
tités jJi,  V  et  f/v,  et  les  trois  premières  équations  intégrales  donneront 
les  valeurs  deX.f/u.,  rf-v.  Ainsi  l'on  aura  toutes  les  inconnues  qui  entrent 
dans  les  ternies  qui  sont  hors  du  signe  §;  il  suffira  pour  cela  de  mar- 
quer, dans  les  six  équations  qu'on  vient  de  trouver,  toutes  les  lettres 
d'un  Irait  ou  de  deux,  à  l'exception  des  constantes  arbitraires,  de  sup- 
poser nulles,  dans  le  premier  cas,  les  quantités  afTectécs  du  signe  /. 
lesquelles  sont  censées  commencer  au  premier  point  du  til,  et  de  chan- 
ger, dans  le  second  cas,  /  en  §  dans  les  mêmes  quantités,  pour  les 
rapporter  au  dernier  point  du  fil. 

56.  Cela  posé,  voyons  maintenant  les  conditions  qui  peuvent  ré- 
sulter de  l'anéantissement  des  termes  hors  du  signe  §  dans  l'équation 
générale  de  l'équilibre  (art.  54). 

Et  d'abord,  si  l'on  suppose  la  verge  entièrement  libre,  les  vaiiations 
ox  ,  ov ,  oz.  ,  dox  ,  a<jy  ,  doz  ,  d-ùx  ,  d-ùy  ,  f/'oc  et  ex  ,  ov  ,  oz-  , 
dox",  . . .  seront  toutes  indéterminées;  par  conséquent,  il  faudra  égaler 
à  zéro  chacun  de  leurs  coefficients,  et  il  est  visible  qu'il  faudra  pour 
cela  que  les  quantités  1',  ij.',  v',  d[j.\  dV ,  d-v' ,  ainsi  (jue  A",  a",  v' ,  du.", 
r/v",  d'-v" ,  soient  nulles. 

Donc  les  trois  premières  équations  intégrales  de  l'article  précédent, 
étant  rapportées  au  premier  et  au  dernier  point  du  fil,  donneront  ces 
six  conditions 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o,        j^X  dm  =  A,        [^^  Y  dm  =:  B,        ^1  dm  =  C  ; 

et  les  trois  dernières  intégrales  donneront  de  même  les  six  suivantes  : 

Aj'— Bj,-'4-F  =  o, 
A;'  — Ca;'-i-G=o, 
B;'  — Cj'H-H  =  o; 

y"  5  X  chn  -  .r"  J^  Y  ^m  --  §  (  Xj  -  Yx )  dm  =  A/"-  B x"-i-  F, 

z"  §  X  dm  -  J-" §  Z  dm  ~*^(\z.  -Z.r)  dm  =  A  ;" -  C .c"^  ( i , 

z"  j^  Y  dm  -  )  "J^^  Z  dm  -  §  (Y  ;  -  Z  v)  dm  =  B:"-  C  r"H-  H. 
XI.  23 
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A  =:  O,  B  :=  O,  C  =  O,  F  =  0,  fi  :=  O,  H  :=  O 

l'I,  |);ir  i-oiis(''(|iiciit, 

]^\r/|ll=ro,  ^V(/lll:=:0,  XZ</in=-iO, 

^(\y  —  Y  jc)  dm  —  o,        ^(\: —  Za)dm  =  o,        ^  (\  :  ~  Zy)  dm  ^  o. 

Ces  six  (''([iiatioiis  soiil  doiu'  les  sculi's  (jiii  soiciU  lU'i'cssjiii'es  |)Oiii- 
l'iMHiililin'  d'une  vorge  infloxiljlc,  l()rs(|iril  n'y  a  pas  do  point  fixo;  cVst 
rc  (|ni  s'accorde  avec  ce  ([iic  nous  avons  rcniar(|iii'  plus  liaul  art.  25), 
et  c'est  aussi  ce  ipTou  auiail  |iii  dcduirc  iiuiuédiatenient  de  la  théorie 
donnée  dans  la  Sei  lion  III,  ainsi  que  nous  l'avons  oI>ser\i'  daii>  l'a  il  ici  e 
cité. 

Ô7.  Supposons  niainlenanl  (|u'il  y  ail  dans  la  vérité  un  point  fixe  et 
(|iie  ce  point  soil  la  |)reniiJTe  extrémité  de  la  vi'ige;  dans  ce  cas,  on  aura 

Ôj;'=;  o,  oj''=o,  ôz'^o; 

en  sorte  que  les  termes  afTectés  de  ces  variations  disparaîtront  d'eux- 
mêmes;  il  suffira  donc  d'égaler  à  zéro  les  coefficients  de  dc.v',  r/ov', 
f/cz',  d'-oi',  d-<)y',  d'^oz',  ainsi  que  les  coefficients  de  o.i",  ov",  oz'\ 
d  or  ,  d  oy  ,  . . . . 

Or  il  est  aisé  de  voir  (jue,  pour  cela,  il  suffira  (jue  l'on  ail 


fi'=0, 


d'j'^z  o, 


et  ensuite 

/.'^  o,  lJ."=:zO,  •i":^o,  d[X."^=0,  d-j''^=0,  f/'v'=o, 

l'oinme  dans  le  cas  précédenl;  el  l'iui  Iroiivera  le-^  niéiiies  condili(Uis 
(|iie  dans  l'ailicle  précédent,  ii  l'exi^eptioii  de  ce  (|ue  A,  15.  C.  ne  seront 
jias  nulles. 
On  aura  donc 


ensuite 


A=:|;^\./m,       l!.-^^,/lll,      (::=v^/.,/ni. 

r:^njr'-\)',         (i  ^C.i'- A;',  Il       c.        lie 
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et  les  (rois  autres  équations  se  réduiront  à  celles-ci 

—  S  (X r  —  Y.r )  dm  =  B^'—  A  r', 

—  §(X;— Z.c)rfm  =  C.r'-A5', 

-§(Ys-Z.r)f/m  =  Cr'-Bi', 
c'est-à-dire  à 

§  (\r  -  Y.r)  ^m  -f-  .r'  §  Y  dm  -,)'  §  X  dm  =  o, 

§  (X  =  -  Z  .r)  dm  +  .r'  §  Z  f/m  --'Sx  dm  =  o, 

§  (  Y  .-  —  Z  v)  dm  -f  .r'  §  Z  dm  —  ^'  ^  '^'  ^''"  =^  '5' 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à 

S[X{r-r')-Y(^--.r')]c?in=o, 
|s|[\(;;  -z')  —  Zia^~x')]dm  =  o, 
^[\{z-z')-Z{y~y')]dm  =  o. 

Ce  sont  les  seules  conditions  nécessaires  pour  l'équilihn-,  et  il  est 
clair  (|u'('lles  répondent  à  celles  que  l'on  a  trouvées  dans  l'article  24. 

.58.  Si  la  verge  était  fixement  attachée  par  sa  première  extrémité, 
en  sorte  que  non  seulement  le  premier  point  de  la  courbe  fut  fixe, 
mais  aussi  la  tangente  à  ce  premier  point,  alors  on  aurait  non  seule- 
ment 

o.r'=:  o,         ôv'i=o,         0;;'=;  o, 

mais  aussi 

rj  (y,f-'z=:  rfôj;'=  o,  ô  d/'=:  d dy'=^  O,  o  dz'zrz  d dz'^=  o; 

par  conséquent,  tons  les  termes  affectés  de  ces  quantités  disparaî- 
traient d'eux-mêmes  et  il  ne  resterait  qu'à  faire  évanouir  les  termes 

affectés  de  d'^o.r',  d-oy',  d-ùz'   et   de  o.r",  oy" ,  oz" ,  dùx",  doy",  

On  n'aura  donc,  dans  ce  cas,  que  ces  conditions 

v'=0,  /,"  =  0,  jL<.''=:0,  v":=o,  dlJ."=zO,  (Yv"=:0,  d^y"=zO. 
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Donc  1rs  constantes  A,  B.  C  auront  cucori'  les  valeurs 

A^J^\^/ni.         ii-S^lr/m,         C^'^/.,hn: 

ensuite  les  trois  dernières  intégrales  de  l'article  ')5,  étant  a|>|ili(|uées 
au  dernier  point  de  la  V(M'i:e.  donneront 

K  =  S^(Yj— Xj)rfni,  r,  =  '^(Za  —  \:)</iu,  Il  =  ^(  Z  i  —  Y;)rfm. 

Va,  si  l'on  applique  ces  mêmes  é(|uations  au  |ireniier  point,  on  aui'a 

[x'{eiycr-x'—  cU'd'-y')  —  ch' {df  d' x' —  djc'd'f)  =  Aj'—  IJ .»'-,-  F, 
lt.'{dz'  d'-x'—  dx'd'-z')  -  dv'idz'd-'x'—  dx'd^z')  =  Kz'—Cx'+  G, 
[j.'{dz'  d\Y'—  dy'd'-z')  —  dv'{dz'  d'y'-  dy'  d'  z')  =  B  ::'-  C.v'-4-  H, 

d'où,  éliniinaiil  ix' et  <h',  résnite  l'équation 

\{y'dz'-  z'dy')  -f-  B(;'rfr'-  x'dz')  -^'C(x' dy'~ y'dx') 

+  Vdz'-C,dy'+Udx'=o. 

Celte  équation  est  nécessaire  pour  empêcher  que  la  vérité  ne  tourne 
autour  de  sa  première  tangente,  (]ui  est  sup|)Osée  fixe,  et  il  est  facile 
lie  voir  (|ue  son  premier  memliic  di'vieut  nul  lors(]ue  la  vei'ge  est  nue 
ligne  droiti'. 

.V.i.  On  pourrait  l'egai'der  comme  un  dcl'aul  de  notre  melliodc  la  lon- 
i;neur  de  cotte  solution,  qui  est,  en  effet,  ]dus  longue  que  celle  de 
rr(|uilil)re  d'un  111  flexible;  tandis  (|ue,  par  les  méthodes  ordinaires, 
ce  derniei'  prohii'me  est  beaucoup  plus  dirticilc  (|ue  celui  de  re(]iiilihrc 
d'une  verge  raide  tirée  pai'  des  |)uissances  quelcon(|ues,  |)arce  cjuil 
faut  di'tei'uiiner,  |)ar  la  composition  des  l'orces,  la  courbe  (|ue  le  fil  doit 
prendre  pour  être  en  équilibre,  au  lieu  que,  dans  le  cas  de  la  verge, 
cetli'  combe  est  donnée  et  (|uo  l'équilibre  ne  demande  i|ue  la  destrue- 
lion  ilr-.  momcnt>  des  (orce>^.  Mais.  lors(|u'on  veut  suivre  pour  Ions  ces 
problème-^  une  marche  uiiilorme  et  passer  de  l'un  à  l'autre  gnidnelle- 
menl.  il  mesure  (in'oii  y  ajoule  de  nouvelles  coudilions,  il  est  évident 
(|ue  le  cas  d'un  lil  inlle\ildc  csl  moins  simple  que  celui  il'uu  til  tlexible. 


Il 
( 
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parce  que  l'inflexibilité  exprimée  analytiquenicnt  consiste  clans  l'inva- 
riabilité des  distances  mutuelles  des  points  du  til.  Et  si,  dans  ce  cas, 
la  courbe  étant  donnée,  elle  ne  doit  plus  être  un  résultat  du  calcul 
comme  dans  le  cas  d'un  fil  flexible,  c'est  une  circonstance  que  l'ana- 
lyse doit  indiquer  et  qu'elle  indique,  en  effet,  par  les  trois  indétermi- 
nées X,  pi,  V  qui  restent  dans  les  trois  équations  indéfinies  entre  r,  y, 
e  l'article  55,  et  qui  font  que  ces  équations  peuvent  s'adapter  à  une 
;ourbe  quelconque  donnée.  Ainsi  l'on  ne  doit  pas  regarder  ces  équa- 
tions comme  une  superfluité  inutile;  outre  qu'elles  servent  à  déter- 
miner les  trois  inconnues  A,  a,  v,  d'où  dépendent  les  conditions  de 
l'équilibre,  et  qui  expriment  (')  en  même  temps  les  forces  qui  s'oppo- 
sent à  ce  que  les  valeurs  des  trois  fonctions  a,  [3,  y  varient  par  l'effet 
des  forces  qui  agissent  sur  le  fil. 

Il  est  vrai  que  les  trois  indéterminées  X,  ix,  v  doivent  être  remplacées 
parles  trois  équations  de  condition  qui  consistent  en  ce  que  les  fonc- 
tions diflerentielles  a,  [i,  y  doivent  être  censées  données.  Mais,  comme, 
par  la  nature  du  Calcul  diflérentiel,  la  valeur  absolue  des  différentielles 
reste  indéterminée  et  qu'il  n'y  a  que  leur  rapport  qui  puisse  être 
donné,  ces  trois  conditions  ne  peuvent  équivaloir  qu'à  deux,  qui  ren- 
ferment les  rapports  des  trois  quantités  a,  [3,  y;  et  ces  deux  rapports 
suifisent  pour  déterminer  la  courbe. 

En  effet,  par  ce  qu'on  a  démontré  plus  baut  (art.  46),  on  voit  que 
l'angle  de  contingence  formé  par  deux  côtés  successifs  de  la  courbe 

se  trouve  exprime  par  - — >  en  conservant  les  valeurs  de  a,  'p, 

Y  de  l'article  53;  de  sorte  que  le  rayon  osculateur  sera  exprimé  par 
"^V  "^  _.  Ce  ravon  étant  donc  supposé  donné,  la  courbe  sera  donnée 

si  elle  est  à  simple  courbure,  et,  pour  les  courbes  à  double  courbure,  ii 
ne  sera  pas  difficile  de  prouver  que  la  seconde  courbure,  provenant  de 
l'angle  de  contingence  formé  par  les  plans  qui  passent  successivement 
par  deux  éléments  contigus  de  la  courbe,  dépendra  du  rapport  des 

(  '  )  ï'oir  la  note  relative  à  l'article  .^3.  (  /■  Bcrirand.  ) 
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trois  qiiantilés  a,  j3,  7  (  '  ).  Ainsi  les  trois  coiulitions  dont  il  s'agit,  rap- 
portées à  la  eourhe,  se  rédiiiseiil  ii  ce  <]irelle  soit  doniiéi',  comme  le 
proliU'me  le  suppose  {^\ 

On  pourrait  étendre  l'analyse  de  ce  prolili'tne  an  cas  d'une  surface 
ou  d'un  solide  dont  tous  les  points  seraient  tirés  par  des  forces  (|nel- 
l'onques;  mais  nous  all(»ns  l'aire  voir  coninicnt  on  peut  la  simplilier  en 
partant  des  nii'ines  é(jiiali()iis  de  c(inditioii  et  en  déleruj  inaiil  d'avance 
par  ces  écpialions  la  lorine  des  variations  des  coordonnées. 

CHAPITHK  IV. 

DE    I.KQl  II.lriRK     d'un     COUPS     SOI.n)K     I)K    (JHANDF.CR    SKNSIBI.K    KT    DE    KKiL'IlE    QCELCONQCE, 
DONT    TOCS    LES    l'Ol.NTS    SONT    TIRÉS    I>AH    DES    FORCES    Ql'ELCONQCES. 

(JU.  l'uisqiu'  la  condition  de  la  solidité  du  coips  consiste  en  ce  (|ue 
tous  ses  points  conservent  constamment  entre  eux  la  même  position  et 
les  mêmes  distances,  on  aura  enlie  les  variations  ox,  cy,  cz  les  mêmes 
équations  de  condition  qu'on  a  trouvées  dans  l'article  53:  car  il  est 
visible  qu'en  imaginant  dans  l'intérieur  du  corps  une  conrlie  (|nel- 
conque,  il  suffira  que  tous  ses  points  gardent  les  mêmes  distances  entre 
eux,  (|uelque  mouvement  que  le  corps  reçoive;  ainsi  l'on  ixmrra.  par 
leur  moyen,  déterminer  immédiatement  les  valeurs  de  ces  variations. 

Pour  cela,  je  remarque  que,  comme  en  passant  aux  dilTérences 
secondes  il  est  toujours  permis  de  prendre  une  des  dilTérences  pre- 
mières pour  constante,  on  peut  supposer  dr  constante  et,  par  consé- 
quent, d-x  =  o,  d^x  =  o moyennant  quoi  la  deuxième  et  la  troi- 

(')  CeUo  seconde  courluirc  (U'pciicl  aussi  de  r/'j.  (/.  Jivrirtiii<t.'\ 

(')  Ou  voit,  d'après  les  résullals  précédents,  que  deux  courbes  sont  suporposal)les  lors- 
que les  rayons  de  première  et  de  seconde  courbure  s'expriment,  dans  l'une  el  dans  l'autre, 
par  une  inOme  fonction  de  l'arc.  Si  donc  doux  courbes  ont  l'une  et  l'aulro  leurs  rayons  de 
courbure  conslanis  et  é.uaux  chacun  à  chacun,  ces  courlies  sont  idcnliques:  el.  comme  on 
peut  loujours  d/'lenniner  une  hélice  floiil  les  rayons  de  courbure  soieiil  donnés,  loule 
courlic  (jui  a  ses  rayons  do  courbure  conslanis  est  une  liélice.  Tlusieurs  fiéoinclres  onl 
donné  des  démonstrations  élépanlos  de  ce  théorème,  f'oir  deux  Notes,  l'une  de  M.  Puiscux, 
l'autre  de  M.  Serrel,  Journal  de  Mnl/irmatiqnrr  do  I.iouville.  i"  série,  t.  Vit,  p.  65,  et 
l.  XVI,  p.  iç)3.  (J.  liirtronil.) 
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sième  équation  de,  l'article  cité  deviendront 

d-rd-èy-^d-zd-fiz^zo         et         f/' >' c/' o)- H- ir/'c  cP  o;  =  o. 

La  première  de  ces  équations  donne  d'abord  d-oy  =  —  -j^d-oz  et, 
difTérentiant, 


d' 


0/ 


d-z        . 
:  —   -7-—  d'  OZ  — 

d-y 


d'z        d-zd'Y 


d\Y         (d-yy- 


d'-oz; 


celte  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation,  elle  se  trou- 
va j,  ^2  - 
vera  toute  divisible  par  d^z ^, — ^,  et  l'on  aura,  après  la  division, 

fP  Y 

d^  OZ jf-  d^oz  ^o; 

"  J 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

d'^oz  ^  oL  d'V, 
oL  étant  une  constante.  Ayant  d-  Zz,  on  trouvera 

d"^  OY  =  —  oLd-  z; 

donc,  intégrant  de  nouveau  et  ajoutant  les  constantes  —  oMt/x,  o'Sd.v, 

on  auia 

d  èz  ^  oL  dy  —  oM  dx,         d  3  )'  -=  —  dLdz  -\-  ôN  d.r  ; 

et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première  équation  de  condi- 
tion, savoir 

dx  dox  +  dy  d  oy  -+-  dz  d  oz  ^  o, 

il  viendra 

d  d.r  =  —  ON  dy  +  m  dz. 

Entin  on  aura,  par  une  troisième  intégration  et  par  l'addition  des 
nouvelles  constantes  ùl,  om,  on, 

ôx  —  dl  —  r  ÔN  -H  ^ÔM, 
oy  =  dm  +  j?  ÔN  —  z  oL, 
ô;:  =;  on  —  a;  §M  +  r  oL. 

Et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  ces  expressions  ne  satisfont  pas 
seulement  aux  trois  premières  équations  de  condition  de  l'article  .)3, 
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mais  aussi  à  toutes  les  autres  qu'on  pourrait  Inuivcr  ii  l'iiiliiii.  ri  i[ni 
sont  toiili's  reiifennées  dans  cette  équation  générale 

d"  .r  d"  ô.r  -+-  d"  y  d"  oy  -+-  d"  z  d"  oz  —  o. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  de  ex,  ov,  oz  pour  un  système  quel- 
conque de  points  unis  ensemble  de  manii-re  qu'ils  conservent  toujours 
entre  eux  les  mêmes  distances;  ainsi  ces  valeurs  serviront  non  seule- 
ment pour  le  cas  d'une  courbe  quelconque  mobile  et  invariable  dans 
sa  figure,  mais  aussi  pour  le  cas  d'un  curps  >orKic  de  figure  (jucl- 
ronque. 

Euler  a  trouvé  le  premier  ces  formules  simples  et  élégantes  pdin 
exprimer  les  variations  des  coordonnées  de  Ions  les  points  d'un  corps 
solide  mobile  dans  l'espace.  11  y  est  parvenu  pai-  des  considérai  ions 
tirées  du  Calcul  diiïérenliel,  mais  différentes  de  celles  qui  nous  y  onl 
conduit,  et,  ce  me  semble,  moins  rigoureuses  (  ').  \'oir.  dans  le  Volunn- 
de  l'Académie  de  Ik-rlin  pourijjo,  le  ]\lémoire  intitulé;  iJccoinerle 
il' un  nouveau  principe  de  Mécaniepie. 

()l.  i'uis  donc  t\\iv  les  valeurs  précédentes  de  c.v,  ov,  oz  salisloiil 
déjà  aux  équations  de  condition  du  piobli'nie.  il  est  ejair  ([u'Il  siiltira 
de  les  substituer  dans  la  formule 

§  (  X  ÔJT  4-  Y  ôj  +  Z  ô;  )  dm 

et  de  faire  en  sorte  (]u'eile  devienne  nulle,  indépcndaiiiiiienl  (le>  (|uan- 
lités  o/,  OUI.  on,  o\..  o.M,  oN,  (|ui  sont  les  seules  indéterminées  (|ni 
restent. 

Or,  eonime  ces  quantités  sont  les  mêmes  pour  Ions  les  points  du 
eor'jis,  il  iandra  dans  la  substitution  les  faire  sortir  hors  du  sii^ne  [*i^;  et 
l'on  aura  eonsé(|uemment  cette  équation  générale  de  re()uililii('  diin 

(  ')  La  déinoiislraiiuii  d'Eiiler  est,  il  osl  vrai,  moins  diroclo  iiue  colle  do  I-agrange;  mais 
il  m'a  clé  imnossiblc  do  découvrir  Ir  |«»iiil  do  \iic  sous  lo(]iicl  on  poiit  l'acriisor  do  man- 
ijuor  de  rigueur.  (./.  Jlcrtntmi.) 
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corps  solide  de  figure  quelconque 

0/  [v  X  dm  -+-  ont  [v  Y  dm  -+-  on  ^  Z  dm 

4-  ON  §  (Y.r  -  Xj)  dm  -f-  ÔM  S  (^-  -  Z.Ï-)  f^i'i  -1-  oL  §  (Zj-  -  'S'^)  f/m  =  o, 

d'où  l'on  tirera  les  équations  particulières  de  l'équilibre,  en  ayant 
égard  aux  différentes  circonstances  du  problème. 

62.  Et  d'abord,  si  le  corps  est  supposé  entièrement  libre,  les  six  va- 
riations S/,  om,  on,  oL,  oM,  oN  seront  toutes  indéterminées,  et  il  faudra 
égaler  séparément  à  zéro  les  quantités  par  lesquelles  elles  se  trouvent 
multipliées;  ce  qui  donnera  ces  six  équations  déjà  connues 

]^Xf/m=o,         ^Yrfm  =  <),        [^Zr/m=:o, 
§(Y.r-XK)^m  =  o,         ^  (X;  -  Zx)  rfni  =  o,         '^(Zr  -  \  z)  dm  =  0. 

En  second  lieu,  s'il  y  a  dans  le  corps  un  point  fixe  autour  duquel  il 

ait  simplement  la  liberté  de  pouvoir  pirouetter  en  tous  sens  et  qu'on 

nomme  a,  b,  c  les  valeurs  des  coordonnées  .r,  y,  z  pour  ce  point,  il 

faudra  que  l'on  ait 

âa  =  o,         â6  =  o,         oc  =  o  ; 

donc 

0/  —  b  ôN  -t-  c  oM  =  o,         ô/n  —  c  ôL  -1-  «  ôN  =  o,         on  —  a  oM  +  /^  oL  =  o  ; 

d'où  l'on  tire 

0/  —brm—c  m,         dm=c  oL  —  a  ÔN,         ô«  =  «  ÔM  —  b  ÔL. 

On  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation  générale  de  l'article  pré- 
cédent et,  mettant  sous  le  signe  §  les  quantités  a,  b,  c,  qui  sont  con- 
stantes par  rapport  aux  différents  points  du  corps,  on  aura  cette 
transformée 

+  ÔN  S  [Y(x  -  «)  -  X(  V  -  i)]  6^m 

H-ÔM§[X(^-  c)-Z{a'  —  a)]dm 

-^  ÔL  S  [Z  (.)•  -  6)  -  Y{;  -  c)]  dm  =  o, 
XI.  24 
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!;i(|ii('ll('  lie  roiiniiia  plii^  (|ii('  trois  (''(|ii;ilinns.  siivoir 

^[\  {.f  -  a)  —  \(r  —  ù}]dm  -  o, 
S[\(c  -c)-Z{x-a)](lm  =  o, 
§[Z(,.-/;)-Y(;  -r)U/m  =  o. 

En  troisième  lieu,  s'il  y  ;i  dans  h'  corps  deux  points  fixes  et  que/, 

^'•,  A  soient  les  valeurs  de  i,}'.  :■  pour  le  second  de  ces  points,  on  aura. 

de  plus. 

ôl  =:^oN  — AdM, 

om  =  hoL  —  /  (3N, 

on  =/dM  —  o  "ÎL; 

doni-,  comparant  ces  valeurs  de  o/.  ow,  o/?  avec  les  précédentes,  on 

aura 

(,4,--  —  ^  )  qN  —  (/(  —  c)  oM  =  o, 

(/  —  a)  oS  —  {h  —  c)  oL  =  o, 
(/  —  a)  oU  -  is'  —  b)  oL  =  o. 

I,es  di'u\  |irciiii('i('s  de  ces  équations  donnent 

ÔL  =  4 "  dN,         ÔM  =  ^— -  âN, 

Il  —  c  n  —  c 

el.  couinie  ces  valeurs  satisfont  aussi  à  la  troisième  équation,  il  s'ensuit 
(|ue  la  varialion  oN  demeure  indéterminée. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  la  transformée  trouvée  ci-dessus, 
on  aura 

^'^  \  -^U'-b)^[\{z  —c)-Z(.r-a)\</iU   >  =0: 


f-  (/  -  «)  S  [^'  0'  -  l')  -  V(-  -  c)],/m 

■.t]\\-\  les  c(Mi(liliiiii>  (le  re(|uilil)re  seront  renl'crniees  dans  cette  seule 
('({ualioii 

-^(/,-c)^[\(.r-a)-\{y-l,)]cfm 

-i-(ff~f>)^[\(z-c)-7.  (.r  -a)]  diu 

-+-  (/—  "  )  ^1  /.  (.)-/')-  Y  (  c  -  r  )]  ,/m  -  o. 
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63.  Ces  différentes  équations  répondent  h  celles  que  nous  avons  don- 
nées dans  la  Section  III,  pour  l'équilibre  d'un  système  de  points  isolés 
de  forme  invariable;  et  nous  aurions  pu  appliquer  immédiatement  les 
conditions  de  cet  équilibre  à  celui  d'un  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, dont  tous  les  points  sont  tirés  par  des  forces  données.  .Mais 
nous  avons  cru  qu'il  n'était  pas  inutile,  pour  montrer  la  fécondité  de 
nos  méthodes,  de  traiter  cette  dernière  question  en  particulier  et  sans 
rien  emprunter  des  problèmes  déjà  résolus. 

Ali  reste,  si  les  deux  points  du  corps  que  nous  venons  de  supposer 
fixes  étaient  mobiles  sur  des  lignes  ou  des  surfaces  données,  ou  même 
joints  entre  eux  d'une  manière  quelconque,  on  aurait  alors  une  ou  plu- 
sieurs équations  dillerentielles  entre  les  variations  des  coordonnées  a. 
h,  c,  /,  g,  h  qui  répondent  à  ces  points;  et,  substituant  à  la  place  de  ces 
variations  leurs  valeurs  en  o/,  ow,  Zn,  SL,  oM,  âN,  d'après  les  formules 
générales  de  l'article  60,  on  aurait  autant  d'équations  entre  ces  der- 
nières variations,  au  moyen  desquelles  on  déterminerait  quelques-unes 
de  ces  variations  par  les  autres;  on  substituerait  ensuite  ces  valeurs 
dans  l'équation  générale,  et  l'on  égalerait  à  zéro  chacun  des  coefficients 
des  variations  restantes,  ce  qui  fournirait  toutes  les  équations  néces- 
saires pour  l'équilibre. 

La  marche  du  calcul  est,  comme  l'on  voit,  toujours  la  même,  et  c'est 
ce  qu'on  doit  regarder  comme  un  des  principaux  avantages  de  cette 
méthode. 

64.  Les  expressions  trouvées  plus  haut  (art.  60)  pour  les  variations 
oa",  oy,  oz  font  voir  que  ces  variations  ne  sont  que  les  résultats  des 
mouvements  de  translation' et  de  rotation  que  nous  avons  considérés 
en  particulier  dans  la  Section  III. 

En  effet,  il  est  visible  que  les  termes  o/,  ow,  on,  qui  sont  communs 
à  tous  les  points  du  corps,  représentent  les  petits  espaces  parcourus 
par  le  corps,  suivant  les  directions  des  coordonnées  x,y,  z,  en  vertu 
d'un  mouvement  quelconque  de  translation;  et  l'on  voit,  par  les  for- 
mules de  l'article  8  de  la  même  Section,  que  les  termes  ;o3I  —  joN, 


188  MÉCANIQUE  ANM.VriOUE. 

.joN  — ;oL,  ycL  —  .rcM   repi'éseiitciit    les  petits  espaces  parcourus 

par  cluKiiic  poiiil  du  coips,  suivant  les  nièmos  directions,  en  vcrtn  de 
trois  mouvements  de  rotation  oL,  oM,  cN  autour  des  trois  axes  des  a-, 
y,  :■,  ces  quantités  oL,  oM,  cN  répondant  aux  quantités  r/},  cho,  (h  de 
l'article  cité.  Ainsi  l'on  aurail  pu  déduire  imniédiatcnienl  les  expres- 
sions dont  il  s'agit  de  la  seule  considération  de  ces  mouvements,  ce  cpii 
aurait  été  plus  simple,  mais  non  pas  si  direct.  L'analyse  précédente 
condiiil  naluiclleineiil  ;i  ces  expressions  et  prouve  par  lii,  d'une  ma- 
nière encore  plus  direcle  et  plus  générale  (pie  celle  de  i'arlicie  lO  di' 
la  SecTuMi  III,  que,  i(iis(]ue  les  difl'érents  points  d'un  système  conservent 
leur  position  relative,  le  système  ne  peut  avoii'  à  chaque  instant  (|ue  des 
mouvements  de  translation  dans  l'espac-e  et  de  roiatiiui  aulnurde  trois 
axes  perpendiculaires  entre  eux. 
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SECTION  SIXIEME. 

SUR    LES    PRINCIPES    DE    l'|1YDR0ST.\TIQUE. 


Quoique  nous  ignorions  la  constitution  intérieure  des  fluides,  nous 
ne  pouvons  douter  que  les  particules  qui  les  composent  ne  soient  ma- 
térielles, et  que  par  cette  raison  les  lois  générales  de  l'équilibre  ne  leur 
conviennent  comme  aux  corps  solides.  En  effet,  la  propriété  principale 
des  fluides,  et  la  seule  qui  les  distingue  des  corps  solides,  consiste  en 
ce  que  toutes  leurs  parties  cèdent  à  la  moindre  force  et  peuvent  se 
mouvoir  entre  elles  avec  toute  la  facilité  possible,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  la  liaison  et  l'action  mutuelle  de  ces  parties.  Or,  cette  pro- 
priété pouvant  aisément  être  traduite  en  calcul,  il  s'ensuit  que  les  lois 
de  l'équilibre  des  fluides  ne  demandent  pas  une  théorie  particulière, 
mais  qu'elles  ne  doivent  être  qu'un  cas  particulier  de  la  théorie  géné- 
rale de  la  Statique.  C'est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  allons  les  con- 
sidérer; mais  nous  croyons  devoir  commencer  par  exposer  les  différents 
principes  qui  ont  été  employés  jusqu'ici  dans  cette  partie  de  la  Sta- 
tique qu'on  nomme  communément  Hydrostatique,  pour  compléter 
l'analyse  des  principes  de  la  Statique  que  nous  avons  donnée  dans  la 
Section  I. 

1.  C'est  encore  à  Archimèdc  que  nous  devons  les  premiers  principes 
de  l'équilibre  des  fluides.  Son  Traité  De  insidentibus  humido  ne  nous 
est  pas  parvenu  en  grec;  il  y  en  avait  seulement  une  traduction  latine 
assez  défectueuse,  donnée  par  Tartalea,  lorsque  Commendin  entreprit 
de  le  restituer  et  de  l'éclaircirpardes  notes;  il  parut,  par  les  soins  de  ce 
savant  commentateur,  en  1 565,  sous  le  titre  De  iis  quœ  vehuntur  in  aqua. 
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Cet  Ouvrage,  qu'on  poul  roparder  comme  un  des  plus  précieux  restes 
(le  rAnliciiiité.  csl  divisé  en  doux  Livres.  Dans  le  premier,  Arcliiniède 
pose  CCS  deux  principes,  (|u'il  regarde  coninie  des  principes  d'expé- 
rience, et  sur  lesquels  il  fonde  toute  sa  tliéorie  :  i"  que  la  nature  des 
(luidcs  est  telle,  que  les  parties  moins  pressées  sont  chassées  par  celles 
(|ui  II'  sunt  davantage,  et  (jur  chaque  partie  est  toujours  pressée  par 
tout  le  |>oid>  de  la  colonne  (|ui  lui  répond  vei'ticaleuieut  ;  2"  que  tout 
ce  qui  esl  poussé  en  luiiil  pai'  nii  lliiide  est  toujours  poussé  suivant  la 
j)crpendiculaire  qui  passe  par  son  ((ntrc  de  gravité. 

Du  premier  principe,  Archimèdc  conclut  d'abord  (|ue  la  surface  d'un 
fluide,  dont  toutes  les  parties  sont  supposées  peser  vers  le  centre  de  la 
Terre,  doit  être  sphérique  pour  (juc  le  iluide  soit  en  équilibre.  Knsuite 
il  démontre  qu'un  corps  aussi  pesant  (ju'un  égal  volume  du  fluide  doit 
s'y  enfoncer  tout  ii  fait,  parce  qu'en  considérant  deux  pyramides  égaies 
du  fluide  supposé  en  équilibre  autour  du  centre  de  la  Terre,  celle  où 
le  corps  ne  serait  plongé  qu'en  partie  exercerait  une  plus  grande  pres- 
sion (|iie  i'aulre  sur  le  centre  de  la  Terre  ou,  en  général.  >uv  une 
surface  sphérique  quelconque  (|u'ou  imaginerait  autour  de  ce  centre. 
Il  prouve,  de  la  même  manière,  que  les  corps  plus  légers  qu'un  égal 
volume  du  fluide  ne  peuvent  s'y  enfoncer  que  jusqu'à  ce  que  la  partie 
submergée  occupe  la  place  d'un  volume  de  Iluide  aussi  pesant  que  le 
coii)S  entier;  d'où  il  déduit  ces  deux  théori'mes  hydrostati(|ues,  que 
les  corps  plus  légers  que  des  volumes  égaux  d'un  Iluide.  y  élaiil  plon- 
gés, eu  sont  repoussés  de  bas  en  haut  avec  une  Ibice  égaie  à  l'excès  du 
pdids  du  iliiiile  dé|)lacé  sur  celui  du  ei>rps  plongé,  et  que  les  corps 
plus  pesants  y  jx'i'deul  une  partie  de  leur  poids  égale  à  cidui  du  Iluide 
déplacé. 

Archimèdc  se  sert  ensuite  de  son  second  principe  pour  établir  les 
lois  de  l'équilibre  des  corps  (|ui  flottent  sur  un  fluide;  il  démontre  que 
Idiile  section  de  sphi're  plus  légère  (|u'uu  volume  égal  du  Iluide,  y 
étant  plongée,  doit  nécessaii'ciueut  se  disposer  de  manii're  (|ue  la  base 
eu  soit  hori7.ont;ile;  et  sa  deniDUsIratiiui  ciuisiste  ii  faire  voir  (|iie,  m  la 
base  clail  lueliiiee.  le  jioids  total  du  corps,  considéré  commi'  concentré 
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dans  son  centre  de  gravité,  et  la  poussée  verticale  du  fluide,  considérée 
aussi  comme  concentrée  dans  le  centre  de  gravité  de  la  partie  submer- 
gée, tendraient  toujours  à  faire  tourner  le  corps  jusqu'à  ce  que  sa  base 
fût  redevenue  horizontale. 

Tels  sont  les  objets  du  premier  Livre.  Dans  le  second,  Areliimède 
donne,  d'après  les  mêmes  principes,  les  lois  de  l'équilibre  de  diffé- 
rents solides  formés  par  la  révolution  des  sections  coniques,  et  plongés 
dans  des  fluides  plus  pesants  que  ces  corps;  il  examine  les  cas  où  ces 
conoïdes  peuvent  y  demeurer  inclinés,  ceux  où  ils  doivent  s'y  tenir 
debout  et  ceux  où  ils  doivent  culbuter  ou  se  redresser.  Ce  Livre  est  un 
des  plus  beaux  monuments  du  génie  d'Archimède  et  renferme  une 
théorie  de  la  stabilité  des  corps  flottants  à  laquelle  les  modernes  ont 
peu  ajouté. 

2.  Quoique,  d'après  ce  qu'Archimède  avait  démontré,  il  ne  fût  pas 
difficile  de  déterminer  la  pression  d'un  fluide  sur  le  fond  ou  sur  les 
parois  du  vase  dans  lequel  il  est  renfermé,  Stevin  est  néanmoins  le 
premier  qui  ait  entrepris  cette  recherche  et  qui  ait  découvert  le  para- 
doxe hydrostatique,  qu'un  fluide  peut  exercer  une  pression  beaucoup 
plus  grande  que  son  propre  poids.  C'est  dans  le  tome  III  des  Ilypomnc- 
niata  malhemalica,  traduits  du  hollandais  par  Snellius  et  publiés  à 
Leyde  en  1608,  que  se  trouve  la  théorie  hydrostatique  de  Stevin.  Après 
avoir  prouvé  qu'un  corps  solide  de  figure  quelconque  et  de  même  gra- 
vité que  l'eau  peut  y  rester  dans  une  situation  quelconque,  par  la 
raison  qu'il  occupe  la  même  place  et  pèse  autant  que  si  c'était  de  l'eau, 
Stevin  imagine  un  vase  rectangulaire  rempli  d'eau  et  il  fait  voir  aisé- 
ment que  son  fond  doit  supporter  tout  le  poids  de  l'eau  (jui  remplit  le 
vase.  Il  suppose  ensuite  qu'on  plonge  dans  ce  vase  un  solide  de  figure 
quelconque  et  de  même  gravité  que  l'eau;  il  est  clair  que  la  pression 
restera  la  même;  de  sorte  que,  si  l'on  donne  au  solide  plongé  une  figure 
telle  qu'il  ne  reste  plus  qu'un  canal  de  fluide  d'une  figure  quelconque, 
la  pression  du  canal  sur  la  base  sera  encore  la  même  et,  par  consé- 
quent, égale  au  poids  d'une  colonne  verticale  d'eau  qui  aurait  cette 
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même  base.  Or  Stovin  observe  qu'en  supposant  ee  solide  fixement  ar- 
l'êté  à  sa  place,  il  n'en  peut  résulter  aurun  cliangement  dans  l'action 
i\f  Tcau  sur  le  fond  du  vase;  donc  la  pression  sur  ce  l'ond  sera  tou- 
jours é^^ale  au  poids  de  la  même  colonne  d'eau.  (|uelle  que  soit  la  fij^ure 
du  vase. 

Sfevin  passe  de  là  à  déterminer  la  pression  de  l'eau  sur  les  parois 
verticales  ou  inclinées;  il  divise  leur  surfaceeu  plusieurs  petites  parties 
|iar  (1rs  lignes  Iiorizontales  et  il  l'ait  voir  ([ue  chaque  paitie  cs|  plus 
pressée  que  si  elle  était  horizontale  et  ;i  la  hauteur  de  son  bord  supé- 
rieur, mais  qu'en  même  temps  elle  est  moins  pressée  que  si  elle  était 
placée  horizontalement  à  la  hauteur  de  son  bord  inférieur.  D'où,  en 
diminuant  la  largeur  des  parties  et  augmentant  leur  nombre  à  rintini, 
il  prouve  par  la  méthode  des  limites  que  la  pression  sur  une  paroi 
plane  inclinée  est  égale  au  poids  d'une  colonne  dont  cette  paroi  serait 
la  base  et  dont  la  hauteur  serait  la  moitié  de  la  hauteur  du  vase. 

Il  détermine  ensuite  la  pression  sur  une  partie  (iticlconijue  d'une 
paroi  plane  inclinée,  et  il  la  trouve  égale  au  poids  d'une  roluiine  d'eau 
(jui  serait  formée  en  appliquant  perpendiculairement  ;i  elia(|ue  |i(iinl 
de  cette  partie  des  droites  égales  h  la  profondeur  de  ce  point  sous 
l'eau.  Ce  théorème  étant  ainsi  démontré  pour  des  surfaces  planes 
situées  comme  l'on  voudra,  il  est  facile  de  l'étendre  ii  des  surfaces 
courbes  et  d'en  conclure  (juc  la  pression  exercée  par  un  tluide  pesant 
contre  une  surface  quelconque  a  pour  inesure  le  poids  d'une  colonne 
de  ce  même  fluide,  la(|iielle  aurait  pour  base  cette  même  surface,  con- 
vertie en  une  surface  plane  s'il  est  nécessaire,  et  dout  les  liaul("iiis  ré- 
pondantes aux  différents  points  de  la  base  seraient  les  mêmes  (pie  les 
dislances  des  points  correspondants  de  la  surface  ;i  la  ligue  de  niveau 
du  fluide;  ou,  ce  (|ui  revient  au  même,  cette  pression  sera  mesurée  |)ar 
le  poids  d'une  colonne  (]ni  aurait  pour  base  la  surface  pressée  et  pour 
liauleur  la  dislance  vci'ticale  du  centre  de  gravite  de  celle  même  sur- 
face il  la  surface  supérieure  du  fluide  (  '  ). 

(  '  )  CcUo  |)ro|)ositi()n  relaiivo  ù  la  pression  sur  une  surface  courbe  est  incxacle.  L'auleur 
ne  l'énonce  ici  i|ue  par  inadvcriance.  (7.  Hcriraiid.) 
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3.  Les  théories  précédentes  de  l'équilibre  et  de  la  pression  des 
fluides  sont,  comme  l'on  voit,  entièrement  indépendantes  des  prin- 
cipes généraux  de  la  Statique,  n'étant  fondées  que  sur  des  principes 
d'expérience  particuliers  aux  fluides;  et  cette  manière  de  démontrer 
les  lois  de  l'Hydrostatique,  en  déduisant  de  la  connaissance  expéri- 
mentale de  quelques-unes  de  ces  lois  celle  de  toutes  les  autres,  a 
été  adoptée  par  la  plupart  des  auteurs  modernes  et  a  (ait  de  l'Hy- 
drostatique une  science  tout  à  fait  difl'érente  et  indépendante  de  la 
Statique. 

Cependant  il  était  naturel  de  chercher  à  lier  ces  deux  sciences  en- 
semble et  à  les  faire  dépendre  d'un  seul  et  même  principe.  Or,  parmi 
les  dilférents  principes  qui  peuvent  servir  de  base  à  la  Statique  et  dont 
nous  avons  donné  une  exposition  succincte  dans  la  Section  I,  il  est 
visible  qu'il  n'y  a  que  celui  des  vitesses  virtuelles  qui  s'applique  natu- 
rellement à  l'équilibre  des  fluides.  Aussi  Galilée,  auteur  de  ce  prin- 
cipe, s'en  est  servi  également  pour  démontrer  les  principaux  théorèmes 
de  Statique  et  d'Hydrostatique. 

Dans  son  Discorso  intomo  aile  cose  c/ie  stanno  su  Vacqua,  o  che  in  quella 
simuoi'ono,  il  déduit  immédiatement  de  ce  principe  l'équilibre  de  l'eau 
dans  uii  siphon,  en  faisant  voir  que,  si  l'on  suppose  le  fluide  à  la  même 
hauteur  dans  les  deux  branches,  il  ne  saurait  descendre  dans  l'une 
et  monter  dans  l'autre  sans  que  les  moments  soient  égaux  dans  la 
partie  du  fluide  qui  descend  et  dans  celle  qui  monte.  Galilée  démontre 
d'une  manière  semblable  l'équilibre  des  fluides  avec  les  solides  qui  y 
sont  plongés;  il  est  vrai  que  ses  démonstrations  ne  sont  pas  bien 
rigoureuses,  et,  quoiqu'on  ait  cherché  à  y  suppléer  dans  les  notes  ajou- 
tées à  l'édition  de  Florence  de  1728,  on  peut  dire  qu'elles  laissent 
encore  beaucoup  à  désirer.  Descartes  et  Pascal  ont  également. employé 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  l'Hydrostatique;  ce  dernier  sur- 
tout en  a  fait  un  grand  usage  dans  son  Traité  de  l'équilibre  des  liqueurs 
et  s'en  est  servi  pour  démontrer  la  propriété  principale  des  fluides, 
qu'une  pression  quelconque  appliquée  à  un  point  de  leur  surface  se  ré- 
pand également  dans  tous  les  autres  points. 

XI.  25 
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1.  .Mais  CCS  applicalioiis  du  principe  des  vitesses  viiluelles  étaient 
encore  trop  hypntliéliquesct,  [)Our  ainsi  dire,  trop  lâclies  pour  pouvoir 
servir  à  établir  une  théorie  rigoureuse  sur  i'eciuiiiljre  des  fluides.  Aussi 
ce  principe  a-t-il  été  abandonné  depuis  par  la  plupart  des  auteurs  (jui 
ont  traité  de  l'Hydrostatique,  et  surtout  par  ceux  (|ni  (nit  entrepris  de 
reculer  les  limites  de  cette  science  en  clieidiaiil  le>  lois  de  ré(iiiiiil)re 
des  fluides  bétérogènes,  dont  toutes  les  parties  sont  animées  par  des 
forces  quelconques;  recbercbe  très  importante  par  le  rapport  qu'elle  a 
avec  la  fameuse  (]uestion  de  la  figure  de  la  Terre. 

Huvgens  (')  a  pris  dans  cette  recherche,  pour  principe  d'équilibre, 
la  perpendicularité  de  la  pesanteur  à  la  surface.  Newton  (-)  est  parti  du 
principe  de  l'égalité  des  poids  des  colonnes  centrales.  Bouguer(^)  a 
remarqué  ensuite  que,  souvent,  ces  deux  principes  ne  donnaient  pas 
le  même  résultat,  et  en  a  conclu  que,  pour  qu'il  y  eût  équilibre  dans 
une  masse  fluide,  il  fallait  que  les  deux  principes  y  eussent  lieu  à  la 
fois  et  s'accordassent  à  dctnncr  la  même  figure  à  la  surface  du  lluide. 
Mais  Clairaut  (')  a  démontré  de  plus  (|u'il  peut  y  avoir  des  cas  oii  cet 
accord  ait  lieu,  et  où  cependant  il  n'y  aurait  point  d'équilibre.  Maclau- 
rin  (^)  a  généralisé  le  principe  de  Newton,  en  établissant  que,  dans  une 
masse  fluide  en  é(|iiilibre,  ebaiiue  particule  doit  être  comprimée  égale- 
ment par  toutes  les  colonnes  reclilignes  du  fluide,  les(iuelles  appuient 
sur  cette  particule  et  se  terminent  à  la  surface;  et  Clairaut  (")  l'a  rendu 
plus  général  encore,  eu  l'aisanl  voir  que  ré(|uilibre  d'une  masse  lluide 
deniaude  (|ue  li's  ellmls  de  hinles  les  parties  du  lluiile,  renferniées  dans 
un  eanal  quelconque,  aboutissant  ii  la  surlace  ou  renlianl  en  lui-même. 
se  détruisent  mutuellemenl.  Kntiu  il  a  déduit  le  premier  de  ce  prin- 
cipe les  vraies  lois  fondamentales  de  l'eiinilibre  iTiine  masse  lluiile 
dont  loules  les  parties  sont  animées  pai'  ile>  jtirees  (|uele(>n(iues.  et  il  a 

(')  \i>\v  Dii'^crlatii)  de  cciiiia  gravilalix,  nddilomciiliiiii  ;  Opéra  postlniiiui,  l.  II,  p.  i  i(i. 

(î)  Dans  le  livre  des  Principes,  livre  III,  |ini|)o#ition  11). 

CJ  Meininrc.K  de  l'.lcndc'inie  des  Sciences;  \-'i\. 

(»)  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  p.  28,  ï"  édilioii;  Paris,  1808. 

(')  Traité  des  fluxions,  l.  Il,  p.  110.  Traduction  do  Pe/enas;  Paris,  17!;). 

(  »  )  Théorie  dv  la  figure  de  la  Terre.  (  Xoles  de  M.  J.  Bertrand.  \ 
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trouvé  les  équalions  aux  différences  partielles- par  lesquelles  du  peut 
exprimer  ces  lois;  découverte  qui  a  changé  la  face  de  l'Hydrostatique 
et  en  a  fait  comme  une  science  nouvelle. 

5.  Le  principe  de  Clairaut  n'est  qu'une  conséquence  naturelle  du 
principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens,  et  l'on  peut  déduire  im- 
médiatement de  celui-ci  les  mêmes  équations  qui  résultent  de  l'équi- 
libi'C  des  canaux.  Car,  en  considérant  la  pression  comme  une  force  qui 
agit  sur  chaque  particule,  et  qui  peut  s'exprimer  par  une  fonction  des 
coordonnées  qui  déterminent  le  lieu  de  la  particule  dans  la  masse 
fluide,  la  différence  des  pressions  qu'elle  souffre  sur  deux  faces  oppo- 
sées et  parallèles  donne  la  force  qui  tend  à  la  mouvoir  perpendiculaire- 
ment à  ces  faces,  et  qui  doit  être  détruite  par  les  forces  accélératrices 
dont  cette  particule  est  animée;  de  sorte  qu'en  rapportant  toutes  ces 
forces  aux  directions  des  trois  coordonnées  rectangles,  et  supposant  la 
masse  fluide  partagée  en  petits  parallélogrammes  rectangles  ayant  pour 
côtés  les  éléments  de  ces  coordonnées,  on  a  directement  trois  équa- 
tions aux  différences  partielles  entre  la  pression  et  les  forces  accéléra- 
trices données,  lesquelles  servent  à  déterminer  la  valeur  même  de  la 
pression  et  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  ces  forces.  Ce  moyen 
simple  de  trouver  les  lois  générales  de  l'Hydrostatique  est  du  à  Euler 
[Mémoires  de  Berlin  de  i']Sj)  et  il  est  maintenant  adopté  dans  presque 
tous  les  Traités  de  cette  science. 

6.  Le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens  est  donc  jus- 
qu'ici le  fondement  de  la  théorie  de  l'équilibre  des  fluides,  et  il  faut 
avouer  que  ce  principe  renferme,  en  effet,  la  propriété  la  plus  simple 
et  la  plus  générale  que  l'expérience  ait  fait  découvrir  dans  les  fluides 
en  équilibre.  Mais  la  connaissance  de  cette  propriété  est-elle  indispen- 
sable dans  la  recherche  des  lois  de  l'équilibre  dos  fluides?  Et  ne  peut- 
on  pas  dériver  ces  lois  directement  de  la  nature  même  des  fluides 
considérés  comme  des  amas  de  molécules  très  déliées,  indépendantes 
les  unes  des  autres  et  parfaitement  mobiles  en  tout  sens?  C'est  ce  que 
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jo  vais  h'iclicr  do  faire  dans  les  Sections  suivantes,  en  n'employant  que 
le  principe  général  de  l'équililHc  ddiil  j'ai  lait  usage  jusqu'iri  pour  les 
corps  solides;  el  cette  |)Hftie  de  mon  travail  fournira  non  seiiliiiieiit 
une  des  plus  belles  applications  du  principe  dont  il  s'agit,  mais  ser- 
vira aussi  à  simpiilier  à  quchpios  é^ai'ds  la  tliéorie  mémo  de  l'Hydro- 
statique. 

On  sait  que  les  lluidcs  en  général  se  divisent  en  deux  espèces  :  en 
fluides  incompressibles  dont  les  parties  peuvent  cbanger  de  figure, 
mais  sans  cbanger  de' volume,  et  en  fluides  compressibles  et  élastiques 
dont  les  j)arties  peuvent  (•lian;j('r  :i  la  fois  de  ligure  et  de  volume  et 
tendent  toujours  à  se  dilater  avec  nue  force  connue  (|u'on  suppose 
ordinairement  proportionnelle  à  une  fonction  de  la  densité. 

L'eau,  le  mercure,  etc.,  appartiennent  à  la  première  espèce;  et  l'air, 
la  vapeur  de  l'ean  bouillante,  etc.,  appartiennent  à  la  seconde. 

Nous  traiterons  d'abord  de  l'équilibre  des  fluides  incompressibles, 
et  ensuite  de  celui  des  fluides  compressibles  et  élastiques. 
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SECTION  SEPTIÈME. 

DE    l'équilibre    des    FLUIDES    INCOMPRESSIBLES. 


1.  Soit  une  niasse  fluide  m,  dont  tous  les  points  soient  animés  par 
des  pesanteurs  ou  forces  quelconques  P,  Q,  R,  ...,  dirigées  suivant 
les  lignes/^,  y,  r,  .. .;  on  aura,  suivant  les  dénominations  de  l'article  12 
de  la  Section  IV,  pour  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces,  la 


formule  intégrale 


§  (P  o>  +  Q  ôr/  -H  R  or  -+-...)  dm, 


laquelle  devra  être  nulle  en  général  pour  qu'il  y  ait  équilibre  dans  le 
fluide. 

§  I.  —   Z)e  l'équilibre  d'un  fluide  dans  un  tuyau  très  étroit. 

2.  Supposons  d'abord  le  fluide  renfermé  dans  un  canal  ou  tuyau 
infiniment  étroit  et  de  figure  donnée  et  imaginons  ce  fluide  divisé  en 
tranches  ou  portions  infiniment  petites,  dont  la  hauteur  soit  ds  et  la 
largeur  oj;  on  pourra  prendre  dm  =  wds,  à  cause  que  la  largeur  to  du 
tuyau  est  supposée  infiniment  petite,  ds  étant  l'élément  de  la  courbe 
du  tuyau.  Or,  en  imaginant  que  le  fluide  reçoive  un  petit  mouvement, 
et  change  infiniment  peu  de  place  dans  le  tuyau,  soit  os  le  petit  espace 
que  la  tranche  ou  particule  dm  parcourt  dans  le  tuyau  ;  il  est  clair 
que  coM  sera  la  quantité  du  fluide  qui  passera  en  même  temps  par 
chacune  des  sections  co  du  canal.  Donc,  à  cause  de  l'incompressibilité 
du  fluide,  il  faudra  que  cette  quantité  soit  partout  la  même;  de  sorte 
que,  faisant  w  os  =  a,  la  quantité  x.  sera  constante  par  rapport  à  la 
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rourhe  du  tiivaii.  On  iiiira  ainsi  oj  =  --  et,  par  conséqiUMit,  </m  =  -r— ; 

OS'  '  '  os 

(|p  sorte  (|ii('  la  formule  qui  exprime  la  somme  des  moments  des  forces 
deviendra,  en  faisant  sortir  hors  du  signe  intégral  la  i|iiaiililé  con- 
stanle  a. 


<x^{Pdp-hQÔr/-hnôr+...)^ 


(h 


IMaintenant  il  est  visible  que,  puisque  cp,  cq,  or,  ...  sont  les  varia- 
tions des  lignes/;,  (j,  r;  ...  résultantes  de  la  variation  os,  ces  variations 
doivent  avoir  entre  elles  les  mêmes  rapports  que  les  différentielles 
dp,d(j,(lr,  ...,  ds,  à  cause  de  la  figure  du  canal  donnée;  ainsi  l'on  aura 

o/j  dp  oq  (Iq  or dr 

os        ds  os        ds  os        ds 

ce  qui  réduira  la  formule  précédente  à  cette  lnrnic 

c.^{V  dp  -t-  Q  dq  +  n  <-//■-+-.. .), 

où  les  différentielles  dp,  dq,  dr,  . . .  se  rapporteiil  a  la  courhc  du  canal, 
et  le  signe  §  indique  une  intégrale  prise  par  toute  l'étendue  du  canal. 
Faisant  donc  cette  (|uantité  égale  à  zéro,  nii  aura  réqualimi 

^  (  1'^//'  ^-  Q  dq  +  U  r//-  +...)=  o, 

la([uelle  conliciil  la  loi  générale  de  l'équililuc  d'un  tluide  renreriiie 
dans  un  canal  de  figure  quelconque. 

;{.  Si,  outre  les  forces  P,  Q,  R,  .  . .  (|ui  auiuiciil  clia([ue  point  du 
tluide,  il  y  avait  de  plus  à  l'une  des  extréiuilés  du  canal  une  force 
extérieure  FI'  qui  agit  par  le  moyen  d'un  piston  sur  la  surface  du 
lliiide  et  perpendiculairement  aux  parois  du  canal:  alnrs,  dénotant 
|)ar  os'  le  petit  espace  parcouru  par  la  tranche  du  lluidt'  (|u"un  suppose 
pressée  parla  force  II',  tandis  (jue  les  autres  tranches  parcourent  les 
différents  espaces  c.v,  il  faudra  ajouter  ii  la  soniuie  des  nionirn 


(les 


PREMIERE  PARTIE.  —  SECTION  VII.  199 

forces  P,  Q,  R,  . . .  le  moment  de  la  force  II',  lequel  sera  représenté 
par  H'os'.  Or,  si  l'on  nomme  to'  la  section  du  canal  à  l'endroit  où  agit 
la  force  H',  on  aura  oi'  is'  pour  la  quantité  de  fluide  qui  passe  par  la 
section  co',  tandis  que,  par  une  autre  section  quelconque  co,  il  passe 
la  quantité  de  fluide  w  os. 

Mais  l'incompressibilité  du  fluide  demande  que  ces  quantités  soient 
partout  les  mêmes;  donc,  ayant  déjà  supposé  oiOs  =  a,  on  aui'a  aussi 

co'M'  =  a,  par  conséquent  S/=— •  Donc  la  somme  totale  des  mo- 
ments des  forces  qui  agissent  sur  le  fluide  sera  représentée  par  la  for- 
mule 

a  [5!  4_  g  (P  f/p  _1_  O  dq  H-  R  dr  +  ...)!; 

de  sorte  que  l'équation  de  l'équilibre  sera 

^  -+-'^(P  'Ip  -^  Qdq  -^-  Rdr  +  ...)-  o. 

4.  Il  est  évident  que,  dans  l'état  d'équilibre,  la  force  II'  doit  être 
contre-balancée  par  la  pression  du  fluide  sur  le  piston  dont  la  largeur 
est  co';  d'où  il  s'ensuit  que  cette  pression  sera  égale  à  —  II'  et,  par 
conséquent,  égale  à 

oV  §  (P  dp  -+-  Q  di]  +  \idr-^...).' 

Donc,  en  général,  la  pression  du  fluide  sur  chaque  point  du  piston 
sera  exprimée  par  la  formule  intégrale 

^  {V  dp -^Qdq-^-Rdr +  ...), 

en  prenant  cette  intégrale  par  toute  la  longueur  du  canal.  Et  cette 
pression  sera  aussi  la  même  si,  au  lieu  d'un  piston  mobile,  on  suppose 
un  fond  immobile  qui  ferme  le  canal  d'un  côté. 

5.  Si,  à  l'autre  extrémité  du  canal,  il  y  avait  une  autre  force  H" agis- 
sante de  même  par  le  moyen  d'un  piston,  on  trouverait  pareillement. 
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cil  iioNiiiiaiit  oj"  Im  section  du  canal  ilaiis  cet  ctulroil,  l'équalKm 

n'     n' 


-       .  -H...)  =  0 

to  lu 


pour  réquilil)rc  du  lliiidc. 

().  Donc,  si  le  fluide  n'est  pressé  que  par  les  deux  forces  extérieures 
ir  et  ir  appliquées  aux  surfaces  co'  et  co",  il  faudra,  pour  l'équilibre, 

(lue  l'on  ait  — r  H ;r  =  o;  d'où  l'on  voit  (luc  les  deux  forces  11'  cl  11" 

doivent  êtic  de  directions  contraires,  et  en  nu'nie  temps  réciproque- 
nienl  proporlionuellcs  aux  surfaces  w',  w"  sur  les(|uelles  ces  forces 
agissent.  pro[)osition  (|u'on  regarde  conimunénient  coninie  un  principe 
d'expéi'ience,  ou  du  moins  comme  une  suite  du  principe  de  l'égalité  de 
pression  en  tout  sens,  dans  lequel  la  plupart  des  auteurs  d'Hydrosta- 
tique font  consister  la  nature  des  lluides. 

7.  La  connaissance  des  lois  de  l'équilibre  d'un  fluide  renfermé  dans 
un  canal  très  étroit  et  de  ligure  quelcoii(|iic  |)eut  conduire  à  cidle  des 
lois  de  l'équilibre  d'une  masse  quelconque  de  iluide  icnleniiée  dans  un 
vase  ou  non. 

Car  il  est  évident  ({ue,  si  une  masse  fluide  est  en  é(|nilibre  et  {|u'oii 
imagine  un  canal  quelconque  qui  la  traverse,  le  fluide  contenu  dans 
ce  canal  sera  aussi  en  équilibre  de  lui-même,  c'est-à-dire  indépendam- 
ment de  tout  le  reste  du  fluide.  On  aura  donc  pour  ré(|uilibre  de  ce 
canal,  en  faisant  abstraction  des  forces  extérieures  (art.  2j, 

3  (P  (fp  -+-  Q  r/y  -t-  K  dr  -4- . . .  )  =  o. 

Et,  comme  la  flgurc  du  canal  doit  être  indéterminée,  récpiation  pré- 
cédente devra  être  indépendante  dv  cette  ligure;  d'où  l'on  pourrait 
conclure   lont  de  suite,   comme  ("lairaut  l'a  fait  dans  sa  T/icorie  de  la 

flL:;((rc  de  la  Terre,  (pie  la  (|uanlilc  V  tlj)  -  ()  (/i/  -h  \\(/r  +  ...  doit  ('Ire 
une  dillcrciiti(dle  exacle.  .Mais  ou  |ieul  arriver  ii  cette  conclusion  par 
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l'analyse  même  et  trouver  en  même  temps  , les  relations  qni  doivent 

avoir  lieu  entre  les  quantités  P,  Q,  R, Pour  cela,  il  n'y  a  (|ii'à  faire 

varier  l'intégrale 

^{P  dp  ^Qdg +  !{(/,■  +  ...) 

par  la  méthode  des  variations  et  supposer  sa  variation  nulle. 

8.  Dénotons  en  général  parT  la  valeur  de  l'intégrale 
S  (P f//?  +  <^d(i  +  Rrf/-  +  . . .) 

prise  par  toute  la  longueur  du  canal;  il  faudra  que  l'on  ait 

âf  =  o. 
Or  on  a,  par  la  différ^ntiation, 

=  §  a(P  fl'/3  -h  Q  o'7  -H  R  f//-  +  .  .  .  ) 

=  ^  (P  0V//>  -+-  Q  Hdq  +  R  oV/r  +.  .  .  -I-  ÔP  dp  -H  --K)  d(l  4-  oK  r// ■+.  .  .). 

Changeant  od  en  do  et  faisant  ensuite  disparaître  le  double  signe  rfâ 
par  des  intégrations  par  parties,  on  aura 

oiF  =  P  ô/j  -f-  Q  ^  +  R  ô/-  +  ... 

-\-  §  (  ÔP  dp  —  f/P  o>  +  ÔQ  dq  —  dq  dq  +  ÔR  dr  —  dRdr+...), 

OÙ  les  termes  qui  sont  hors  du  signe  ^  se  rapportent  aux  extrémités  de 
l'intégrale  représentée  par  ce  signe  et  répondent,  par  conséquent,  aux 
bouts  du  canal;  de  sorte  qu'en  supposant  ces  bouts  fixes,  les  varia- 
tions Sp,  oq,  or,  ...  qui  y  répondent  seront  nulles,  et  les  termes  dont  il 
s'agit  s'évanouiront  d'eux-mêmes. 

Maintenant,  comme  les  quantités  P,  Q,  R,  ...  qui  représentent  les 

forces  sont  ou  peuvent  toujours  être  supposées  des  fonctions  de/;,  q, 

r,  . . .,  il  est  clair  que  la  partie  de  ST  qui  est  affectée  du  signe  î^  n'est 

plus  susceptible  de  réduction;  donc,  pour  que  l'on   ait  en  général 

XI.  26 
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o'i*  =  (),  il  r;iu(li;i  (|ii('  colle  parlicsoil  iiiillr  irfll('-iii(''ine  et  (|ue,  par 
('Oiisé(|ui'iil .  on  ;iil  |»iMir  rli;H|ii('  pniiil  de  ht  niiissc  lluidc  l'iMpiatidii 
i(l('iit!(pi(' 

oP  <l[i  —  <IV  op  -H  oQ  (II/  —  dQ  o<i  4-  o\\  dr  —  d\\  o/-  -!-...  ^  O. 

\\\\  regardant  les  expressions  des  forces  P,  Q,  R,  ...  comme  îles  i'oiic- 
tions  quelconques  (le />,  </.  r,  ...,  ou  aura,  suivant  la  notatinn  reçui-. 

f/P  =  -p-  dp  -r-  -T~  "'I  +  1-  'l''  H-  ■  •  •  ; 
()p  ô<i  Or 

(le  un'uu' 

oP  =  -r-  on  +  -r—  Wl  -\-  -   -  o/-  4-  .  .  .  , 
dp  0<i  or 

cl  ainsi  (k's  autres  difTérences.  Sultslituaut  ces  valeurs  dans  IV'quation 
précédenle  et  ordonnant  les  termes,  elle  deviendra  de  cette  forme 


■jj:-^^){ordp-drèp) 
f()Q      dl\\..     .         .    .  . 


et  devra  avoir  lien  indi'pendamment  des  dilïï'rences  r//>,  (/(/,  dr, 

\     ^     ^ 

op,  Ofj,  or,  .... 

Dduc,  s'il  n'y  a  aucune  relation  donnée  entre  les  variables  />,  y,  /•, 

il  faudra  faire  S(''parémenl 

dP  _  JQ  _ 

dq  dp    ~°' 

OV  _  <2H  _ 
dr        dp  ~°' 

àQ  _dn  _ 

dr        dq  -'°' 


Ce  son!  les  (''(pialidiis  de  ('(Uidilion  ((uiiincs  poni-  rinl(>gral)ilit(''  de  I; 

Idiniiilc 

I'  dp  4-  Q  d<l  4-  H  f//  +  .  .  .  . 
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9.  Lorsque  les  lignes/^,  y,  r,  ...  se  rapportent  à  un  point  dans  l'es- 
pace, comme  dans  le  cas  présent,  elles  ne  peuvent  dépendre  que  des 
trois  coordonnées  de  ce  point  et  les  forces  P,  Q,  R,  ...  peuvent  toujours 
se  réduire  à  trois,  suivant  ces  coordonnées  (Sect.  V,  art.  7).  Ainsi,  en 
prenant/^,  q,  r  pour  ces  coordonnées,  soit  rectangles  ou  non  ('),  et  P, 
Q,  R,  ...  pour  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  particule  du  fluide, 
dans  la  direction  des  mêmes  coordonnées,  il  faudra  que  les  quantités 
P,  Q,  R,  regardées  comme  des  fonctions  de  p,  </,  /•,  satisfassent  à  ces 
trois  équations 

ôq  dp'         '  ôr         dp  '  Or         â'] 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  masse  fluide  puisse 
être  en  équilibre,  en  vertu  des  forces  P,  Q,  R  qui  agissent  sur  tous  ses 
points. 

Au  reste,  on  a  fait  abstraction  jusqu'ici  de  la  densité  du  fluide,  ou 
plutôt  on  l'a  regardée  comme  constante  et  égale  à  l'unité;  mais,  si  l'on 
voulait  la  supposer  variable,  alors,  en  nommant  V  la  densité  d'une 
particule  (juelconque  dm,  on  aurait  (art.  2) 

dm  =  Fto  ds; 

et  les  quantités  P,  Q,  R,  ...  se  trouveraient  toutes  multipliées  par  F. 
Ainsi,  l'on  aura  pour  l'équilibre  des  fluides  de  densité  variable  les 
mêmes  lois  que  pour  l'équilibre  des  fluides  de  densité  uniforme,  en 
multipliant  seulement  les  différentes  forces  parla  densité  du  point  sur 
lequel  elles  agissent,  c'est-à-dire  en  écrivant  simplement  FP,  FO, 
FR,  ...  à  la  place  de  P,  Q,  R,  .... 

(  '  )  CeUe  assertion  n'est  pas  exacte.  Si  P,  Q,  Il  désignaient  les  composantes  parallèles  èi 
trois  axes  obliques  et/;,  q,  r  les  coordonnées  relatives  à  ces  axés,  la  somme  dos  moments 
virtuels  no  serait  pas  Pdp-hQdq  -{-liclr  et  les  raisonnements  qui  précèdent  ne  pourraient 
pas  s'appliquer.  (/.  Bertrand.) 
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^  II.  —  Où  ion  dcduil  tes  lois  ^c/icm/cs  de  VéqiidUne  des  Jliiides 
incompressibles  de  la  nature  des  particules  qui  les  composent. 

10.  Nous  allons  maintenaiil  chcrclici-  les  lois  de  l'ctiiiilil)!'!'  di-s 
lliiiilcs  iiiiDiiipressibles,  (lirectemenl  |)ar  uoIrc  l'ornuiU'  générale,  en 
ieii;ai'tlaul  ces  sortes  de  (luides  comme  formés  d'un  amas  de  [larticules 
m(d)iles  en  toul  sens,  e(  (|ai  peuvent  elianj^er  de  Hgnre,  mais  sans 
rlianger  de  volume. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  (|ue  toutes  les  l'orces  (|ui  aiiis- 
sent  sur  les  particules  du  lluide  soient  réduites  à  trois,  représentées 
par  X,  Y,  Z  et  dirigées  suivant  les  coordonnées  rectangles  ,r,  v.  :;. 
c'est-à-dire  tendantes  à  diminuer  ces  coordonnées.  Nous  avons  donile. 
dans  le  Chapitre  I  de  la  Sedioii  V,  les  l'orniules  générales  de  cette 
réduction. 

Nommant  dm  la  masse  d'une  particule  quelconque,  on  aura,  pour  la 
somme  des  moments  des  forces  X,  Y,  Z,  la  formule  intégrale 

or  le  volume  de  la  particule  dm  peut  être  représenté  par  d.vdydz; 
ainsi,  en  exprimant  par  r  la  densité,  il  est  clair  qu'on  aura 

dm  =:  Ydx  dy  dz  ; 
et  le  sigiK!  d'intégration  §  appartiendra  à  la  Ibis  aux  trois  vai-iahles  .r. 

il  faudra,  de  plus,  avoir  égai'd  à  l'équation  de  condilioii  lésullanle 

de  l'incompressibilité  du  fluide,  la(|uclle.  étant  supposée  représentée 

par 

L  =  o, 

donneia,  en  «lillérentianl  selon  o.  multipliant  par  un  rueriicieut  in- 
délernnné  A  et  intégrant,  la  lormule  [j^'-'^l-  ii  ajoulir  ii  la  iirécé- 
ib'Ute. 

S'il  n'y  a  point  de  forces  extérieures  (|ui  agissent  ^ur  la  >urlace  du 
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fluide,  ni  de  conditions  particulières  à  cette  surface,  on  aura  simple- 
ment, pour  l'équation  générale  de  l'équilibre  (Sect.  IV',  art.  13), 

§(X  o\r  +  Y  dj  -t-  Z  oz)  dm  +  §A  ÔL  —  o, 

dans  laquelle  il  faudra  prendre  les  intégrales  relativement  ;i  toute  la 
masse  du  fluide. 

11.  La  condition  de  l'incompressibilité  consiste  en  ce  que  le  volume 
de  chaque  particule  soit  invariable;  ainsi,  ayant  exprimé  ce  volume 
par  dxdydz,  on  aura  dxdydz  =  const.  pour  l'équation  de  condition; 
par  conséquent,  on  aura 

'L^:r.  dx  dy  dz  —  const.,         oL  =  o(dj;  dy  dz). 

Pour  avoir  la  variation  ^[dxdydz),  il  semble  qu'il  n'y  aurait  qu'à 
différentier  simplement  dxdydz  selon  o;  mais  il  y  a  ici  une  considéra- 
tion particulière  à  faire,  et  sans  laquelle  le  calcul  ne  serait  pas  rigou- 
reux. La  quantité  dxdydz  n'exprime  le  volume  d'une  particule  qu'au- 
tant qu'on  suppose  la  figure  de  cette  particule  un  parallélépipède 
rectangulaire  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  des  x, y,z;  cette 
supposition  est  très  permise,  puisqu'on  peut  imaginer  le  fluide  partagé 
en  éléments  infiniment  petits  d'une  figure  quelconque.  Or  Z{dxdy  dz) 
doit  exprimer  la  variation  que  soufl're  ce  volume  lorsque  la  particule 
change  infiniment  peu  de  situation,  ses  coordonnées  x,  y,  z  devenant 
X  -+-  ox,  y  -h  ùy,  z  -h  oz;  et  il  est  clair  que  si,  dans  ce  changement, 
la  particule  conservait  la  figure  d'un   parallélépipède  rectangle,   on 

aurait 

d  (  dj:  dy  dz  )  =:  dy  dz  o  dx  -+-  dx  dz  ôdy  -j-  dx  dy  â  dz. 

Par  les  principes  du  calcul  des  variations,  on  peut  changer  les  odx, 
Zdy,  8dz  en  dZx,  dZy,  dSz;  mais  il  est  nécessaire  de  remarquer  que 
les  variations  Bx,  oy,  Zz  pouvant  être  regardées  comme  des  fonctions 
indéterminées  et  infiniment  petites  de  x,  y,  z,  pour  que  dox  repré- 
sente la  variation  du  côté  dx  de  la  particule  rectangulaire  dxdydz, 


20G  M  E C  A  N  KJ  l  i:   A  \  M. V  ("  1  (J  V  E. 

Ii(|iirl  est  formé  par  l'accroisseim'iit  r/.r  (|iil'  la  coordonnée  .r  reçoit 
laii(li>  (|ae  les  deux  autres,  y  et  :,  ne  varient  pas,  il  l'aul  (jue,  dans  la 
diUércnliation  de  ox,  la  seule  a- soit  censée  variable  :  ainsi,  suivant  la 
notation  des  dilTércnces  partielles,  au  lieu  d'écrire  simplement  di.r,  il 

liiuilra  écrire  -j^dx;  de  même,  et  par  un  raisonnement  semlilalile,  on 

écrira  -^r-clv  et  —r-d:-  an  lien  dcf/ovel  </o:-.  De  cctle  nianil're,  dans 
dy    -  àz 

riiypotlicse  que  la  particule  didydz  demeure  rectangulaire  après  la 

variation,  on  aura 

o{dxdydz)  =  cU-,lydz  [■  ^  ^-   +-^+-^j. 

Il  en  serait  encore  de  même  si  l'on  supposait  que  la  particule 
dxdydz  devînt,  par  la  variation,  un  parallélépipède  dont  les  angles 
différassent  intiniinenl  peu  de  l'angle  droit;  car  on  sait,  par  la  Géomé- 
trie, que.  si  (i,  h,  r  sont  les  trois  côtés  d'un  parai lelépii»('de  qui  for- 
nniil  lin  angle  solide,  et  a,  [i,  y  les  trois  angles  que  ces  côtés  forment 
ciitic  iMix,  la  solidité,  ou  le  contenu  du  parallélépipède,  est  exprimée 
]iar  la  ibi'inule 


abc  \!{i  —  cos'a  —  ces' [3  —  cos'y  +  acosa  cos(3  cosy). 
Or  les  côtés  dmiennent,  par  la  variation, 

et  les  cosinus  de  a,  [iJ,  y  devienncnl  iiiliiiinienl  pelils  ;  ainsi,  en  substi- 
tuant ces  valeurs  au  lii-n  «le  a.  /',  '•,  el  négligeant  les  intiniinenl 
petits  des  ordres  supérieurs  au  premier,  on  aura,  pour  la  variation  de 
dxdydz-,  la  même  expression  qu'on  vient  de  trouver. 

.Mais,  (juoiquc  celte  dernière  liypollii'se  soit  légitime,  nous  ne  vou- 
lons pas  l'adopter  sans  démonstration,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  l'exactitude  de  nos  formules.  .\on>  allons  donc  clierclier,  d'une 
iiianiiTr  rigoureuse,  la  vaiialion  de  d.vdyilz,  en  avant  égard  ii  la  lois 
an  (■iKingcmcn I  de  position  cl  di'  loniiiicnr  de  cliaiuii  des  lôlcs  d'un 
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parallélépipède  rectangulaire,  et  en  supposant  seulement,  ce  qui  est 
exact  dans  l'infininient  petit,  que  ces  côtés  demeurent  rectilignes. 

12.  Poursimplifiercette  recherche,  nous  commencerons  par  ne  con- 
sidérer qu'une  des  faces  du  parallélépipède  d.rdydz,  par  exemple  la 
face  dvd)',  dont  les  quatre  angles  répondent  à  ces  quatre  systèmes  de 
coordonnées, 

{')  -r,    y,    -, 

(3)  x-hdx,     j;     z, 

(3)  •  X,     f-hdy,     s, 

(4)  JC  -h  do-,     y  +  dy,     z. 

Supposons  que  les  coordonnées  x,y,  z  du  premier  système  devien- 
nent x  +  Zx,  y  +  oy,  ::  -i-  Zz,  et  regardons  les  variations  Zx,  oy,  Zz 
comme  des  fonctions  infiniment  petites  de  x,y,  z\  en  fiiisant  croître 
successivement  les  a-,  y  de  leurs  diirérentielles  dx,  dy,  on  trouvera  ce 
que  doivent  devenir  simultanément  les  coordonnées  des  trois  autres 
systèmes.  Ainsi,  en  marquant  par  les  mêmes  numéros  les  systèmes 
variés,  on  aura 

(I)  X-^rOJC,       J-+-ÔJ,       Z  +  OZ, 

,    s  J         >         àoj-  J  ^         d  or  ,  ,         d  Sz  , 

(  2  )        a-  -t-  rfj:-  H-  0 J?  H r;—  djc,     y  -h  oj  -\ T^-  dx,      z  -\- oz  -\ r — ■  dx, 

(J^jC  (jJC  (jJC 

(3)  x  +  ox-h-jydy,     y-^dy  +  oy  +  ^dy,     z  +  oz+-j-^dy, 

,  ^  ô  ôx   ,         d  dx   , 

■:  -h  dx  +  ûx  -\ r —  dx  H ^—  dr, 

dx  dy     ' 

(4)  {  7  +  dy  +  oy  +  ~~dx-h-^  dy, 

,     .  ddz  dSz  , 

'  -h  dz  -\ r —  dx  H r —  dy. 

,  dx  dy    -^ 

Comme  ces  quatre  systèmes  de  coordonnées  répondent  aux  quatre  an- 
gles du  nouveau  quadrilatère  dans  lequel  s'est  changé  le  rectangle 
dxdy,  il  est  clair  qu'on  aura  les  côtés  de  ce  quadrilatère  en  prenant 
la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  différences  des  coordon- 
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nées  pour  les  deux  angles  adjacents  à  clia(|ue  coté.  Ainsi,  en  mar- 
quant la  droite  ([ui  joint  deux  angles  par  la  réunion  des  deux  numéros 
qui  ré|)ondcnl  à  ces  angles,  on  aura 


1,2)  = 

=  rf^y/(.+ 

doa^y-  ,    (ddyy  ,    fdczy 

i,3)  = 

-wmH^ 

-m-m- 

3,4)-- 

--d-\/{^  + 

doxy    fdôry    fdè=y 

( 

d'où  l'on  voit  que  les  côtés  opposés  (1,2),  (3,4)  sont  égaux  cnlrc  eux, 
ainsi  ([uc  les  côtés  opposés  (i,3),  (2,4),  et  (lue,  par  consé(|uent,  le 
(liiaiirilatèro  est  un  parallélogramme  dont  les  deux  côtés  contigus 
(r,  2),  (i,3)  seront,  en  négligeant  sous  le  signe  les  quantités  du  second 
ordre  vis-à-vis  de  celles  du  premier. 


( 


->=<'<-'^>     i..3)=*(-'f)- 


l:{.  A  l'égard  de  l'angle  compris  par  ces  deux  côtés,  on  le  trouvera 
\fAV  le  moyen  de  la  diagonale  (2,  3),  laquelle,  en  prenani  de  même  la 
lacine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  dillércnces  des  coordonnées 
respectives  des  systèmes  (2)  et  (3),  devient 


//  dSx  ^         dèy.y      (,         dSy,         àdy.y      (dàz.         dàz.y 

Or,  en  ndiiiniaiil  a  rangie  dont  il  s'agit,   le  Iriangle  l'oi'nié  pai-  les 
li-ois  (•nlés(r,  2),  (i,3),  (2,  3)  donne 

a(i,2)x  (1,3) 

Substitua  Ml  dans  celle  expression  les  valeurs  Irniivécs  de  (i ,  2),  (i,  3), 
(2,  3),   cllaianl    les  Icnnes  (|ui  se  delinisiMil   el   négligeanl  les   infini- 
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ment  petits  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs,  on  aura 

d  ^.r       d  or 

CCS  ot=  -^, 1 r— ; 

av         ax 

où  l'on  voit  que  l'angle  a  ne  diflere  d'un  angle  droit  que  par  des  (|uan- 
tités  infiniment  petites,  puisque  son  cosinus  est  infiniment  petit. 

14.  Si  l'on  applique  la  même  analyse  aux  deux  autres  faces  c/rr/;, 
f/vf/z  (kl  rectangle  dxdydz,  on  trouvera  que  ces  faces  se  changent 
aussi  en  parallélogrammes;  de  sorte  que  les  trois  faces  opposées  seront 
aussi  des  parallélogrammes,  comme  on  peut  le  démontrer  facilement 
par  la  Géométrie.  Par  conséquent,  le  nouveau  solide  sera  un  parallé- 
lépipède dont  les  côtés  qui  forment  un  angle  solide  seront 

^^"('^^j'     ''■'y-^-^jr    '^'y^i^r 

et  nommant  a,  [î,  y  les  angles  compris  entre  ces  côtés,  on  aura 


ces  y.  =  -^i — 
dy 

dx 

o        ào.'r 
COsS=r  ^r— 

'^         d: 

dos 
dx 

dôy 
cosy=    ^: 

doz 

d'où  l'on  peut  conclure  que  la  variation  du  parallélépipède  rectangu- 
laire dxdydz  est  rigoureusement  exprimée  par  la  formule  donnée 
plus  haut  (ait.  11). 

15.  On  voit  aussi  par  lii  que,  si  les  variations  ùx,  ov,  oz  n'étaient 
fonctions  respectivement  que  de  ;r,  y,  z,  on  aurait  rigoureusement 

cosa  =  o,         cos(3  =  o,         cosy  =  o; 

de  sorte  que  le  parallélépipède  rectangle  dxdydz  demeurerait  rec- 
tangle après  la  variation.  Or,  comme  le  changement  de  forme  de  ce 
XI.  27 


210  MÉCANIQUE  AN  M  ETIOLE. 

|iar;ill(''li'|)i[)i'(lp  n'est  (|iriiitiniiin'iil  pclit  ri  M'iiilhic  pdiiil  dans  l:i  vniciir 
de  sa  solidité,  il  s'ensuit  que,  sans  rien  ùtcr  à  la  généralité  du  résul- 
tai, on  peut  supposer  que  les  variations  or,  oy,  oz  soient  simplement 
lonclions  de  .r,  de  v  et  île  z,  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'arlicle  '.i\ 
de  la  Section  IV. 

IC).   Ayant  ainsi  la  vi'aie  valeur  de  o{dxdfdz),  on  la  prendra  [)onr 
celle  (le  oL  et  l'dn  aura 


oL  —  lit  (Iv  dz     -r 1 r-<-  H 5—     . 

V  Ô.V  ()f  àz  J 


On  sul)slitiiera  donc  cette  valeur  dans  réi|uation  généiale  de  l'ar- 
ticle 10,  et  mettant  en  même  temps  pour  f/m  sa  valeur  V d.v dy  dz,  on 
aura  ré{|uali()n 


(/.r  dy  d:  ^^  o. 


et  il  ne  s'aiiira  plus  (|ue  d'y  faire  dis|)araitre  les  doubles  signes  r/o  pai- 
la  méthode  exposée  dans  le  §  Il  de  la  Section  IV. 

17.    Considérons  d'aliord  la  (|nantité 

A  -^; —  dx  dv  dz, 

dx  •'      ' 

où  le  signe  §  dénote  une  triple  intégrale  relative  ;i  x,  v,  z\  il  est  clair 

(|ue,  eiinime  la  dillerence  de  or  n'est  relative  qu'il  la  variation  de.)-,  il 

ne  faudra  aussi  pour  la  faire  disparaître  (jii'avoir  égard  ii  l'inlégration 

r(dative  \\a\  c'est  pour(|iioi   on  doniiei'a  d'abord  à  celte  (|uautilé   la 

forme 

n  ,  d  Sx 


S'O-'-^^T"^. 


ensnile  un  transformera  l'intégrale  simple 


,  ^    ,       O  (^A  , 


S''ï^-  ™  >■«■->■"■- s  s- ^■'•"- 
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les  quantités  marquées  d'un  trait  se  rapportent  au  commencement  de 
l'intégration,  et  celles  qui  en  ont  deux  se  rapportent  aux  points  où  elle 
finit,  suivant  la  notation  adoptée  dans  l'endroit  cité.  Ainsi  la  (juantité 
dont  il  s'agit  se  trouvera  changée  en  celle-ci 

^  dy  dz{l"dr-~  l'da-' )  -  g  df  dz  ^  ^,  o>  dx, 

ou,  ce  ((ui  est  la  même  chose, 

C  ( >,"  ox" -  V  ox'  )  «^>'  ^-  -  S  TJ.  0-^  dx  dy  dz. 


Delà  même  manière  et  par  un  raisonnement  semhlable,  on  changera 
les  quantités 

en  celles-ci 

n  01 


,  \  —r^  dx  dy  dz 


et 


Q  {Vny"-  }.'§y')  dx  dz  -  ^'^  oy  dx  dy  dz 
C  (  l"  dz"  -  l' dz'  )dxdy-^'^_  dz  dx  dy  dz. 


Faisant  ces  substitutions,  on  aura  donc,  pour  l'équilibre  de  la  masse 
fluide,  cette  équation  générale 


S[ 


r  \ y-    ]0X  -h 


dx  dy  dz 


^{l"dx"  —  Vdx')dyd: 

^{rdj"-Vdy')dxdz+  3  {l"dz"  -Vdz')  dxdy  =  o. 


dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  cju'à  égaler  séparément  à  zéro  les  coefti- 
cients  des  variations  indéterminées  ox,  fy,  oz  (Sect.  IV,  art.  16). 

18.  On  aura  donc  d'abord  ces  trois  équations 


r\—   -r-    =0, 
ox 


rv        '^'^ 

r\  — r  =0' 


lesquelles  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  masse  fluide. 


■Hi 
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Ensuilo,  si  li'  lliiidi'  r^i  liliii'  tic  Ions  eûtes,  les  variations  o.r  ,  ov'. 
o:',  o.r",  or",  oz",  ([iii  se  r ii|iin)it('iit  aux  polnls  de  la  siirlacc  du  tluidc, 
seront  anssi  indéleiininécs,  et,  par  eunsé(|nenl,  il  landra  encore  égaler 
séparéineni  ii  zéro  leurs  coefficients,  ce  qui  donnera  a' =  o,  a"  =  o, 
c'est-à-ilir'c  en  général  A  =  o,  pour  (r)us  les  |ii)ints  de  la  snrl'aee  du 
fluide,  el  celle  é(|ua{ion  servira  à  dclerniiner  la  ligure  de  celle  >ur- 
laee. 

Il  en  sera  île  même  lors(jn(!  le  lluide  est  renfei me  daii>  un  \ase,  ()onr 
la  j)arlie  de  la  surface  OÙ  le  vase  est  ouverl  ;  mais,  ;i  l'égard  de  la  partie 
i|ui  e<l  appuyée  contre  les  parois,  les  vai'ialions  o.v',  or',  o:'.  o.v",  oy", 
o:"  (li)ivenl  avoir  enire  (dies  des  rapports  donnés  par  la  figure  de  ces 
parois,  puis(jne  le  lluide  ne  peut  (jue  couler  le  long  des  pai'ois:et 
nous  dénn)nli('rons  plus  l)as  que,  quelle  (juc  |»ulsse  être  leur  figure, 
les  lernies  (|ni  renferment  les  variations  en  question  seront  toujours 
nuls  d'enx-mèuies;  de  sorte  qu'il  Ji'v  aura  aucune  cundilion  ndative- 
nuMil  il  celle  partie  de  la  surface  du  lluide. 

19.  Les  Irois  e(|nalions  qu'on  \  ienl  de  trouver  pour  les  conditions  de 
re(|iiililii'e  (In  lluide  donnent 

^  —  T\         ft  —  r\  ''^  —  r/ 


ilone.  puis(|ne 


on  aura 


dk ■—  -r—  nv  -t-  -.—  av  +  -,-  clz, 
au:  «)'   '         o- 


en.  =  r(X  (J.v  -H  Y^K  -^Zdz); 


|»ar  consc(|UcnL,  il  faudra  (jue  la  quanlilc 

V{\(U-i-  \<Iy  -^7.dz) 


soit  une  dilferenlielle  eonipli'le  en  .r,  r,  ",  cl  celle  cinnlilion  renl'ernic 
seule  li's  loi>  de  l'eiinililu'e  des  llnides. 

Si  l'on  élimine  la  ijuanliie  A  des  méuH's  e(|ualious,  on  aura  les  sui- 
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vailles  : 


dy 

~    ôx 

dz 

ÔY'A 

"   dx  ' 

dTY 

dTZ 

dz 

~   dy 

équations  (fui  s'accordent  avec  celles  de  l'article  9. 

Ces  conditions  sont  donc  nécessaires  pour  que  la  niasse  fluide  |)uisse 
être  en  équilibre  eu  vertu  des  forces  X,  Y,  Z.  Lorsqu'elles  ont  lieu  |)ar 
la  nature  de  ces  forces,  on  est  assuré  que  Téquilibre  est  possible,  et  il 
ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  figure  que  la  masse  fluide  doit  prendre 
pour  être  en  équilibre,  c'est-à-dire  l'équation  de  la  surface  extérieure 
du  fluide. 

Nous  avons  vu,  dans  l'article  précédenl,  (]u'on  doit  avoir  dans  cliaquc 
point  de  cette  surface  A  =  o.  Donc,  puisquer/X:=r(Xr/,x-  + Y(/y  H-Zr/;), 
on  aura,  en  intégrant, 

).  =  fr{\d.c  +  Y  dr  -h  Z  dz)  -+-  consl. ; 

par  conséquent,  l'équalion  de  la  surface  extérieure  sera 

/ r( X  dx  +  Y  dr  -^Zdz)zzzK, 

K  étant  une  constante  quelconque;  et  cette  équation  sera  toujours  en 
termes  finis,  puisque  la  quantité  r[Xda;  +  Y cfy  -h  Zdz)  est  supposée 
une  différentielle  exacte. 

20.  I^T  quantité  Xd.v-\-  Yr/v-f-Zr/;  est  toujours  d'elle-même  une 
diflérentielle  exacte  lorsque  les  forces  X,  Y,  Z  sont  le  résultat  d'une 
ou  dç  plusieurs  attractions  proportionnelles  à  des  fonctions  quelconques 
des  distances  aux  centres,  puis((u'on  a  en  général,  [)ar  l'article  1  de  la 
Section  Y, 

X  dx  +  Y  dy  +  'Ldz  —  V  dp  +  O  dq  +  \\  dr  + 

Nommant  celte  quantité  c/II,  on  aura  alors  d'k  =  F  d\\  ;  donc,  pour  que 
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c/X  soil  iiiic  (liin'ToiiticlIc  fomplt'to,  il  l'aiidra  (|ui'  V  >n'\[  une  fuiiction 

lie  II.  I'ai((iiist'(|ii('iil,  X=y  V  (iU  sera  aussi  nécessaircniciil  une  ('onc- 
tion (le  11. 

Oïl  aura  (loue  ilaus  ee  cas,  qui  est  celui  île  la  nature,  pour  la  figure 

lie  la  surlacc,  l'éiiuation 

fonction  (le  n  =  K, 

savoir  II  égal  ;i  une  constante,  «le  môme  (|ue  si  la  densité  du  lluide 
était  uniforme.  De  plus,  puiscjue  II  est  constante  à  la  surface  et  (|ur  V 
est  fonction  de  II,  il  s'ensuit  (|ue  la  densité  1'  doit  être  la  même  dans 
Ions  les  points  de  la  surface  extérieure  d'une  masse  fluide  en  é(iui- 
lilnv. 

Dans  l'intéi-ieur  du  fluide,  la  densité  peut  vaiier  d'une  manière 
quelconque,  pourvu  qu'idie  soit  toujours  une  fonction  de  II  :  ellctlevra 
donc  être  constante  partout  où  la  valeur  de  II  sera  constante;  <le  sorte 
que  II  =  h  sera  en  général  l'équation  des  couches  de  même  densité, 
A  étant  une  constante.  Donc,  dillêrentiant,  on  aura 

</n  =  o         ou         \dx  -hY  (Iv  -T-'Ldzzi^o 

poui'  l'équation  générale  de  ces  couches;  et  il  est  visible  ([ue  cette 
équation  est  celle  dos  surfaces  auxquelles  la  résultante  des  forces  X, 
Y,  Z  est  perpendiculaire  et  qiu'  Clairaut  appelle  surfaces  de  rineai/. 
D'où  il  s'ensuit  (jue  la  densité  doit  être  uniforux'  dans  cha(|ue  couche 
de  niveau  formée  par  deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines. 

Cette  loi  doit  donc  avoir  lieu  dans  la  Terre  et  dans  les  plani'tes. 
supposé  (jue  ces  corps  aient  été  originairenieni  lluides  et  (|u"ils  aient 
conservé,  en  se  durcissant,  la  forme  «|ii"ils  a\aienl  |>rise  en  \vv[\\  de 
rattraeliiHi  de  leurs  parties,  comhinée  avee  la  force  ceiilrifuge. 

21.  \  l'éi^'ard  de  la  (|uantité  A  dont  nous  venons  de  déterminer  la 
valeur,  il  es!  Ikui  de  i-einat(|uei'  (|iie  le  lernie  |^Aol,  de  ré(|ualioii  ^té- 
nérale  de  l'ai'liide  10  icprésenle  la  somme  des  moments  d'aulanl  de 
forces  A  (|ui  Icndcnl  ii  iliminuer  la  valeur  île  la  fonelion  L  (Secl.  l\  . 
art.  7j;  de  sorte  «|ue,  comme  ou  a  l'ail  oL  =  ^{fi.rdvdz)  (art.  M),  on 
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peut  dire  que  la  force  A  ('  )  tend  à  comprimer  chaque  particule  dx  dy  dz . 
du  fluide;  par  conséquent,  cette  force  n'est  autre  chose  que  la  pression 
que  cette  particule  du  fluide  souffre  également  de  tous  côtés  et  à  la- 
quelle elle  résiste  par  son  incompressihilité. 

On  a  donc,  en  général,  pour  la  pression  dans  chaque  point  de  la 
niasse  fluide,  l'expression 

et,  comme  la  quantité  sous  le  signe  doit  toujours  être  intégrahle  pour 
que  le  fluide  soit  en  équilibre,  il  s'ensuit  que  la  pression  pourra  tou- 
jours être  exprimée  par  une  fonction  finie  des  coordonnées  relatives  à 
la  particule  qui  éprouve  cette  pression;  proposition  fondamentale  de 
la  théorie  des  fluides  donnée  par  Euler  (-). 

22.  Pour  donner  une  application  de  l'équation  II  =  const.,  que 
nous  avons  trouvée  pour  représenter  la  surface  d'une  masse  fluide  en 
équilibre  (art.  20),  nous  allons  considérer  l'équilibre  de  la  mer,  en 
supposant  qu'elle  recouvre  la  terre  regardée  comme  un  solide  de 
figure  elliptique  et  peu  différent  de  la  sphère,  et  que  chacune  de  ses 
particules  soit  attirée  à  la  fois  par  toutes  les  particules  de  la  terre  et  de 
la  mer,  et  soit  animée  en  même  temps  de  la  force  centrifuge  prove- 
nant de  la  rotation  uniforme  de  la  Terre  autour  de  son  axe. 

C'est  ici  le  lieu  d'employer  les  formules  que  nous  avons  données 
dans  l'article  10  de  la  Section  V.  Nous  avons  désigné  par  2  la  valeur 
de  la  fonction  II,  lorsque  les  forces  sont  le  résultat  des  attractions  de 
toutes  les  particules  d'un  corps  de  figure  donnée,  et  nous  avons  donné 
l'expression  de  2)  pour  le  cas  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances  et  où  le  corps  attirant  est  un  sphéroïde  elliptique 
peu  différent  de  la  sphère.  En  conservant  les  dénominations  employées 

(  '  )  La  conclusion  csl  exacte,  c[uoique  la  démonstration  ne  soit  pas  sufTisante.  Nous  avons 
déjà  remarqué  plusieurs  fois  qu'on  ne  peut  considérer  ^  comme  une  force  que  si  l'on  con- 
sent à  étendre  la  signification  habituelle  du  mot/ort-e.  (/.  Bertrand.) 

(-)   Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  ;  1755.  iJ.  Bertrand.) 
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dans  cet  article  el   en  s'arrèlaiil  aii\  termes  qui  contiennent  les  se- 
condes dimensions  des  excentricités  c  el  /.  on  a  (rouvé 


2,  =^  —  m ^-1-  +  3 r— r , 


V  


où  .r,  Y,  :■  son(  les  coordonnées  reclaiii^les  du  poinl  allii'é; 
f=  yjcc'''  -4-  y-  +  ;;-  est  la  distance  de  ce  point  au  centre  du  spliéroide, 
et  m  est  la  niasse  du  sphéroïde  égale  à  ^  ABC,  A,  B,  C  étant  les  demi- 
axes  du  sphéroïde. 

Si  Ton  dénote  par  V  la  densité  du  sphéroïde  supposé  homogène,  il 
lauilia  multiplier  cette  expression  de  —  par  Y;  et  si  l'on  suppose  que 
le  s|)liér()ï(le  ait  un  autre  sphéroïde  pour  noyau,  dont  la  densité  soit 
dillérente,  il  n'y  aura  (|u'à  y  ajouter  la  valeur  de  —  relative  à  ce  nou- 
veau sphéroïde,  multipliée  par  la  dillérence  des  densités.  Ainsi,  en 
marquant  par  un  trait  les  quantités  relatives  au  sphéroïde  intérieur 
et  supposant  que  sa  densité  soit  F  -+-  I",  on  aura,  pour  la  valeur  totale 

de  2, 

^_      Tm+Fm'       F  m  (  e'  +  t'  )  +  T  m'  (  e"-  -h  i"-) 


,  Fme- -^  T'm'e'- 


2  .  0  /■* 


■r- 


2.5/  = 

rmf--H  r'in'/'- 
2.5  r' 


2'-\.  Supposons  (|uc  le  point  attiré  par  le  sphéroïde  suit  eu  même 
temps  sollicité  par  trois  forces  représentées  par  /.«-,  ^'  v  et  //;  dirigées 
suivant  les  coordonnées  ce,  y  et  z,  et  tendantes  à  les  augmenter,  ou 
aura  —  f.rd.r,  — gydyGi  —  lizdz  poui'Ieurs  moments,  el  il  en  lésul- 

lera   les  termes  —  — — —  à  ajouter  à   la  iinaulilé  -  pour 

2  rî  2 

avoii'  la  valeur  de  II  duc  ;i  tontes  les  forces  qui  agissent  mii'  le  uiéuie 

point.  Ainsi  lecinarKui  de  rciiuilihr-e  sera 


/'./•-  -+-  ^1-'  H-  /'  =' 


:  const. 


2'i.    Pour  appli(|ui'i'  maintenant  ces  formules  ii  la  (|Uestioti  dont   il 
s'agit,  on  supposera  (|n('  le  spliéi'oule  extéiieur  e.'-l    la  mer,    d(Mil   la 
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densité  est  F,  et  que  le  noyau  intérieur  est  la  terre,  ayant  la  densité 
r  -+-  F',  et  l'on  placera  le  point  attiré  à  la  surface  de  la  mer,  en  faisant 
(•()incider  les  coordonnées  œ,  y,  z  de  ce  point  avec  les  coordonnées  «, 
b,  c  de  la  surface  du  sphéroïde  extérieur.  On  aura  alors,  pour  que 
cette  surface  soit  en  équilibre,  l'équation 

rm  +  r'm'  _  rm(e=+f-)  +  r'm'(e'^+  i"-)       fa^ 

/■  2.5/''  2 

2.5 r'  2  J 

3 ^-. -h  - 

2.5/"°  2 

:const. 


Cette  équation,  dans  laquelle  r^=\jx^+y'^-hz-,  donne  la  figure 
de  la  surface  ;  mais  nous  avons  supposé  dans  les  formules  de  l'article  10 
de  la  Section  V  que  cette  surface  est  représentée  par  l'équation 

p  +'b2  +  C^— '' 

en  prenant  ici  Se,  y,  "  au  lieu  de  a,  b,  c;  donc  il  faudra  que  ces  deux 
équations  coïncident. 

Tirons  de  celle-ci  la  valeur  de  r  en  y  et  z,  et,  pour  cela,  substituons 

dans  /■-  =  ar-  + j^+  z'-  pour  .r'-  sa  valeur  A- —  '-—-  —  ^rr^i  on  aura, 

en  mettant  pour  B-  et  C^  les  valeurs  A=  +  c-,  iV  +  P  (article  cité). 


A'- 


d'où  l'on  tire,  en  rejetant  les  puissances  de  e  et  i  supérieures  à  e"-  et  «^ 
auxquelles  nous  n'avons  point  égard  ici. 


I        I 


e'y' 


r       A  2  A^ 


On  substituera  donc  cette  valeur  de  ->  ainsi  que  celle  de   i-,  dans 
XI.  28 
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la  première  équation,  et  rcj  chu  il  loiijoiii's  Icslcrriies  (|iii  CKiiticiKlriiii'iil 


e\  i\  (■•  r 011  ailla 


rm-t-Fm'  _  r  m  (e'  +  t')  +  r'm'(e"  +  i"-)       fK\ 
\  3.5A»  '^'■i 

1     l'me'  +  r'in'e"       S  _  .[J^  _  i  l'm   f- rm')e' ]    , 

"^  L      2-5A»      "^2    2B»         2A«      y 

fg  rmt'  +  Fm't"  _^l±  _l^_  (rm  +  rm')t-1  ^.  _  ^^^^^ 

L  2. 5  A'  2  2C-  2  A'  J        " 

Cette  équation  devant  être  identique,  il  l'ainlra  (|iie  les  coefficients 
des  quantités  variables  y-  et  z-  soient  nuls,  ce  (jiii  donnera  les  deux 

équations 

ST'w'e'^       (2rnî  +  5r'm')e^       g       /A- 


2.5A'  2.5A^  2        2B- 


=  o. 


3rni'/''  _  (aTin-i-Srni')/'-       h       /A-  _ 

2.5A5  2.5A=  "^2  2C=~"°' 

qui  serviront  à  déferniincr  les  deux  excentiMcités  e  et  /  de  la  surface 
elliptique  de  la  niei'. 

25.  On  sait  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle  à  sa  distance 
de  l'axe  de  rotation  et  au  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation. 
Donr,  si  l'on  prend  l'axe  o.k.,  qui  est  aussi  l'axe  des  coordonnées  .r. 
pour  l'axe  de  rotation,  et  ([ue  f  soit  la  force  cenirifiige  à  la  dislain'e  A 

de  l'axe,  on  aura  —  |)()iir  la  force  centrifuge  d'un  point  (|iieK(iii(|ue  du 


sphéroïde,  eu  faisant  »  =  v,v°+=^;  celle  foice.  élaiil  dirigée  siiivaul 

la  lluiie //  et  teailaiil  ;i  raui^uienter,  donnera  le  nioment  —  — .-— '  diuil 

A 

l'intégrale r^  savoir -■^ —    "    >  devra  être  ajoutée  à  la  (|u;iulile 

i-.  pour  avoir  égard  ii  l'ell'el  de  la  foice  eenlrifuge.  Ainsi  on  aura  les 
conditions  de  l'équililuc  de  lu  uier.  eu  \eilu  de  l'iilli'acliiui  reei|H(i(pie 
de  tontes  les  |)ai'ticules  de  la  mer  et  de  la  ferre,  et  de  la  force  centrifuge 
due  à  la  rolaliou  de  la  Terre,  en  faisant  dans  les  deux  équations  précé- 
dentes f^  <),  fj;  ^  -,  h  --^  - 
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Puisque  les  deux  constantes  ^et  h  sont  égales,  on  voit,  par  ces  équa- 
tions, que,  si  les  excentricités  e'  et  i  de  la  Terre  sont  égales,  on  aura 
aussi  les  deux  excentricités  e  et  ;  de  la  figure  de  la  mer  égales  entre 
elles;  de  sorte  que,  si  la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolution,  la  mer 
ne  le  sera  pas  non  plus,  et  les  deux  équations  dont  il  s'agit  donneront 
les  valeurs  de  ses  deux  excentricités  e,  i,  qui  seront  différentes  des  ex- 
centricités e'  et  i'  de  la  Terre. 

26.  Au  reste,  celle  solution  n'est  exacte  qu'aux  quantités  e^,  r,  e'- , 
i'^  près;  et  si  l'on  voulait  avoir  égard,  dans  les  valeurs  de  —  et  de  /•, 
aux  termes  qui  contiendraient  des  puissances  supérieures  de  ces  quan- 
tités, il  ne  serait  plus  possible  de  vérifier  en  général  l'équation 

1 — — 7 =  consl. 

2A 

pour  la  surface  d'équilibre;  d'où  il  faudrait  conclure  que  cette  surface 
n'a  point  rigoureusement  la  figure  d'un  sphéroïde  elliptique. 

Je  (lis  en  général,  parce  que,  dans  le  cas  oîi  le  sphéroïde  est  homogène 
et  sans  noyau  intérieur  d'une  densité  différente,  on  a  trouvé  que  les 
attractions  sur  un  point  quelconque  de  la  surface,  suivant  les  trois 
coordonnées  x,  y,  z,  sont  représentées  exactement  par  les  formules 

iiiL'-,     luM),     niN^, 

uii  L,  M,  N  sont  des  fondions  de  A,  li,  (>  données  par  des  intégrales 
définies;  d'où  l'on  déduit  pour  ^  cette  expression  rigoureuse 

2 

Ainsi,  l'équation  de  l'équilibre  ^ \  .  "     =  const.  étant  de  la  même 

forme  que  l'équation  du  sphéroïde  v^  -I-  77^  -i-  î^  =  ' ,  on  peut,  à  cause 

de  la  constante  arbitraire,  les  rendre  identiques  par  ces  deux  condi- 
tions 

mM  — f  _  A;  niN  — f  _  A^ 

inL      ~B-'  mL      ~  (7' 
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l('S(|iu'll('s  (lonnciU  B  =  C,  parce  que  les  quanlilés  31  et  N  sont  (')  des 
l'onclioiis  semblables  de  R,  C  et  de  C,  ]};  elles  se  réduisent  ainsi  à  une 
seule,  qui  sert  à  déterniiiicr  le  rapport  de  A  à  IJ. 

Ce  cas  est,  jusqu'à  présent,  le  seul  pour  le(|uel  on  ait  Iroiivé  une 
M>liili(in  rii^oureuse  qu'on  doit  h  .Madaiirin  :  de  soite  (\nv  le  |irMlp|cnie 
de  la  li^iiic  de  la  Terre,  envisagé  pb_\si(]iii'iiiciil.  n'est  résidu  exacte- 
ment (|iren  supposant  le  spliéroïde  fluide  et  homogène.  Dans  ce  cas, 
1rs  deux  équations  approchées,  trouvées  plus  haut  (art.  24),  donnent, 
en  l'aisanl 

r  =:  I ,  r'=  O,         i'  r=  //  =  -  et  e  =  i, 

celle-ci  : 

■2  m  e- 

—  I  —  o. 


5A> 

Si  l'on  compare  la  force  centrifuge  à  la  gravité  prise  pour  l'unité,  la- 
i|U('llc  est.  aux  (luantités  fi^  près,  —,,  il   n'y  aura  (ju'ii  faire  —  =  i,  et 


un  aura 

\P  -  A' 


î=2-^ 


5A^  5A»     ' 

d'où  l'on  tire 


x  =  \A 


5f 

I-H  —  • 


Or  on  a  f=  -^]  donc  -j-  =  -^j-  à  très  peu  près,  eoinine  on  le  sait  de- 
288  A        160  '        ' 


IIIIIS   II 


ngtemps. 


J^   III.         /Je  /'(-i/ia/i ///■/■  1/  it/ic  nuissi'  fluide  (nec  un  solide  (ju' clU  recouK-re. 

27.  Les  lois  particulières  de  l'éciuilibre  d'un  fluide  avec  un  solide 
(|ui  y  est  plongé,  ou  dans  lequel  il  est  renfermé,  lorsque  tous  les  points 
du  llnidc  et  du  solide  sont  sollicités  par  des  forces  (|uelcnn(|ues,  dé- 


(  '  )  En  oxainiiianl  cos  équations  do  plus  près,  on  viiit  iiu'oiles  admoUonl  une  aulrc  solu- 
tion, et  i|u'iin  clIipsiVnle  :'i  trois  axos  in(?f,'aii\  peiil  y  satisfaire.  Otlo  romaripio  osl  do  .lacolii; 
elle  a  6t6  dévoloppt'O  par  M.  Liouville  y.hniriKil  ilc  l'/ù-a/r  /'«/iti-</iiiiiiiir,  I.  XIII  1.  l'nir 
lllio  Note  à  la  (in  ilii  Miliiinc.  (7.  /Irrlr/iii<(.) 
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pendent  des  termes  de  l'équation  générale  (art.  17)  qui  se  rapportent 
aux  limites,  et  qui  ne  contiennent  que  des  intégrations  doubles. 
Ces  termes  donnent  cette  équation  aux  limites 

§  >,"  (  èx"  dy  dz  +  or"  dx  dz  -h  â;"  dx  dy  ) 
—  X  X'  (âx'  dy  dz  -H  ôj'  dx  dz  -+-  èz'  dx  dy)  =;  o, 

laquelle  doit  se  vérifier  dans  tous  les  points  où  le  fluide  est  contigu  au 
solide. 

28.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  masse  fluide  dont  la  surface 
extérieure  est  libre,  et  qui  environne  un  noyau  solide  fixe  de  tigure 
quelconque. 

En  prenant  l'origine  des  coordonnées  dans  un  point  de  l'intérieur 
du  noyau,  les  quantités  marquées  d'un  trait  se  rapporteront  à  la  sur- 
face du  noyau,  et  les  quantités  marquées  de  deux  traits  se  rapporteront 
à  la  surface  extérieure  du  fluide.  Ainsi  l'on  aura  d'abord,  pour  tous 
les  points  de  cette  surface,  l'équation  X"=  o,  laquelle  donne,  comme 
on  l'a  déjà  vu  plus  liant  (art.  19), 

'^V{^dx-\-\dy-\-'Ldz)^K, 

pour  la  figure  do  cette  surface. 

Il  ne  restera  donc  à  vérifier  que  l'équation 

>  V  {èx'  dy  dz  -+-  Sy'  dx  dz  -+-  §z'  dx  dy)  ^  o, 

dont  tous  les  termes  se  rapportent  à  la  surface  du  noyau. 

29.  Comme  l'intégration  de  ces  termes  est  relative  aux  coordonnées 
dont  les  différentielles  entrent  dans  l'expression  des  éléments  superfi- 
ciels dxdy,  dxdz,  dydz,  il  faut  commencer  par  réduire  ces  éléments 
à  une  même  forme;  ce  qu'on  peut  obtenir  en  les  rapportant  à  l'élé- 
ment de  la  surface  auquel  ils  répondent. 

Désignons  par  ds-  l'élément  de  la  surface  qui   répond  ii  l'élémenf 
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(/.idy  (lu  plan  des  xy  el  iiuiiiinoiis  y'  raiij,Me  que  le  plan  tanf,'cnt  fait 
avec  le  même  plan  Jes  xv;  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  plans, 
(l.vdv  —  (Is-  cosy'.  e(  rintcL;r:ilc  ^A'o;'^/.»r/v  deviendra  [^  X'cosY'r/rr/.v^. 
Ia(|uelle  devra  s'étendre  ii  tous  les  points  de  la  surface  du  lluide. 

De  même,  si  c/a-  est  l'élément  de  la  surface  qui  répond  à  reiement 
(Ixdz  du  plan  des  xz,  et  (]u'on  noiiniic  J3'  l'angle  que  le  plan  tangent 
fait  avec  ce  nK'Mic  plan  des  .vz,  on  aura  dxdz  ^  rfa^cos^',  et  l'intégraic 

^'k'^y'dxdz  deviendra  ]^  A'cos[3' Sj' rfa*,  laquelle  devra  s'étendre  éga- 
lement pour  tonte  la  surface  du  iluide. 

30.  Je  remarque  maintenant  que,  quoique  les  deux  éléiuculs  ds-  et 
d<j-  de  la  surface  puissent  n'être  pas  égaux  entre  eux,  neannndns. 
comme  les  deux  intégrales  (|ui  renferment  ces  éléments  se  rapportent 
à  la  même  surface,  rien  n'empêche  d'employer  le  même  élément  dans 
ces  deux  intégrales,  puisque,  pai'  la  nature  du  Calcul  dillérentiel,  la 
valeur  alisolue  des  éléments  est  arbitraire  et  n'intlue  point  sur  icllc  de 
l'intégrale.  Ainsi   l'on  pourra  changer  l'intégrale  [^  X'eos|b' oi'r/^-   en 

S  A'eos[i'orV/.v-. 

Par'  le  même  raisonnement,  l'intégrale  ^^V ùx' dy  dz  pouria  se  mettre 
sous  la  forme  )^k'co?,v.'ox'ds',  en  nommant  7.  l'angle  que  le  plan  tan- 
gent fait  avec  le  plan  des  .tv. 

D'ailleurs,  il  est  évident  (|u'on  peut  toiijouis  prendre  les  clemcnls 
dx,  dy,  (Iz  tels  <|u"ils  satisfassent  aux  conditions 

dx  dy  ^  CCS  y'  ds-,         d.r  dz    -  cos  (3'  f/.v*,         dy  d:  =  ces  «'  ds^, 

lesqmdlcs  doniu'ut 

dx=dsi/^^^^-^^^y, 

y      cos« 


,    ,   /cos«  cosy 
dy  —  dsl/  — ■ — nr-    > 

•'  V   cos  (3' 

,    ,   /cos  a' cos  fi' 

dz   ;-.  «Al  / r-^-' 

V   cosy' 
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Par  ces  transformations,  l'équation  aux  limites  deviendra  enfin 

§Â'(cosa'  âx'  +  cos(3'âj'-i-  cosy'  âz')ds^- =  o, 

l'intégrale  devant  s'étendre  sur  toute  la  surface  du  fluide  contigu  au 
noyau. 

31.   Supposons  que  la  figure  de  cette  surface  soit  représentée  par 
l'équation  dilTérentielle 

Kdj:'-hBdy-^Cdz'=o. 

En  nommant  a',  [B',  y'  les  angles  que  le  plan  tangent  fait  avec  les  plans 
des  ary,  des  xz  et  des  y:-,  on  a,  par  la  théorie  des  surfaces, 


cosa  = 


cosj3'=  — 
ces  y 


V/(A2+R=4-C'-) 
R 


V'(A^-t-B^-hC-) 
C 


V/(A^4-B2+C=') 
Donc  l'équation  de  l'article  précédent,  relative  à  la  surface,  deviendra 


nr,A6-.'  +  Rây  +  ca.n^^,^^ 

^L         s/A'-hR^+C*       J 


(>omme  cette  surface  est  donnée  de  figure  et  de  position,  les  variations 
ùoc',  By,  8z'  des  coordonnées  des  particules  qui  y  sont  contiguës  doivent 
avoir  entre  elles  une  relation  dépendante  de  l'équation  de  la  même 
surface;  ainsi,  ayant  supposé  cette  équation 

Adjc'-^B  df  -^  C  dz'  =  o, 

on  aura  aussi  nécessairement 

A  dx'  -+-  R  sy  H-  c  5-'  =  o, 

ce  qui  satisfait  à  l'équation  aux  limites  de  l'article  précédent,  sans 
qu'il  en  résulte  aucune  nouvelle  équation. 


22i  MErwion:  w  \i.vTiorF.. 

M.  Soit//  une  ligne  porpL'iuiiculaiic  à  la  suilacc!  dans  le  point  au- 
(|iiL'l  ii'ponilent  les  variations  o.i',  ov',  o;',  et  terminée  à  un  point  fixe. 
Puisque  a'  est  l'ant^ie  (|iie  le  plan  taniiciit  l'ail  avec  le  plan  des  vr,  ce 
sera  aussi  l'angle  cpie  la  pei[»endiculaire //  ii  ce  plan  l'ait  avec  l'axe 
des  a-,  qui  est  perpendiculaire  au  même  plan  des  yr.  De  même,  p'  sera 
l'angle  de  cetic  jjerpeniliculaiie  avec  l'axe  des  y  et  y'  sera  l'angle  de 
la  même  perpeniliculaire  avec  l'axe  des  z.  Donc,  quelles  que  soient  les 
variations  oa?',  oy',  oz',  on  aura,  en  général,  par  l'arlicle  7  île  la  Sec- 
tion II.  en  changeant  r/ en  o, 

op'  =  CCS  a'  ôjc'  -+■  cos|3'  ôj'-h  ces-/'  ôs'; 

et  l'équation  de  l'article  30,  relative  à  la  surface  du  Ihiidc,  pourra  se 
iiirllre  sous  la  forme 

X  >,'  èp'  cls-  =:  o, 

où  l'on  voit  que  clia(|ue  élément  \' ds^  op'  de  cetle  intéj;iale  représente 
le  moment  d'une  force  A' cls-  appliquée  à  l'élément  (/s-  de  la  surface 
et  dirigée  suivant  la  perpendiculaire//  à  cette  surface,  de  sorte  (|iic 
l'intégrale  S'a' o//</5'  représentera  la  somme  des  moments  de  tontes 
les  forces  //appliquées  à  chaque  point  de  la  surface  et  agissant  per- 
pendiculairement à  cette  surface. 

Cette  force  égale  à  A'  est  évidemment  la  pression  exercée  parle  tluide 
sur  la  surface  du  noyau,  et  qui  est  détruite  par  la  résistance  du  noyau. 
Mais  on  pi'Ut,  en  général,  réduii'e  à  la  forme  ^Xopcl.i-  fous  les  termes 
de  l'équation  aux  limites  qui  se  rapportent  à  la  surface  du  lluide,  soit 
que  cette  surface  soit  lihre  ou  non;  et  il  est  évident  que  la  pression  X 
doit  être  nulle  ilans  t(Uis  les  |ioints  où  la  surface  est  lihre;  ce  (pie  nous 
avons  (leja  trouve  d'iiiic  autre  manière  ,  art.  18). 

.'{;{.  Si  le  noyau  recouvert  pai' le  llnide  était  niohilc,  alors  i\  rauilr;nt 
augmenter  les  variations  or,  ov,  cz  des  variations  dépendantes  du 
eliangemi'nl  de  positinn  ilu  noyau. 

l'oui'  distinguer  ces  (liilV'icMles  \;irialiuns,  nous  désignerons  |iai'  o\, 
ov,  oz  les  variations  dues  siiuplenient  au  déplacemeni   de^  piirlicules 
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du  fluide,  relativement  au  noyau  regardé  comme  fixe,  et  nous  dénote- 
rons par  0^,  o/j,  o'C  les  variations  qui  dépendent  du  déplacement  du 
noyau.  Celles-ci  sont  exprimées  par  les  formules  suivantes,  que  nous 
avons  trouvées  dans  l'article  60  de  la  Section  V  : 

ô?=ô/  +  =  âM-.vô\, 
OY)  =;  0»!  —  z  oL  -h  -rori, 
âÇ  ^  on  -i-  f  oL  —  X  oM. 

Ainsi,  dans  l'équation  générale  de  l'article  17,  il  faudra  mettre 
(Sx  -I-  ô^,  oy  +  OY],  i$z  +  et  à  la  place  de  ^.r,  oy,  ùz-,  et  ensuite  égaler  à 
zéro  les  termes  affectés  des  variations  ox,  Sy,  âz,  ainsi  que  ceux  qui  se 
trouveront  affectés  des  nouvelles  variations  o/,  cm,  on,  oL,  o.AF,  oN, 
après  les  avoir  fait  sortir  hors  des  signes  î^,  puisque  ces  variations  sont 
les  mêmes  pour  toutes  les  particules  du  fluide. 

On  voit  d'ahord  que  l'introduction  des  variations  oç,  or,,  oZ  n'ap- 
porte aucun  changement  aux  équations  qui  doivent  avoir  lieu  pour  tous 
les  points  du  fluide,  et  qui  résultent  des  termes  affectés  d'une  triple 
intégration,  parce  qu'en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  o\,  oy,  or. 
dans  ces  termes,  les  variations  o\,  0'(\,  o(,  disparaissent  en  même 
temps.  D'où  il  suit  que  les  lois  générales  del'équilihre  contenues  dans 
les  formules  de  l'article  19  sont  indépendantes  de  l'état  comme  de  la 
figure  du  noyau. 

34.  Il  n'y  a  donc  à  considérer  que  l'équation  aux  limites,  que  nous 
avons  réduite,  dans  l'article  30,  à  la  forme 

§7.'(cosxâj'  +  cos;3oj-'-t-  cos-/  à;')f/5-  =  o. 

Kn  y  substituant  pour  ox' ,  oy' ,  Zz'  les  valeurs  ox'-l-o^',  oy' 4- or/, 
oz' +  oQ  marquées  d'un  trait,  pour  les  rapporter  à  la  surface  du  fluide 
contiguë  au  noyau,  elle  devient 

§  /,'  (  cos  a  ôx'  -t-  cos  (3  ây  '  +  cos  y  ôz-'  )  ds"- 

+  N  7/ (  cos  se  ô;' -+-  cos  (3  ôr)'-+-  C0S-/ÔÇ')  ds-  =o. 
XI.  29 


I.;i  partie  qui  conhoiU  1rs  vaiialions  ox  ,  os  ,  i/.'  csl  nulle  (l'olle-inènu'. 
coinnie  nous  l'avons  dénionlré  dans  l'article  M.  1,'aiili-e  partie  ihi  |)re- 
luier  membre  de  l'éciualion  devra  donc  aussi  être  nulle.  On  y  .•substi- 
tuera les  valeurs  de  o:'.  0//,  o'C.  e(  l'on  éij:alera  ensuite  sé|»arénient  ii 
zéro  les  (|uantités  inulti|diccs  par  o/,  o///.  o/i,  oL.  o.M,  o.\  ;  (ui  aura  ces 
six  équalions 

[^  "/.'  cos  X  ds^  =  o,         >  '/.'  cos  3  (/s-  r^  o,         [^  /.'  cosy  </.v-  =  o, 
^  /.'(.»■'  cos  y  —  c'  cos  ;3  )  f/.ï=  =  o, 
>/.'(-'  COS  y.  —  .v'  cos  y  )  ds^  =^  o, 
>  À'  (  .f'  cos  ^  —  )-'  cos  X  )  d.s-  =  o, 

(|ui  seront  nécessaires  pour  r('(|iiililirc  cuinplcl  du  llnidi'  et  du  solide. 
(]es  (Minalions  iioioiidciil  ii  celles  de  l'arlicle  (12  de  la  Section  \  .  eu 
substituant  ds-  pour  r/ui  et  /.'cosa,  A'cos^,  A'cosy  pour  X.  ^  .  /..  Iji 
eli'et,  A'  étant  la  force  de  pression  (|ui  ai;it  perpendicnlairenieni  sur  la 
surface  du  noyau  s(dide,  A  ces  a,  A'cosji,  A'cosy  seront  le-  lorces  ijui 
en  resnilent.  suivant  les  dii'ection'^  des  coordonnées  .r,r.  r.  et  il  fau- 
dra que  le  solide  soit  en  é(|iiililii-i',  (  liacun  îles  poiiits  de  sa  surface 
étant  sollicité  par  ces  mêmes  forces. 

'■]'}.  .Mais,  lors(|u'un  llnide  est  sup|>orte  par  un  solide  de  ti;;iire  don- 
née, el  que  liiu  et  l'anlre  sont  sollicités  par  des  forces  (|U(dcon(|nes, 
il  est  plus  simple  de  lii-er  direclenienl  la  S(dnlion  du  proldi'nie  de  Te- 
qiialiou  foudanienlale  île  l'article  |().  eu  y  sid>stituaut  immedialeinenl. 
pour  o.r,  or,  oz,  lenis  valeurs  c(unpli'les  ox -j- oï,  oy -H  or;,  oz -)- o'w 
art.  :$.'{;. 

Les  variations  o\,  ov,  o/.,  étant   indépendantes  de>  aiili'es  variations 

o/,  0/// diMineronl   une  e(|ualion  seuiblalde  ;i  c(dle  de  l'ai'ticde    17 

el  lournironi  les  nieuio  rc>ultal>  pour  rc<)uilibie  du  lluide  (jiie  dans 
le  cas  où  le  S(diile  es|  suppose  Ji\e. 

A  l'éj^ard  des  autres  sarialions,  o:,  cr^,  cÇ,  il  est  d'abord  aise  de  \oir 
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qu'elles  ne  donnent  lien  dans  les  valenrs  des  difTérences  partielles 

(I OJC     dû}'     cl  oz  .  ,  .     .  ^,     A        i\       ^,      IN,,    (v-T  . 

-T-^j  —p-y  — T7  )  puisque  les  variations  o/,  c/n,  oii,  ol^.  oM,  oN  sont  cen- 
sées indépendantes  de  x,y,  :■• 

Ainsi  il  suffira  de  substituer  3^,  otj,  ^'Ç  à  la  place  de  o.r,  or,  oz  dans 
la  formule 

§  (  X  ox  +  Y  dr  -+-  Z  o; )  T  d.r  ,lv  dz 

et  d'égaler  séparément  à  zéro  les  quantités  multipliées  par  chacune  des 
six  variations  o/,  ow.  on,  oL,  oM,  oN,  après  les  avoir  fait  sortir  hors  du 

signe  [^.  Il  est  visible  qu'on  aura  de  cette  manière  les  mêmes  équa- 
tions qu'on  a  trouvées  dans  la  Section  V  (Chap.  IV),  pour  l'équilibre 
d'un  corps  solide  dont  chaque  particule  dm,  qui  est  ici  Ydxdyd:-,  est 
animée  par  des  forces  quelconques  X,  Y,  Z;  de  sorte  que  l'on  a,  pour 
réquilil)re  d'un  fluide  sur  un  noyau  mobile,  les  mêmes  équations  que 
si  le  fluide  devenait  solide. 

.'}6.  Il  résulte  de  ces  deux  manières  d'envisager  les  variations  que 
la  pression  du  fluide  sur  la  surface  du  noyau  é(|uivaut  à  l'action  de 
toutes  les  forces  qui  sollicitent  chaque  particule  du  fluide,  en  suppo- 
sant que  le  fluide  soit  considéré  comme  solide  et  que  le  noyau  soit 
augmenté  de  toute  la  masse  du  fluide  devenu  solide. 

Comme  ce  théorème  de  Statique  est  importani,  nous  croyons  devoii- 
montrer  d'une  manière  plus  directe  comment  il  se  déduit  de  nos  for- 
mules. 

Tout  se  réduit  à  démontrer  que  l'équation 

§  (  X  ô;  +  Y  o-n  H-  Z  ôr  )  r  d.r  dy  dz  =  o 

donne  les  mêmes  résultats  ([ue  l'équation  aux  limites 
§>.'(ôç'rfj  dz  +  or/rff  dz  +  nl'djc  dy)  =  o. 
Par  les  conditions  de  l'équilibre  du  fluide,  on  a  (art.  19) 

rv         ^^  rv       ^^-  ri        f^^- 

â.r  dy  Oz 


■21S  Î\I l-  C  V \  F  0  r  F.    V  \  \  F.^" T  F  O  l- E. 

et.  (•oninic  les  valciir>  île  oi,  'V/",.  o'I  (_arl.  Xi ,  sont  rcspecliveiniMit  iiidt''- 

peiidaiiU's  (le.f,  y,  :,  on  aura  aussi 

rX  5J  =  4^  dl,         T  Y  or,  =  ^  on ,  TZ6i;=  v  ^''  = 

aillai  la  |treniioiT  équation  deviendra 

Le  premier  terme  sous  le  signe  est  intégral)le  par  rappoil  à  r.  le 
deuxième  par  rapport  à  t,  le  troisième  par  rapport  à  ;;  donc,  si  l'un 
exéeute  ces  intégrations  partielles,  comme  on  l'a  l'ait  dans  l'arliclf  17. 
il  en  résulte  l'équation  aux  limites 

5 1"(  ol"  dy  dz  -f-  ôr/'  dx  dz  +  ô^'  dx  dy  ) 
—  §).'(  ol'  dy  dz  +  â-o'  dx  dz  +  ÔÇ'  dx  dy)  —  o. 

Mais  on  a  'art.  23) 

),"=  o 

à  cause  que  la  surfiice  exlérieiue  du  lluide  est  supposée  liljie;  doue  il 
ne  restera  que  ré(juation 

^l'i^^'dy  dz  ■+-  on'dx dz  -f-  è^'dx dy)  =  o. 

Ainsi  les  deux  éijuations  reviennent  exactement  au  même. 

'.\~ .  l'iiis(|ue,  relativement  aux  variations  driiendanlcs  du  déplace- 
inenl  du  novaii.  on  peut  rei^arder  le  iliiiiic  (|ui  le  l'ecmivre  (•nnniic  >'il 
ne  l'aiMiil  (prune  niasse  solide  avec  lui.  Inisipie  tmis  les  piiints  du 
noyau  seront  aussi  sollicités  par  des  iorees  (pudeoinines,  il  n'y  aura 
([n'ii  Ictiir  conipte  de  ees  forces,  comme  de  ctdies  (|ni  s(dlicilent  les 
pai  lirii|c'~  du  llnide,  cl  applitpicr  ;i  rc(|iiililn('  de  la  masse  ciiniposi'c 
du  llnide  cl  du  solide,  comme  si  elle  ne  Idiiiiail  (|n'nn  solide  conlinn. 
les  solutions  données  dans  le  (diapilic  I\   de  la  Section  \  . 
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§  IV.   —  De  l'équilibre  des  fluides  incompressibles  contenus 
dans  des  t^ases. 

38.  L'équation  générale  aux  limites  de  l'article  27  doit  se  vérifier 
pour  tous  les  points  dos  parois  du  vase  dans  lequel  le  fluide  est  ren- 
fermé. 

Mettons  cette  équation  sous  la  forme 

^{l"ôx"—l'èx')dych 
+  '^{l"ôf'~'/.'ôy)dxdz 
+  §()."  ô;;"  —  \'oz')dxdy=i  o, 

et  considérons  d'abord  les  termes  ^Çk"ùz"—'k'^z')dxdy,  dans  les- 
quels ^z"  et  ùz'  sont  les  variations  de  l'ordonnée  z,  en  tant  qu'elle  se 
rapporte  aux  deux  points  d(!  la  surface  du  fluide  qui  répondent  aux 
mêmes  coordonnées  x  et  y. 

Il  est  évident  que  les  variations  o;"  tendent  à  faire  sortir  les  parti- 
cules de  la  surface  hors  de  la  masse  fluide,  et  que  les  variations  Iz' ,  en 
les  supposant  toutes  deux  positives,  tendent  à  faire  rentrer  dans  cette 
masse  les  particules  de  la  surface  opposée;  de  sorte  qu'en  donnant  à 
celle-ci  le  signe  négatif,  les  variations  oz"  et  —  oz'  tendront  également 
à  faire  sortir  hors  de  la  masse  fluide  les  particules  de  la  surface;  et  la 
double  intégrale 

'^{}!'nz"—l'èz')djcdy 


-o' 


représentera  la  somme  de  toutes  les  quantités  'kûzdœdy  qui  répondent 
à  tous  les  points  de  la  surface  du  fluide  et  dans  lesquelles  les  varia- 
tions ùz  seront  censées  avoir  la  même  tendance  du  dedans  de  la  masse 
fluide  au  dehors  :  ainsi,  avec  cette  condition,  nous  pouvons  donner  à 

cette  intégrale  cette  forme  plus  simple  '^'kozdxdj. 

De  la  mémo  manière  et  avec  les  mêmes  conditions,  on  pourra  rame- 
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lier  1rs  deux  autres  iiilégrales  doubles 

il  la  \\)rmi''^\oY(/.riiz,  '^'Kcxdvf/:. 

Ainsi  ré(|uafH)iiaiix  limites  dont  il  s"a;;it  |Huir'iM  se  mettre  sous  celle 
(orme 

^"/,  oz  (l.v  dy    }-  ^A  O)-  <lr  d:    i-  §À  o;  (/)•  d.i , 

(|n'im  peut  encore  n-dnii'c  pai-  l'analyse  de  l'article  '.V.\.  à  cclle-ii 

^7(cos3t  o.r  -f-  cosP  0}-  -t-  cosy  03)  r/.v-=  o, 

daus  huiuelle  a,  [il,  y  soûl  les  angles  (|ue  le  plan  lani-cnl  à  la  suilacc, 
dans  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  .r,  r.  -,  l'ait  avec  les  trois 
plans  des  y;,  des  .r;  et  des  xr.  L'intégration  de  eeite  équation  devra 
s'étendre  ;i  touti'  la  suiTare  du  lliiide;  et  les  variations  l.v.  Iv,  c,z  se- 
ront censées  toutes  dirigées  du  dedans  de  la  masse  fluide  an  dehors. 

:\\).  Dans  les  |)oinls  où  la  surface  est  libre,  les  variations  o.r.  or,  o; 
demeurant  indéterminées,  on  ne  peut  satisfaire  à  ré(|uali(Mi  (|ii'en  fai- 
sant A  -  o,  ce  qui  donnera  la  ligure  de  cette  surface,  comme  nous 
l'avons  vu  dans  l'article  18. 

Pour  tons  les  autres  points  de  la  surface  où  le  llnide  est  conligu  aux 
parois  du  vase,  si  l'on  mar(jue  d'un  Irait  les  (|iianlites  (jui  s'y  rappor- 
tent, (in  aiiiM,  i(dativenient  à  ces  parois,  la  même  e(|iialiiMi  ([u'on  a 
trouvée  p.ii'  iapp(U'l  ii  la  surface  tin  noyau  rccouverl  d'un  tluide 
(art.  30).  Ainsi,  toutes  les  conidusions  (|u'on  a  tii'ces  de  celle  é(|ua- 
lion,  depuis  l'arlicle  (]n'on  vient  de  citer  jusqu'à  la  tin  du  paragra]die 
|)récédent,  peuvent  s'apprujner  aux  parois  du  vase  dans  lequel  le  llnidi' 
est  renfei'mé,  (|Melle  (|ue  soil  sa  ligure,  et  soil  (|n'il  demeure  li\e.  on 
(|n'il  doive  étic  en  é(|nilibi'e  |)ar  la  pression  du  llnide  el  par  raetimi 
des  forces  étrangères  (jui  le  tirent  dans  des  diiccliini^  (|nel(iimjnes. 
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SECTION  HUITIEME. 


DE    L  EQUILIBRE    DES    Fl.llDES    COMPRESSIBLES    ET    EL.\STIQUES. 


1.  Soient,  comme  dans  l'article  10  de  la  Section  précédente,  X.V.Z 
les  forces  qui  ai!,issenl  sur  clia([ue  point  de  la  masse  fluide,  réduites 
aux  directions  des  coordonnées  a-,  y,  :■  et  tendantes  à  diniinuei'  ces 
coordonnées;  on  aura  d'abord 

])our  la  somme  de  leurs  moments. 

Dans  les  fluides  élastiques  il  y  a,  de  plus,  une  force  intérieure  qu'où 
nomme  élasticité  ou  ressort  et  (|ui  tend  à  les  dilater  ou  à  augmenter 
leur  volume.  Soit  donc  i  l'élasticité  d'une  particule  quelconque  r/m  : 
cette  force,  tendant  à  augmenter  le  volume  dx-dy  dz  de  la  même  parti- 
cule, aura  ou  pourra  être  censée  avoir  pour  niouienf  la  (juanfité 
—  tl[dx dy dz)  pai-  l'article  9  de  la  Section  II.  Je  donne  ici  le  signe  — 
au  moment  de  cette  force,  parce  que  celle-ci  tend  à  augnienter  la  va- 
riable dxdydz,  tandis  que  les  forces  X,  Y,  Z  tendent  à  diminuer  les 
variables  x,  y,  z.  Ainsi  la  somme  des  moments  provenant  de  l'élasti- 
cité de  toute  la  masse  fluide  sera  exprimée  par  —  ^to[d.rdydz). 

Donc  la  somme  totale  des  moments  des  forces  qui  agissent  sur  le 
fluide  sera 

S  (  X  ô.r  4-  Y  oy  -+-  Z  oz  )  dm  -  §  s  o  (  rf.r  dy  dz  )  ; 

et  comme  il  n'y  a  ici  aucune  condition  particulière  à  l'cmplir,  on  aura 
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rt-quation  générale  do  rciiiiililiro  en  éi^alant  siinplcmont  celte  somme 
à  zéro. 

•2.  On  ;iut;i  ilimc  |)(Mir  rrijiiilihii'  îles  11  nid  es  élastiques  niic  é(|iiatioii 
de  la  inéiiic  forme  que  colle  (iiio  l'on  a  tituivéo  d;ins  la  Section  précé- 
dente (art.  10)  pour  l'équilibre  des  fluides  incompressibles,  puisque 
l'on  a.  dans  collo-ei  (art.  11), 

oL  =:  0  ( (i.r  </y  clz  ), 

00  (|ni  ronil  le  tornie  [^XoL,  provenant  do  la  condiliim  de  l'incompres- 
sibilité, entièrement  .semblable  an  terme  ^tl[djc(lY dz)  dû  an  moment 
des  forces  élastiques. 

Il  s'ensuit  de  là  que  les  formules  trouvées  pour  l'équilibre  des 
(luides  incompressibles  s'appli(|nent  immédiatement  et  sans  aucune 
restriction  à  l'équilibre  des  flnidos  élastiques,  en  y  eliani;('ant  simple- 
ment le  coefficient  "a  en  —t,  c'est-à-dire  en  supposant  que  la  (pian- 
tité  A  qui  exprimait  la  pression  dans  les  fluides  incompressibles,  étant 
prise  négativement,  exprime  la  force  d'élasticité  de  cIkhiiio  élément 
d'un  flnido  éhisti(|iio. 

H.  L'élasticité  t  dépeiKl  de  la  densité  et  de  la  température  Ai'  (dia(jue 
|iartirnle  dn  fluide,  et  \\n\  doit  la  regarder  comme  une  fonction  connue 
de  ces  deux  (juantités;  mais  la  densité  de  iliai|ne  parlirnle  est  incon- 
nue, parce  qu'elle  dépond  du  rapport  de  la  masse  dvn  di'  la  particule  ii 
son  volume  d.idyt/z;  et  le  Calcul  dillerentiel  ne  pont  dcierminer  ce 
ra|ipoi't,  (pii  dépond  du  nombre  do  particules  oloinontaii'os  eontonnos 
dans  l'élément  dillorontiol  t/.tdydz  do  la  masse  fluide. 

Ou  ne  peut  donc  connaître  la  valeur  do  l'élasticité  i\\\'ii  [losliriori. 
(lar  le  moyen  des  forces  (|ni  tiennent  le  fluide  on  é(|nililirc.  Ainsi  il 
l'anilia  dilci  miner  la  \alcnr  de  i  coinnic  (»n  a  dcteiininc  celle  do  A  dans 
l'ailicle  I'.)  de  la  Socticm  |)récédentc. 

■'i.   En  cliangeant  A  on  —  £,  on  aura  par  col  aiticlc  les  eqnalHin> 

-5 l-rX  =  0,  -, (-ll=0,  -r--|-l/=0, 

ax  ùy  as 
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lesquelles  donnent 

ot,  par  conséquent, 

£  = —  ^r(X  t/x  H-  Y  df  4-  Z  dz)  -+-  coust. 

Ainsi  la  quantité  T{X(Ia-  -+-  Y dy  -hZdz)  doit  être  une  différentielle 
complète  pour  l'équilibre  des  fluides  élastiques,  comme  pour  celui  des 
fluides  incompressibles. 

De  là  on  conclura  aussi,  comme  dans  l'article  20  de  la  Section  pré- 
cédente, que,  lorsque  la  quantité  Xr/.r+  \  dv-hZdz  est  elle-même 
une  différentielle  complète,  la  densité  F  devra  être  uniforme  dans 
cliaqne  surface  de  niveau. 

5.  En  désignant  par  0  la  clialeur  qui  a  lieu  dans  cliaque  endroit  de 
la  masse  fluide,  on  suppose  ordinairement,  pour  l'air,  t  proportionnelle 
à  rO,  en  faisant  abstraction  des  autres  causes,  telles  que  les  vapeurs, 
l'électricité,  qui  peuvent  influer  sur  son  élasticité. 

Substituons  dans  l'équation 

ds  +  T{\du;  +  V  dr  -]-Zd:)  =  o 
pour  r  sa  valeur  -%,  elle  deviendra 

ds       X  d.r  -H  Y  dv  -+-  z  dz 

m 1 j =0, 

s  0 

La  chaleur  étant  produite  par  des  causes  locales,  la  (juantité  0  sera 
une  fonction  donnée  de  x,  y,  z,  et  il  faudra,  pour  (|ue  ré(|ualioii  pré- 
cédente puisse  subsister,  que  la  quantité 

X  dx  +  Y  dy  +  Z  dz 
soit  une  différentielle  exacte. 

6.  Donc,  dans  le  cas  de  la  nature  où 

Xdjp  +  Y  dy  +  Z  dz  =  dn 
XI.  3o 
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(Scct.  VII,  iirl.  2()\  il  faiidiii  ([lie  0  soit  une  (Vtnt'lion  ilf  H;  \m\v  con- 
séquent, on  aura  r/O  =  o  lorsque  r/ll  =  o;  d'où  il  suit  (juc  la  rlialcur 
doit  être  constante  dans  chaque  surface  de  niveau  à  laquelle  la  |)esan- 
teur  est  perpendiculaire,  aulreinent  il  sera  impossil)le  que  l'atmo- 
sphère puisse  être  en  équilibre.  Ainsi  il  faudrait,  pour  que  l'air  pût 
être  en  icpos,  (|m'  la  température  fût  éf^ale  sur  toute  la  surface  de  la 
ferre,  et  (ju'elle  ne  variât,  en  s'élevaiit  dans  l'atiiiosplii-re,  rjuc  d'une 
couche  de  niveau  ;i  l'aulrc. 

7.  A  l'égard  de  l'éiiuatiuii  aux  limites  pour  la  surl'ace  du  Ihiide,  en 
employant  la  réduction  de  l'article  32  de  la  Section  précédente,  elle 
devient 

et,  sous  celte  forme,  elle  est  évidente  par  elle-même,  car  à  la  surface 
il  n'y  a  à  considérer  que  la  force  d'élasticité  z  qui  agit  suivant  la 
ligne /^  perpendiculaiic  ii  la  iiicme  surtacc;  et  si  le  fluide  est  contenu 
dans  un  vase,  les  variations  c/>  sont  nulles,  et  rc(]uation  a  lieu  d'elle- 
même;  mais,  si  uni'  partie  de  la  sui'face  était  liluc.  il  t'audrait  (|ue 
l'élasticité  t  y  fût  nulle;  autrement  le  (luide.  n'étant  pas  contenu,  se 
dissiperait. 

S.  L'élasticité  î,  dans  l'atmosplière,  est  iiroportidiinrllc  ;i  la  hauteur 
du  baromètre,  que  nous  désignerons  pai'  /i.  Soil  Z  la  force  de  la  pesan- 
teur; prenons  l'oiiloiiurr  r  perpendiculaire  ;i  la  sui'faee  de  la  ferre  et 
dirigée  de  lias  en  haut;  ré(|ualion  de  l'ai'ticle  .")  deviendra 

(f/,        Z  (h 

m  ~ 1 T—  =  o. 


la(|uelle  donne   par  l'intéLiralion,  en   prenant   II  pour   la   hauteur   du 
hai'oinl'tre  lorsipie  :  =  o, 


m  k 


y.  i/z 


l'inlé^M'ale  étant  supposée  commencer  au  poiril  où  z  =^  o. 

On  voit  par  l;i  qiu'  le  lo;;ariliime  <iii  rapport  des  hanteiiis  du  Itaro- 
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mètre  ne  donne  rigoureusement  qu'une  quantité  proportionnelle  à  la 
valeur  île  l'intégrale  /  -^  comprise  entre  les  hauteurs  des  deux  sta- 
tions, et  que,  pour  en  déduire  la  différence  de  hauteur  des  stations,  il 
faut  supposer  connue  la  loi  de  la  chaleur  0  en  fonction  de  z. 

9.  On  sait  que  la  pesanteur  décroit  en  raison  inverse  du  carré  de  la 

distance  au  centre  de  la  Terre.  Donc,  prenant  /•  pour  le  rayon  de  la 

Terre  et  supposant  que  :;  soient  les  hauteurs  verticales  au-dessus  de 

la  surface  de  la  Terre,  on  a 

Z=  .     "..,, 
i-f-  - 


ij-  étant  la  gravité  à  la  surface  de  la  Terre;  et,  de  là, 

Z  cU  =  g ^^  =  g  dx. 


1 


/■ 


en  faisant  ^=  — ^,  de  sorte  qu'on  aura 

i-f-  - 
/■ 

,      H  r  dx 

m\oëj=gJ  ^; 

et  la  difficulté  se  réduit  à  avoir  0  on  fonction  de  a:. 

10.  En  supposant  0  constante  et  faisant,  pour  ahréger,  — -  =K,  on 

o 

trouvera 

x  =  Klog^  =  K(logTI  —  log/i), 

et  l'on  aura  la  valeur  de  :;  par  la  formule  z  = 


X 

l 


Si  l'on  néglige  le  terme  ->  qui  est  toujours  insensihlc  pour  les  hau- 
teurs z  qui  ne  sont  pas  très  grandes,  on  a  simplement  z  =  x,  ce  q<ii 
donne  la  règle  ordinaire  pour  la  mesure  des  hauteurs  par  le  haro- 
mètre. 

Le  coefficient  K  doit  être  déterminé  par  l'observation.  M.  Deluo  avait 
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Iroiivt',  poiii'  la  |('Mi|i(''iMliii'('  iiniliirriic  île  i(j",7')  du  tlicinnunl'lic  di' 
Ri'aiiiinii'.  Il-  rocdii'icnl  ôgal  à  loooo,  en  prenant  les  logarillimcs  des 
Tables  cl  li's  ImnliMirs  en  tni-cs.  l'uur  les  aiili-rs  ti'in|H'i"itMrrs.  il  l'ani,'- 
nienlail  (mi  le  diminuait  de  sa  2i.>'  partie,  pour  clKuiue  de^ré  au-des- 
sus ou  au-dessous  de  iG°,-]5,  et,  pour  les  températures  varial)les  d'une 
station  à  l'auti'e.  il  se  contentait  de  prendre  la  moyenne  arillimeliijue 
entre  les  leiupùralures  des  deux  stations.  Depuis,  on  a  perfectionné 
eette  rèific  par  des  données  plus  exactes  et  par  de  nouvelles  correc- 
tions ap[di(|uées  au  coefficient  K. 

1 1.  Au  reste,  en  prenant,  pour  la  température  uniforme,  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  températures  extrêmes  de  la  colonne  d'air,  (Ui 
suppose  (jue  la  chaleur  diminue  eu  progression  arithméticjue.  l'onr 
voir  ce  que  celle  hypothèse  donne,  on  fera  O  =  0(i  —  nz),  ou  pliilùl 
O  =  0(i  — «a;),  pour  simplifier  les  calculs,   (■)  étant   la   tempcraluic 

lorsque  .r  =  o.  Suhsliluanl  celle  valrni'  ilans  la  formule  -^.  intégrant 
cl  rcMicllaiil  ensuite  pour  //  sa  valcui'  tirée  de  l'équation  précédente, 
(jii  aura 


/t  = 


XX 


lofr0-loi:^>       ./■ 


0—0 


.rf         T-K 
AV  2A- 


T4-T<-t-<- 
3  A» 


..). 


en  faisant  0  =  /•  + T,  Or=X-  +  /,  il  prcnaiil  /  pour  une  tcmpci'alurc 
fixe  et  T,  /  pour  les  degrés  du  ihcrniomètre  au-dessus  de  cette  tempc- 
ralni-c. 

La  l'oi'iniiic  (le  l'ailicle  *.)  dniiiicra   ainsi,  en   faisant   -;;-  =K  cl    ne 

poussani  ra|qirM\imatiou  (|iic  jnsi|u'au\  secondes  dimensions  de  I  cl  /. 


a-  =  K    1  + 


T  +  i     cr-iy- 


2  A 


I  -i  A - 


II 


Les  deux  premiers  lermcs  répomlcnl  ii  hi  ii';;lc  de  Dclnc  li  le  troisième 
sera  pres(jue  loujouis  insensible. 
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SECONDE  PARTIE. 

LA    DYNAMIQUE. 


SECTION  PREMIERE. 

SUR    LES    DIFFÉUENTS    PRINCIPES    DE    LA    DYNAMIQUE. 


La  Dynamique  est  la  science  des  forces  accélératrices  ou  retarda- 
trices et  des  mouvements  variés  qu'elles  doivent  produire.  Cette 
science  est  due  entièrement  aux  modernes,  et  Galilée  est  celui  ([ui 
en  a  jeté  les  premiers  fondements.  Avant  lui  on  n'avait  considéré  les 
forces  qui  agissent  sur  les  corps  que  dans  l'état  d'équilibre;  et  quoi- 
qu'on ne  pût  attribuer  l'accélération  des  corps  pesants  et  le  mouvement 
curviligne  des  projectiles  qu'à  l'action  constante  de  la  gravité,  per- 
sonne n'avait  encore  réussi  à  déterminer  les  lois  de  ces  phénomi'ues 
journaliers,  d'après  une  cause  si  simple.  Galilée  a  fait  le  premier  ce 
pas  important  et  a  ouvert  par  là  une  carrière  nouvelle  et  immens(^  à 
l'avancement  de  la  Mécanique.  Cette  découverte  est  exposée  et  déve- 
loppée dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Discorsi  e  dimoslrazioni  mateinalichc 
intorno  a  due  niiove  scienze,  lequel  parut,  pour  la  première  fois,  à 
Leyde,  en  iG38.  Elle  ne  procura  pas  à  Galilée,  de  son  vivant,  autant 
de  célébrité  que  celles  qu'il  avait  faites  dans  le  ciel;  mais  elle  fail 
aujourd'hui  la  partie  la  plus  solide  et  la  plus  réelle  de  la  gloire  fie  ce 
grand  homme. 

Les  découvertes  des  satellites  de  Jupiter,  des  phases  de  Vénus,  dos 
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liirlu's  (lu  Soleil,  etc.,  lie  diiiKiiuluiinl  (jue  des  télescopes  el  de  l'assi- 
(luilé;  mais  il  l'allail  un  i,'éuie  extraordinain'  |Miiir  diiiièler  les  lois  dr 
la  nature  dans  des  phénomènes  que  l'on  avait  toujours  eus  sous  les 
yeux,  mais  dont  l'explication  avait  néanmoins  tonjunis  éihappé  aux 
leclierclies  des  philosophes. 

Huygens,  qui  parait  avoir  été  destiné  ii  peileetionner  et  compléloi- 
la  plupart  des  découvertes  de  Galilée,  ajouta  à  la  théorie  de  l'accéléra- 
tion des  graves  celle  du  iikhivcmicmI  do  pendules  cl  <les  forces  centri- 
fuges ('),  et  prépara  ainsi  la  route  à  la  iirande  découverte  de  la  gravi- 
tation univcrsidie.  La  Mécanique  devint  une  science  nouvelle  enli'c  les 
mains  de  Newton,  et  ses  Principes  nuilla-matiqites.  qui  parurent,  pour  la 
première  fois,  en  1G87,  furent  l'époque  de  cette  révolution. 

lùifin  l'invention  du  Calcul  infinitésimal  mit  les  géomètres  en  état 
de  réduire  à  des  équations  analytiques  les  lois  du  mouvement  des 
corps;  et  la  recherche  des  forces  et  des  mouvements  qui  en  résultent 
est  devenue,  depuis,  le  principal  ohjct  de  leurs  travaux. 

.le  me  suis  proposé  ici  de  leur  (illrir  un  nouveau  moyen  de  l'acilitei 
cette  recherche;  mais,  auparavant,  il  ne  scia  pas  inutile  d'exposer  les 
principes  qui  servent  de  fondement  à  la  l)ynaini(|ne,  et  de  présenter  la 
suite  et  la  gradation  des  idées  qui  ont  le  |dus  contribué  ii  étendre  et  ii 
perfectionner  cette  science. 

I .  La  théorie  des  mouvements  varies  et  des  forces  accélératrices  qui 
les  produisent  est  fondée  sur  ces  lois  générales  :  (|uc  imil  nionvcnienl 
imprimé  ii  un  corps  est,  inii'  sa  nature,  unifuruic  cl  rrclili^^uc.  cl  (|uc 
dillerenls  idoiivciiiciiIs  iuipiimés  à  la  lois  (in  successivement  ii  un 
même  corps  se  coinposciil  de  niimil  rc  (|uc  le  corps  se  tnuive  à  cha(|uc 

(')  Gallléo  nvail  cerlainenicnl  l'idée  <lo  la  force  cpiilrifiigp.  cl,  dans  un  lic  ses  dialngiics. 
il  oxpliiiiic  c-lairoincnl  que  la  rolallon  do  la  Terre  ferait  prendre  au  corps  une  vllesse  ver- 
ticale apparente  dirigée  de  bas  en  liant,  s'ils  n'étaient  retenus  par  la  pesanteur.  Mais  il  se 
trompe  on  ajoutant  qno  la  pesanteur,  ([ucltiuo  petite  qu'on  la  siipposAt,  suflirail  pour  em- 
pêcher un  pareil  mouvement.  Mal^'ré  eeUo  erreur  j^rave,  le  passapp  des  Dialogues  me  parait 
renfermer  la  première  idée  do  la  grande  déconxerlo  d'Iluygens.  Voir  Piiiloi^o  sopni  te  tliic 
innsximi  xitlcmi  dcl  iiihikI).  .  .,  p.  i8>  et  suiv.  (édition  de  l'Iorencc;  1710  ). 

(y.  licrlrnnit.) 
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instant  dans  le  même  point  de  l'espace  où  il  devrait  se  trouver,  en 
effet,  par  la  combinaison  de  ces  mouvements,  s'ils  existaient  chacun 
réellement  et  séparément  dans  le  corps.  C'est  dans  ces  deux  lois  que 
consistent  les  principes  connus  de  la  force  d'inertie  et  du  mouvement 
composé.  Galilée  a  aperçu  le  premier  ces  deux  principes  et  en  a  déduit 
les  lois  du  mouvement  des  projectiles,  en  composant  le  mouvement 
oblique,  effet  de  l'impulsion  communiquée  au  corps,  avec  sa  chute 
perpendiculaire  due  à  l'action  de  la  gravité. 

A  l'égard  des  lois  de  l'accélération  des  graves,  elles  se  déduisent 
naturellement  de  la  considération  de  l'action  constante  et  uniforme  de 
la  gravité,  en  vertu  de  laquelle,  les  corps  recevant  dans  des  instants 
égaux  des  degrés  égaux  de  vitesse  suivant  la  même  direction,  la  vitesse 
totale  acquise  au  bout  d'un  temps  quelconque  doit  être  proportionnelle 
à  ce  temps;  et  il  est  clair  que  ce  rapport  constant  des  vitesses  au  temps 
doit  être  lui-même  proportionnel  à  l'intensité  de  la  force  que  la  gravité 
exerce  pour  mouvoir  le  corps;  de  sorte  que,  dans  le  mouvement  sur 
des  plans  inclinés,  ce  rapport  ne  doit  pas  être  proportionnel  à  la  force 
absolue  de  la  gravité,  comme  dans  le  mouvement  vertical,  mais  à  sa 
force  relative,  laquelle  dépend  de  l'inclinaison  du  plan  et  se  détermine 
par  les  règles  de  la  Statique;  ce  qui  fournit  un  moyen  facile  de  com- 
parer entre  eux  les  mouvements  des  corps  qui  descendent  sur  des 
plans  diiféremment  inclinés. 

Cependant  il  ne  parait  pas  que  Galilée  ait  découvert  de  cette  manière 
les  lois  de  la  chute  des  corps  pesants.  Il  a  commencé,  au  contraire, 
par  supposer  la  notion  d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  dans 
lequel  les  vitesses  croissent  comme  les  temps;  il  en  a  déduit  géométri- 
quement les  principales  propriétés  de  cette  espèce  de  mouvement  et 
surtout  la  loi  de  l'accroissement  des  espaces  en  raison  des  carrés  des 
temps;  ensuite  il  s'est  assuré,  par  des  expériences,  que  cette  loi  a  lieu 
effectivement  dans  le  mouvement  des  corps  qui  tombent  verticalement 
ou  sur  des  plans  quelconques  inclinés.  Mais,  pour  pouvoir  compare)- 
entre  eux  les  mouvements  sur  différents  plans  inclinés,  il  a  été  obligé 
d'abord  d'admettre  ce  principe  précaire,  que  les  vitesses  acquises  en 
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descon(l;int  ilc  liunlriiis  verticales  égales  sont  aussi  loiijdiirs  égales;  et 
ce  n'est  (|iie  |h'1i  avant  sa  nimt,  et  ajirès  la  piililicalidn  de  ses  Dia- 
logues, (|n'il  a  li-onvé  la  déinonslration  de  ee  piincipe  par  la  considé- 
ration de  l'aetioii  relative  de  la  gravité  sur  les  plans  iiirlinés,  démon- 
stration (|ui  a  été  ensuite  insérée  dans  les  autres  éditions  de  eel 
Ouvrage. 

2.  \a'  rappiirt  constant  (|ui.  dans  les  nionvenients  nnirurniénient 
accélérés,  doit  subsister  entre  les  vitesses  et  les  temps,  on  entre  les 
espaces  et  les  carrés  des  temps,  |)ent  donc  èlre  pris  pour  la  mesure  de 
la  force  accélératrice  qui  agit  continuellemeni  siii'  le  mohile:  parce 
que,  en  eiïet,  cette  force  ne  peut  être  estimée  que  par  l'eliet  {|u'elle 
produit  dans  le  corps  et  qui  consiste  dans  les  vitesses  engendrées  ou 
dans  les  espaces  parcourus  dans  des  temps  donnés. 

Ainsi  il  suflit,  pour  cette  estimation  des  forces,  de  considérer  le 
mouvement  |Modiiit  dans  un  temps  quelconque,  fini  ou  intininient 
petit,  pinnvn  i|ue  la  force  soit  regardée  comme  constante  pendant  ce 
temps;  par  conséiiiient,  (juids  ipie  soient  le  nionveinent  du  corps  et  la 
loi  (le  sou  accélération,  connni',  par  la  nature  du  (ialiiil  dilli  rentiel, 
on  peut  regarder  comme  constante,  pendant  un  temps  iniininient  jietit, 
l'action  de  toute  force  accélératrice,  on  pourra  toujours  déterminer  la 
valeur  de  la  force  qui  agit  sur  le  corps  à  chaque  instant,  en  comparant 
la  vitesse  engendrée  dans  cet  instant  avec  la  durée  du  même  instant, 
ou  l'espace  qu'elle  fait  parcourir  pendant  le  mémo  instant  avec  le 
carré  de  la  durée  de  cet  instant;  et  il  n'est  pas  même  nécessaire  cpie 
cet  espai'e  ail  été  réellement  paiconru  par  le  corps,  il  snllil  (jii'il 
puisse  être  censé  avoir  éle  parconrn  par  nn  nionNcment  coinposé, 
puisque  l'ell'el  de  la  l'oi'ce  est  le  même  dans  l'un  et  dans  Tanlrc  cas, 
par  les  principes  dn  inonveinent  exposés  pins  liant. 

C'est  ainsi  (|u'lluygens  ;i  trouvé  que  les  l'oices  eeiilril'nges  des 
corps  mus  dans  des  certdes  avec  des  vitesses  constaiiles  sont  coinnie 
les  carrés  des  vitesses  divisés  par  les  ravons  des  cercles,  et  (|u'il  a  pu 
comparer  ces  forces  avec  la  force  di'  la   pesanlenr  ii  la  surface  de  la 
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Terre',  comme  on  le  voit  par  les  démonstrations  qu'il  a  laissées  de  ses 
théorèmes  sur  la  force  centrifuge,  publiés  en  1G73  à  la  fin  du  Traité 
intitulé  :  Ilorologiuin  oscillatorium. 

En  combinant  cette  théorie  des  forces  centrifuges  avec  celle  des 
développées,  dont  Huygens  est  aussi  Fauteur,  et  qui  réduit  à  des  arcs 
de  cercle  chaque  portion  infiuiment  petite  d'une  courbe  quelconque, 
il  lui  était  facile  de  l'étendre  à  toutes  les  courbes.  Mais  il  était  réservé 
à  Ne\vton  de  faire  ce  nouveau  pas  et  de  compléter  la  science  des  mou- 
vements variés  et  des  forces  accélératrices  qui  peuvent  les  engendrer. 
Cette  science  ne  consiste  maintenant  que  dans  quelques  formules  diffé- 
rentielles très  simples;  mais  Newton  a  constamment  fait  usage  de  la 
méthode  géométrique  simplifiée  par  la  considération  des  premières 
et  dernières  raisons,  et,  s'il  s'est  quelquefois  servi  du  calcul  analy- 
tique, c'est  uniquement  la  méthode  des  séries  (|u'il  a  employée, 
laquelle  doit  être  distinguée  de  la  méthode  différentielle,  quoiqu'il  soi! 
facile  de  les  rapprocher  et  de  les  rappeler  à  un  même  priucipe. 

Les.  géomètres  qui  ont  traité,  après  Newton,  la  théorie  des  forces 
accélératrices  se  sont  presque  tous  contentés  de  géuéraliser  ses  théo- 
rèmes et  de  les  traduire  en  expressious  différentielles.  De  là  les  dillé- 
rentes  formules  des  forces  centrales  qu'on  trouve  dans  plusieurs 
Ouvrages  de  ^Mécanique,  mais  dont  on  ne  fait  plus  guère  usage,  parce 
qu'elles  ne  s'appliquent  qu'aux  courbes  qu'on  suppose  décrites  en 
vertu  d'une  force  unique  tendante  vers  un  centre,  et  qu'on  a  mainte- 
nant des  formules  générales  pour  déterminer  les  mouvements  produits 
par  des  forces  quelconques. 

3.  Si  l'on  conçoit  que  le  mouvement  d'uu  corps  et  les  forces  qui  le 
sollicitent  soient  décomposées  suivant  trois  lignes  droites  perpendicu- 
laires entre  elles,  on  pourra  considérer  séparément  les  mouvements 
elles  forces  relatives  à  chacune  de  ces  trois  directions.  Car,  à  cause  de 
la  perpendicularité  des  directions,  il  est  visible  que  chacun  de  ces 
mouvements  partiels  peut  être  regardé  comme  indépendant  des  deux 
autres  et  qu'il  ne  peut  recevoir  d'altération  que  de  la  part  de  la  force 
XI.  3i 
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(lui  agit  (hiii^  i;i  (lirci'tiiiii  ili-  ce  iiKtiivciiiciil  :  irnii  l'un  pi'Ul  cum'lui'i' 
que  CCS  trois  inouveineiUs  doivent  siiivir.  diaruii  en  |)arliculipr,  les 
lois  des  niouvi'iiicnls  roctilignes  accélérés  ou  retardés  par  des  forces 
données.  Or,  dans  le  mouvement  rectilij^ne,  rell'cl  de  la  force  accélé- 
ratrice ne  consistant  (|u'à  altérer  la  vitesse  du  corps,  eette  force  doit 
être  mesurée  par  le  ra|)port  entre  l'accroissement  ou  le  décroissemenl 
de  la  vitesse  pendant  mi  iiislmit  ([oelconque  et  la  durée  de  cet  in>t;iiit. 
c'est-à-dire  par  la  dili'eiciilielle  de  la  vitesse  divisée  par  celle  du 
temps;  et,  comme  la  vitesse  elle-même  est  exprimée,  dans  ie>  nnuive- 
menls  variés,  par  la  diilV'renlielIc  de  l'espace  divisée  |iar  relli'  du 
temps,  il  s'ensuit  que  la  l'onc  dont  il  s'ai^il  sera  mesurée  par  la  dillé- 
rentielle  seconde  de  l'espace  divisée  par  le  carré  de  la  dillerentielle 
première  du  temps,  supposée  conslanic.  Donc  aussi  la  dillerentielle 
seconde  de  l'espace  que  le  corps  parcouit,  ou  est  censé  parcourii,  sui- 
vant chacune  des  trois  directions  perpendiculaires,  divisée  par  le  carré 
de  la  dillerentielle  constante  du  temps,  expiiaiera  la  l'oree  accéléra- 
liii-e  dont  le  corps  doit  être  animé  suivant  celte  même  diierlion  l't 
devra,  par  consé(|ueiil,  élre  égalée  à  la  l'oree  actindle  (|ui  e-t  supposée 
agir  dans  celte  direction.  C'est  ce  (|ni  constitue  le  principe  si  connu 
des  forces  accélcralrices. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  trois  directions  auxquelles  on  rap- 
porte le  mouvement  instantané  du  corps  soient  absolument  fixes,  il 
suffit  ((u'(dlcs  le  soient  pendant  la  durée  d'un  instant.  Ainsi,  dans  les 
mouvements  en  ligne  courbe,  on  peut  |>rendrc  ;i  cbaque  instant  ces 
directions,  l'une  dans  la  tangente  et  les  deux  antres  dans  les  |)erpen- 
dicnlaires  ii  la  courbe.  Alors  la  force  accélératrice  (|ni  agit  suivant  la 
tangente,  et  (pi'on  nomme  force  laiii:;('nlicUe,  sera  tonte  employée  ii 
altérer  la  vitesse  absolue  dn  corps  et  sera  exprimée  par  relcnicnl  de 
l'ellc  vitesse  divisé  pai'  l'cli'inenl  An  temps. 

Les  forces  normales,  au  contraire,  ne  feront  (|ue  changer  la  direc- 
tion du  c(U'ps  et  dépendront  de  la  courbuie  de  la  ligne  <|u'il  décrit.  l'.n 
rétlni^ant  les  forces  noiaiiales  ii  une  seule,  celte  l'oree  com|)osée  doit  se 
trouver  dans  le  plan  de  la  i-ourburc  et  élre  exprimée  par  le  carré  de 
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la  vitesse  divisé  par  le  rayon  oscillateur,  puisqu'il  chaque  instant  le 
corps  peut  être  regardé  comme  mû  dans  le  cercle  osculateur. 

C'est  ainsi  qu'on  a  trouvé  les  formules  connues  des  forces  tangen- 
tielles  et  des  forces  normales,  dont  on  s'est  servi  longtemps  pour 
résoudre  les  problèmes  sur  le  mouvement  des  corps  animés  par  des 
forces  données.  La  Mécanique  d'Eulcr,  qui  a  paru  en  1736,  et  qu'on 
doit  regarder  comme  le  premier  grand  Ouvrage  où  l'Analyse  ait  été 
appliquée  à  la  science  du  mouvement,  est  encore  toute  fondée  sur  ces 
formules;  mais  on  les  a  presque  abandonnées  depuis,  parce  (|u'on  a 
trouvé  une  manière  plus  simple  d'exprimer  l'effet  des  forces  accéléra- 
trices sur  le  mouvement  des  corps. 

Elle  consiste  à  rapporter  le  mouvement  du  corps  et  les  forces  qui  le 
sollicitent  à  des  directions  fixes  dans  l'espace.  Alors,  en  employant, 
pour  déterminer  le  lieu  du  corps  dans  l'espace,  trois  coordonnées  rec- 
tangles qui  aient  ces  mêmes  directions,  les  variations  de  ces  coordon- 
nées représenteront  évidemment  les  espaces  parcourus  par  le  corps 
suivant  les  directions  de  ces  coordonnées;  par  conséquent,  leurs  difié- 
rentielles  secondes,  divisées  par  le  carré  de  la  différentielle  constante 
du  temps,  exprimeront  les  forces  accélératrices  qui  doivent  agir  sui- 
vant ces  mêmes  coordonnées;  ainsi,  en  égalant  ces  expressions  à  celles 
des  forces  données  par  la  nature  du  problème,  on  aura  trois  équations 
semblables  qui  serviront  à  déterminer  toutes  les  circonstances  du 
mouvement.  Cette  manière  d'établir  les  équations  du  mouvement  d'un 
corps  animé  par  des  forces  quelconques  en  le  réduisant  à  des  mouve- 
ments rectilignes  est,  par  sa  simplicité,  préférable  à  toutes  les  autres; 
elle  aurait  dû  se  présenter  d'abord,  mais  il  parait  que  Maclaurin  est 
le  premier  qui  l'ait  employée  dans  son  Traite  des  Jîuxions,  qui  a  paru, 
en  anglais,  en  17/12;  elle  est  maintenant  universellement  adoptée. 

1.  Par  les  principes  qui  viennent  d'être  exposés,  on  peut  donc  dé- 
terminer les  lois  du  mouvement  d'un  corps  libre  sollicité  par  des  forces 
quelconques,  pourvu  que  le  corps  soit  regardé  comme  un  point. 

On  peut  aussi  apppliquer  ces  principes  à  la  recherche  du  mouve- 


ment  de  plusieurs  (.'(U'iis  (jui  l'xciccut  los  uns  sur  les  autres  uneottrac- 
tion  mutuelle,  suivant  une  loi  (|ni  soit  une  fonction  connue  des  dis- 
tances; entiii  il  n'est  pas  difficile  de  les  étendre  aux  inonvements  dans 
des  milieux  résistants,  ainsi  (|u'ii  ceux  (jui  se  font  sui'  des  surfaces 
eouilies  données,  car  la  résistance  du  milieu  n'est  autre  chose  (|u'une 
force  (|ui  aifit  dans  nue  diredioii  op|)osée  à  celle  du  mohilc:  ri  lors- 
(|n'un  corps  est  fiini'  de  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  il  y  a 
nécessaircmeiil  une  foi-ce  piTiinnlicnlairc  .i  la  surface  (jui  l'y  relient, 
et  dont  la  valeur  inconnue  peut  se  déterminer  d'après  les  conditions 
qui  l'ésnltenl  de  la  nature  même  de  la  surface. 

Mais,  si  l'on  cherche  le  mouvement  de  plusieurs  corps  qui  agissent 
les  uns  sur  les  autres  |)ar  impulsion  ou  |iar  pression,  soit  immédiate- 
ment comme  dans  le  choc  ordinaire,  ou  par  le  moyen  de  tils  on  «le 
leviers  inflexibles  auxquels  ils  soient  attachés,  on  en  irénéral  par 
qnelque  aniic  moyen  que  ce  soit,  alors  la  (jiic>li(iii  ot  d"iiii  ordre  plus 
élevé  et  les  principes  précédents  sont  insuffisants  pour  la  résoudre. 
Cai'  ici  li'S  forces  qui  agissent  sur  les  corps  sont  incdunues.  et  il  faut 
déduire  ces  foi'ces  de  l'action  que  les  corps  doivent  exercci'  entre  eux, 
suivant  leur  disposition  mutuelle.  Il  est  dnnc  nécessaire  d'avoir  recours 
il  un  nouveau  principe  qui  serve  à  déterminer  la  force  des  corps  en 
mouvement,  en  égai'd  ii  leur  masse  et  à  leur  vitesse. 

.>.  {]('  principe  consiste  en  ce  <]ne,  j)oni'  impiimer  ii  une  masse 
donnée  une  certaine  vitesse  suivant  une  direction  (|uelcon()nr,  soit 
que  cette  niasse  soit  rn  repos  ou  en  mouvement,  il  l';iut  une  luni'  don! 
la  valeur  (')  soit  proportionnelle  an  priiduil  dr  la  masse  par  lu  \itesse 


(  '  )  Il  fiiul  enlemJrc  ici  par  voleur  d'une  force  le  ])roiliiit  lie  colle  force  par  le  lenips 
|ieiidaiil  lequel  elle  agit,  ou,  plus  géiiéralemonl,  l'iiUcgrale  du  produit  de  réléiuoiit  du 
temps  |);ir  l'iiileiisilé  de  la  force.  Le  mo[  force  esl  pris  par  I.a^raiifiO  dans  le  nu^nie  sens 
que  Desearles  adoptait  ipiand  il  écrivait  à  .Mersennc  :  «  J'ai  parlé  de  la  force  ipii  sert  pour 
lever  un  poids,  /(njiie/le  <t  t/eii.r  diiiieiisiotix,  non  do  celle  qui  sert  en  cliacpie  poiul  pour  le 
soutenir,  Irn/iiclle  ii'n  qu'une  diiueiixiou.  u  (Ivdilion  do  .M.  Cousin,  I.  VI.  p.  'i>.\).)  On  com- 
prend (pielle  confusion  doit  apporter  dans  les  raisonnements  cette  double  sijjnificalion  du 
mol  force.  Les  géiimèlres  y  oui  heureusement  renoncé  et  l'on  n'eiilcnd  plus  aujourd'lini 
par  force  (pi'un  clforl  c\primal)le  eu  kilogrannnes.  {J.  JSeriraiul.) 
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et  dont  la  direction  soit  la  même  que  celle  de  cette  vitesse.  Ce  pro- 
duit de  la  niasse  d'un  corps  multipliée  par  sa  vitesse  s'appelle  com- 
munément la  quantité  de  mouyemenl  de  ce  corps,  parce  qu'en  effet 
c'est  la  somme  des  mouvements  de  toutes  les  parties  matérielles  du 
corps.  Ainsi  les  forces  se  mesurent  par  les  quantités  de  mouvement 
qu'elles  sont  capables  de  produire,  et  réciproquement  la  quantité  de 
mouvement  d'un  corps  est  la  mesure  de  la  force  que  le  corps  est  ca- 
pable d'exercer  contre  un  obstacle,  et  qui  s'appelle  la  percussion.  D'où 
il  s'ensuit  que,  si  deux  corps  non  élastiques  viennent  à  se  clioqner 
directement  en  sens  contraire  avec  des  quantités  de  mouvement  égales, 
leurs  forces  doivent  se  contre-balancer  et  se  détruire,  par  conséquent 
les  corps  doivent  s'arrêter  et  demeurer  en  repos.  Mais,  si  le  choc  se 
faisait  par  le  moyen  d'un  levier,  il  faudrait,  pour  la  destruction  du 
mouvement  des  corps,  que  leurs  forces  suivissent  la  loi  connue  de 
l'équilibre  du  levier. 

Il  parait  que  Descartes  a  aperçu  le  premier  le  principe  (|ue  nous 
venons  d'exposer;  mais  il  s'est  trompé  dans  son  application  an  choc 
des  corps,  pour  avoir  cru  que  la  même  quantité  de  mouvement  absolu 
devait  toujours  se  conserver  ('). 

Wallis  est  proprement  le  premier  qui  ait  eu  une  idée  nette  de  ce 
principe  et  qui  s'en  soit  servi  avec  succès  pour  découvrir  les  lois 
de  la  communication  du  mouvement  dans  le  choc  des  corps  durs  ou 
élastiques,  comme  on  le  voit  dans  les  Transactions  philosop/iirjues 
de  1G69  et  dans  la  troisième  Partie  de  son  Traité  de  Motu,  imprimé 
en  1G71. 

De  même  que  le  produit  de  la  masse  et  de  la  vitesse  exprime  la  force 
finie  d'un  corps  en  mouvement,  ainsi  le  produit  de  la  masse  et  de  la 


(')  Dans  aucun  des  nombreux  écrits  de  Doscarles,  on  ne  trouve  un  énoncé  net  ei  com- 
préhensible du  principe.  Quant  aux  applications,  les  erreurs  qu'il  commet  sont  bien  plus 
graves  que  ne  semble  l'indiquer  ici  Lagrangc.  Il  affirme,  entre  autres  propositions  erro- 
nées, qu'un  corps  qui  en  choque  un  autre  ne  peut  lui  imprimer  de  mouvement  que  s'il  a 
une  masse  plus  grande  que  la  sienne  ;  dans  tout  autre  cas,  le  corps  choquant  sera  réfléchi, 
et  le  corps  choqué  ne  bougera  pas.  (Édition  de  M.  Cousin,  t.  IX,  p.  igS.  ) 

(/.  Bcvlrand.) 
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foire  accélrralricr,  (|iii'  ikuis  avons  vue  t'Irc  rcprcsenlt'r  |);ir  rt'Iriiicnl 
lie  la  vitesse  divisé  |iar  réiéiiiriil  ilii  l(iii|i^,  cxiiiimera  la  forée  éléilien- 
lairc  ou  naissante;  et  cette  quantité,  si  on  la  considère  coninie  la 
mesure  de  l'elfort  que  le  corps  peut  faire  en  vertu  de  la  vitesse  élémen- 
taire (|u'il  a  prise  ou  qu'il  tend  à  prendre,  constitue  ce  (|u'on  non)nie 
pression;  mais,  si  on  la  regarde  comme  la  mesure  de  la  l'orce  ou  puis- 
sance nécessaire  pour  imprimer  cette  même  vitesse,  elle  est  alors  ce 
iln'dM  nonimi-  /"o/vy  motrice.  Ainsi,  des  |M'essions  ou  des  forces  motrices 
se  dflniironl  ou  se  feront  é(|iiililire  si  elles  sont  égales  et  directement 
opposées,  ou  si,  étant  appli(|uées  à  une  machine  quelconque,  elles  sui- 
vent les  lois  de  ré(|uilil»ie  de  cette  macliine. 

().  Lorsque  des  corps  sont  joints  cnseniMe,  de  manière  (|u'ils  ne 
puissent  obéir  liliremenl  aux  impulsions  reçues  et  aux  forces  accéléra- 
trices dont  ils  sont  animés,  ces  eor|)s  exercent  nécessairement  les  uns 
sur  les  autres  des  pressions  continuelles  (|ui  allèrent  leurs  mouve- 
ments et  en  remlenl  la  détermination  difficile. 

Le  [ireiuier  prolili'nie  et  le  plus  siui|de  de  ce  i^eure  ihuil  les  géo- 
mètres se  soient  occupés  est  celui  du  centre  d'oscillation.  Ce  problème 
a  été  fameux,  au  commencemeni  du  siècle  dernier  et  même  dès  le 
milieu  (In  précédent,  par  les  ell'orls  et  les  tentatives  (|ue  les  plus 
i^rands  géomètres  ont  faits  pour  eu  \euii'  ;i  bout;  et  C(uunie  c'est 
principalement  à  ces  tentatives  (in'oii  doit  les  progrès  immenses  que 
la  l)ynanii(|ue  a  laits  de|iuis.  je  crois  devoir  en  donner  ici  nue  histoire 
succincte,  pour  uioutrei'  par  (|uels  degrés  cette  science  s'es(  élevée  il 
la  peiièclion  nii  elle  parail  elfe  |iai\enue  dans  CCS  dcrnii'rs  temps. 

Les  Lettres  de  Descartes  olfrent  les  premières  traces  des  rcchcnlie- 
sur  le  ceiilre  d'oscillation.  Ou  v  \(iit  (|ue  Merscune  avait  piDjinse  aux 
géomètres  de  déterminer  la  grandeur  (|Ui'  doit  avoir  un  corps  de  ligure 
(|iielcon(|Uc,  pour(|ue,  étant  suspendu  par  un  point,  il  fasse  ses  nscil- 
hilions  dans  b-  inéine  temps  (|u'uu  til  lie  lougiu'ur  donnée  et  chargé 
d'un  seul  poids  ii  sou  cxlréinilé.  nescarles  observe  (pic  cette  quotion 
a  (|U(d(|ue  rapport  avec  celle  du  ciiitic  de  gravité  cl  (|Ui',  de  nu  lue  i|ue, 
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dans  un  corps  posant  qui  tombe  librement,  il  y  a  un  centre  de  gravité 
autour  duquel  les  efforts  de  la  pesanteur  de  toutes  les  parties  du  coi'ps 
se  font  équilibre,  en  sorte  que  ce  centre  descend  de  la  même  manière 
que  si  le  reste  du  corps  était  anéanti  ou  qu'il  fût  concentré  dans  le 
même  centre;  ainsi,  dans  les  corps  pesants  qui  tournent  autour  d'un 
axe  fixe,  il  doit  y  avoir  un  centre,  qu'il  appelle  centre  d'agilalion,  au- 
tour duquel  les  forces  d'agitation  de  toutes  les  parties  du  corps  se 
contre-balancent,  de  manière  que  ce  centre,  étant  libre  de  l'action  de 
ces  forces,  puisse  être  mù  comme  il  le  serait  si  les  autres  parties  du 
corps  étaient  anéanties  ou  concentrées  dans  ce  même  centre;  que,  par 
conséquent,  tous  les  corps  dans  lesquels  ce  centre  sera  également 
éloigné  de  l'axe  de  rotation  feront  leur  vibration  dans  le  même 
temps. 

D'après  cette  notion  du  centre  d'agitation,  Descartes  donne  une  mé- 
tbodc  générale  de  le  déterminer  dans  les  corps  de  figure  quelconque  ; 
cette  métbode  consiste  à  chercbcr  le  centre  de  gravité  des  forces  d'aari- 
tation  de  toutes  les  parties  du  corps,  en  estimant  ces  forces  par  les 
produits  des  masses  multipliées  par  les  vitesses,  qui  sont  ici  propor- 
tionnelles aux  distances  de  l'axe  de  rotation,  et  en  supposant  que  les 
parties  du  corps  soient  projetées  sur  le  plan  qui  passe  par  son  centre 
de  gravité  et  par  l'axe  de  rotation,  de  manière  qu'elles  conservent 
leurs  distances  à  cet  axe. 

Cette  solution  de  Descartes  devint  un  sujet  de  contestations  entre 
lui  et  Roberval.  Celui-ci  prétendait  qu'elle  n'était  bonne  que  lorsque 
toutes  les  parties  du  corps  sont  réellement  ou  peuvent  être  censées 
placées  dans  un  même  plan  passant  par  l'axe  de  rotation,  que  dans 
tous  les  autres  cas  il  ne  fallait  considérer  que  les  mouvements  perpen- 
diculaires au  plan  passant  par  l'axe  de  rotation  et  par  le  centre  de  gra- 
vité du  corps,  et  qu'on  devait  rapporter  chaque  particule  au  point  oi^i 
ce  plan  est  rencontré  par  la  direction  du  mouvement  de  cette  particule, 
direction  qui  est  toujours  perpendiculaire  au  plan  mené  par  cette  par- 
ticule et  par  l'axe  de  rotation.  Mais  il  est  facile  de  prouver  que,  par 
rapport  à  l'axe  de  rotation,  les  moments  des  forces  estimées  de  cette 
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iiiaiiil'rc  Miiil  ((Piij(iiii-'S  égaux  ii  l'ciix  îles  l'oi'ccs  csliiiiéos  suivant  la  iin'-- 
tliode  do  Descartos  ('). 

Uohcrval  préU'iulit,  avec  plus  do  foudoniout,  que  Ooscarlos  n'avait 
clnii-lio  (|ue  lo  centre  do  percussion,  autour  du(|uol  les  chocs  ou  les 
luoiMciits  de  pei'i'ussion  sont  égaux,  et  que,  pour  trouver  le  vrai  ceutro 
d'oscillation  d'un  piMidnlc  posant,  il  fallait  aussi  avoir  égard  à  l'action 
do  la  lii'avitr,  on  voiin  do  la(|nollo  lo  |icii(lnlo  so  mont.  Mais,  cette 
reclierchc  étant  supérieure  ;i  la  .Mocani(|tio  do  ces  tonips-lii  -,  les  géo- 
niètrcs  continuèrent  à  suj)poser  tacitoniont  ([uo  lo  contre  di'  percussion 
était  le  niénio  (|uo  cidui  d'oscillation,  ol  llnygens  fut  le  premier  ipii  oii- 
visagoa  ce  dernier  centre  sous  son  vrai  poiut  do  vue;  aussi  crut-il 
dovdii'  regarder  ce  prohlèmc  comme  entièrement  nouf'^^  et,  ne  pou- 
vant lo  l'ésimdro  pai'  les  lois  connnos  dn  mouvement,  il  inventa  un 
[)rincipc  nouveau,  mais  indirect,  Iciiucl  est  devenu  célèbre  depuis 
sous  le  iioiii  de  conseri'alion  des  forces  iHves . 

7.  In  iil,  considéré  ooniino  iino  lit:iio  infloxildo  sans  pesanteur  et 
sans  masse,  étant  attaché  par  un  bout  à  un  poiut  tixc  et  chargé,  à 
l'autre  bout,  d'un  petit  |)oiils  qu'on  puisse  rogardei'  comme  réduit  ii  \\n 

(')  Celle  oi)servati(jii  prouvo  qiip  l'uiijcclion  do  Koberviii  iiY-lail  pas  foiuJôo;  mais  il  n"c:i 
a  pas  moins  eu  raisdii  d'allirmer  (pic  la  ré.ule  do  Doscaites  csl  faiilive  cpiand  il  ne  s'aizit 
pas  d'une  (ij;ure  plane  lournanl  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan.  On  doil  m6n)o  ajoulor 
que  Uoberval  a  indiqué  sans  démonslration  la  posiUon  exaclo  du  cenlro  d"agilalion  d'un 
secteur  circulaire  lournanl  autour  d'une  perpendiculaire  à  son  plan  menée  par  le  cenlre 
du  secleur.  /'»//•  les  observations  de  Uoberval  snr  une  Lcllre  de  Descaries  (OEuvves  de 
DcxctirU'i,  t.  IX,  p.  5ai;  édition  do  .\l.  Cousin).  (J.  Jlcrirtiiid.) 

(';  Un  sail  que  le  cenlro  d'oscillation  ne  dill'cre  pas  du  cciilrc  di'  percussion.  Il  semble- 
rail  donc  résulter  de  l'apiiréciation  do  Lagrani^'C  (pie  la  règle  do  Descarles  est  exaclo, 
quoi(|ue  non  suflisammcnl  démonlrée.  Il  est  cependant  facile  de  s'assurer  qu'il  n'en  c.s| 
rien,  ol  qu'elle  conduit  à  des  résultats  fautifs  toutes  les  fois  que  lo  pendule  ne  se  réduit 
pas  à  une  figure  plani^  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan.     (./.  Jicriniiitl.) 

(')  lluNgens  rappelle,  au  contraire,  en  comuu'uc.ant  la  ipiatrième  Partie  de  son  Traité, 
([uc  le  problème  du  centre  d'oscillation  lui  a  été  proposé  autrefois  par  Merseimo,  ainsi  qu'a 
d'autres  géoiuolres  ;  mais  alors  il  élail  presque  un  enfant  et  n'a  pu  trouver  de  solution  satis- 
faisante. Il  ajoute,  en  parlanl  de  Descartos  :  «  Qui  veru  rem  sosc  confccisso  sperabant 
\iri  insignes,  Carlosius,  Ilonoratus  l'abrius.  aliiipie.  ne(pia(piam  scopuui  attigerunt,  n'.sl 
in  paucis  quibusdam  facilioribus.  sed  (piorum  demunstralioncu)  null.un  idoneam,  ni  milii 
vidctur,  altulerunt.  u  (OA'wivr.v  il'lliijj^ens,  t.  I,  p.  118;  édition  de  s'Iiravesande;  Lyon, 
172Î.»  (/.  Bcriraiid.) 
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point,  forme  ce  qu'on  appelle  nn  pendule  simple  ;  et  la  loi  des  vibrations 
(le  ce  pendule  dépend  uniquement  de  sa  longueur,  c'est-à-dire  de  la 
distance  entre  le  poids  et  le  point  de  suspension.  Mais,  si  à  ce  fil  on 
attache  encore  un  ou  plusieurs  poids,  à  différentes  distances  du  point 
de  suspension,  on  aura  alors  un  pendule  composé  dont  le  mouvement 
devra  tenir  une  espèce  de  milieu  entre  ceux  des  différents  pendules 
simples  (jue  l'on  aurait  si  chacun  de  ces  poids  était  suspendu  seul  au 
fil.  Car,  la  force  de  la  gravité  tendant  d'un  côté  à  faire  descendre  tous 
les  poids  également  dans  le  même  temps,  et  de  l'autre  l'inflexibilité 
du  fil  les  contraignant  à  décrire  dans  ce  même  temps  des  arcs  inégaux 
et  proportionnels  à  leur  distance  du  point  de  suspension,  il  doit  se 
faire  entre  ces  poids  une  espèce  de  compensation  et  de  répartition  de 
leurs  mouvements;  en  sorte  que  les  poids  qui  sont  les  plus  proches  du 
point  de  suspension  hâteront  les  vibrations  des  plus  éloignés,  et  ceux- 
ci,  au  contraire,  retarderont  les  vibrations  des  premiers.  Ainsi  il  y 
aura  dans  le  fil  un  point  où,  un  corps  étant  placé,  son  mouvement  ne 
serait  ni  accéléré  ni  retardé  par  les  autres  poids,  mais  serait  le  même 
que  s'il  était  seul  suspendu  au  fil.  Ce  point  sera  donc  le  vrai  centre 
d'oscillation  du  pendule  composé,  et  un  tel  centre  doit  se  trouver  aussi 
dans  tout  corps  solide,  de  quelque  figure  que  ce  soit,  qui  oscille  autour 
d'un  axe  horizontal. 

Huygens  vit  qu'on  ne  pouvait  déterminer  ce  centre  d'une  manière 
ligoureuse  sans  connaître  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  poids  du 
|)endule  composé  altèrentmutuellement  les  mouvements  que  la  gravité 
tend  à  leur  imprimer  à  chaque  instant;  mais,  au  lieu  de  chercher  à 
déduire  cette  loi  des  principes  fondamentaux  de  la  Mécanique,  il  se 
contenta  d'y  suppléer  par  un  principe  indirect,  h>quel  consiste  à  sup- 
[)oser  que,  si  plusieurs  poids,  attachés  comme  l'on  voudra  à  nn  pen- 
dule, descendent  par  la  seule  action  de  la  gravité,  et  que,  dans  un 
instant  quelconque,  ils  soient  détachés  et  séparés  les  uns  des  autres, 
chacun  d'eux,  en  vertu  de  la  vitesse  ac(iuise  pendant  sa  chute,  pourra 
remonter  à  une  telle  hauteur  que  le  centre  commun  de  gravité  se  trou- 
vera remonté  ;i  la  même  hauteur  d'où  il  était  descendu.  A  la  vérité, 
XI.  3i 
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Hiiygens  n'élahlil  pas  ce  principe  iiiiniédialeinenl,  mais  il  le  déiluil  ilo 
deux  livp()tl)i'ses  (pi'il  croit  devoir  être  admises  comme  des  demandes 
de  Mécanicine  :  rime,  c'est  (jiie  le  centre  de  gravité  d'un  systi-nie  de 
corps  pesants  ne  |i(ul  jamais  remonter  à  une  liauteur  plus  grande 
(|ue  celle  d'où  il  est  IdiuIx".  (|uel(|ue  cliangemeni  (|u'on  fasse  à  la  dis- 
position niiiliii'llc  des  corps,  pai'i'c  (|u"auln'Micnl  le  niouvcmcnl  perpé- 
liicl  ne  sciait  plus  iin|)0ssil)le ;  l'autre,  c'est  (|n'iiii  pendule  (•oin|)osé 
peut  toujours  remonter  de  lui-même  ii  la  même  liaiih'iir  d'iMi  il  est 
(lesicmlii  liiircmcnl.  Au  lesle.  Iliiygens  remarque  que  le  même  prin- 
cipe a  lieu  dans  le  niouve[nenl  des  corps  pesants  liés  ensemble  d'une 
manière  quelconque,  comme  aussi  dans  le  mouvement  des  fluides. 

On  ne  saurait  deviner  ce  (jui  a  donné  à  cet  auteur  l'idée  d'un  tel 
principe;  n)ais  on  peut  conjecturer  qu'il  y  a  été  conduit  par  le  théo- 
rème (|ue  dalilée  avait  dênionlie  Mir  la  chute  des  ciu'ps  pe.sanls.  les- 
i|iiels,  soit  (|ii'ils  dcscciulciil  veiticaleiiieiil  ou  sur  des  plans  inclines, 
acqiiii'reiil  toujours  des  vitesses  capables  de  les  ("aire  remonter  aux 
mêmes  hauteurs  d'où  ils  élaienl  tombés,  (-e  théori-iue,  généralisé  et 
appliqué  au  centre  de  gravite  d'un  système  de  cor|)s  pesants,  donne  le 
princi|ie  d'iluygens. 

Uuoi  qu'il  en  soit,  ce  princi|)e  l'ournil  une  eqiialion  entre  la  hauteur 
verticale  d'où  le  centre  de  gravité  du  système  est  descenilu  dans  un 
temps  qiieliitiii|iic  cl  les  dill'éreiilcs  haiileurs  verticales  auxquelles  les 
corps  qui  coin  pose  ni  le  svsli'inc  pour  raient  rein  on  ici'  avec  leurs  vitesses 
acquises,  el  (|ui,  par  les  ihéorèmes  de  Cialilee.  sont  ciunine  les  carrés 
de  ces  vitesses.  Or.  dans  un  |iciuliilc  (iiii  oscille  auloiir  d'un  axe  hori- 
zontal. 1rs  vitesses  des  dill'érents  points  sont  proporlionnclles  ii  leurs 
dislam-es  de  l'axe;  ainsi  on  peut  réduire  ré(|ualion  à  deux  seules  in- 
coumies,  dont  l'une  soit  la  dcsciMite  du  cenlrc  de  irravilê  du  |)endiile 
dans  un  temps  (|ueIi'on(|Ui',  li  dont  I  autre  suit  la  hauteur  ii  la(|iielle 
un  point  ilonné  de  ci-  pendule  pourrait  remonter  par  sa  vitesse  ac(|uise. 
Mais  la  (ic-~ci'Mlc  du  rciilrc  de  i;ra\ilr  dclcrniiiie  celle  dt'  loiil  autre 
|Miinl  du  pi'iidiile;  donc  on  aura  une  ei|ualioii  entre  la  haiilenr  il'oii 
un   point    (|iie|i'on(|Ui'   du   pi'iidiile   est    deseeiidil   l'I    eelle   :i    la<|iiell(>  il 
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pourrait  remonter  par  sa  vitesse,  due  à  cette  chute.  Dans  le  cenlre 
d'oscillation,  ces  deux  hauteurs  doivent  être  égales,  parce  que  les 
corps  libres  peuvent  toujours  remontera  la  même  hauteur  d'où  ils  sont 
tombés;  et  l'équation  fait  voir  que  cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu  (juc 
dans  un  point  de  la  ligne  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  et  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  du  pendule,  lequel  soit  éloigné  de  cet  axe 
de  la  quantité  qui  provient  en  multipliant  tous  les  poids  qui  com- 
posent le  pendule  par  les  carrés  de  leurs  distances  à  l'axe  et  divisant 
la  somme  de  ces  produits  par  la  masse  du  pendule  multipliée  par  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  même  axe.  Cette  quantité  expri- 
mera donc  la  longueur  d'un  pendule  simple  dont  le  mouvement  serait 
égal  à  celui  du  pendule  composé. 

(]ette  théorie  d'Huygens  est  exposée  dans  Vllorologium  oscillatoriiun 
et  elle  y  est  accompagnée  d'un  grand  nombre  de  savantes  applications. 
MWa  n'aurait  rien  laissé  à  désirer  si  elle  n'avait  pas  été  appuyée  sur  un 
principe  précaire  ;  et  il  restait  toujours  à  démontrer  ce  principe  pour- 
la  mettre  hors  de  toute  atteinte. 

En  i(')8i  parurent,  dans  le  Joitntal  des  Savants  de  Paris,  quelques 
mauvaises  objections  contre  cette  théorie,  auxquelles  Huygens  ne 
répondit  que  d'une  manière  vague  et  peu  satisfaisante.  Mais  cette  con- 
testation, ayant  excité  l'attention  de  Jacques  Bernoulli,  lui  donna 
occasion  d'examiner  à  fond  la  théorie  d'Huygens  et  de  chercher  à  la 
rappeler  aux  premiei's  principes  de  la  Dynanrujue.  Il  ne  considère 
d'abord  que  deux  poids  égaux  attachés  à  une  ligne  inttexible  cl  droite, 
et  il  remarque  que  la  vitesse  que  le  premier  poids,  celui  qni  est  le  plus 
près  du  point  de  suspension,  acquiert  en  décrivant  un  arc  qnelcon(|U(' 
doit  être  moindre  que  celle  qu'il  aurait  acquise  en  décrivant  librement 
le  même  arc,  et  qu'en  même  temps  la  vitesse  acquise  par  l'autre  poids 
iloit  être  plus  grande  que  celle  qu'il  aurait  acquise  en  parcourant  le 
même  arc  librement.  La  vitesse  perdue  par  le  premier  poids  s'est  donc 
communiquée  au  second,  et  comme  cette  communication  se  fait  par 
le  moyen  d'un  levier  mobile  autour  d'un  point  fixe,  elle  doit  suivre  la 
loi  de  l'équilibre  des  puissances  appliquées  à  ce  levier;  de  maniire 
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(|iip  la  porte  tlo  vilcsse  du  prciiiicr  poids  soit  an  gain  de  vil('>>('  ilii 
second  dans  la  raison  réciproque  dos  bras  i\i'  levier,  o'csl-à-dire  des 
distances  au  [)oint  do  suspension.  Do  li»,  et  do  oc  que  les  vitesses 
réelles  des  doux  poids  doivent  être  ollos-mémes  dans  la  raison  directe 
de  ces  distances,  on  détermine  facilement  ces  vitesses  et,  i)ar  conso- 
<|uonl,  le  niouvemoiil  du  pendule. 

«S.  Tel  est  le  premier  pas  (jni  ait  été  lait  vers  la  solution  directe  de 
ce  fameux  problème.  L'idée  do  rapporter  au  levier  les  Ibrces  résultantes 
dos  vitesses  gagnées  ou  perdues  par  les  poids  est  très  fine  et  donne  la 
clef  de  la  vraie  tbéorie;  mais  Jae(|nes  liernoulli  s'est  trompé  en  consi- 
dérant les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  qnoleon(|ue  fini,  an  lieu 
(|u'il  n'aurait  dû  considérer  (|ue  les  vitesses  élémentaires  aecjuises 
pendant  nu  instant,  et  les  comparer  avec  colles  (|ue  la  gravité  tend  à 
im|)rinier  pemliinl  le  même  instant,  (rest  ce  ([ue  i/llopital  a  fait  depuis 
dans  un  Ecrit  inséré  dans  le  .iDitriKil <lc  Koiicrddin  de  i()C)o.  Il  suppose 
deux  poids  (|U(dconques  attacliés  au  lil  iiillexilde  (jui  fait  le  |ieudule 
composé,  et  il  établit  l'équilibre  entre  les  quantités  de  mouvement 
perdues  et  gagnées  par  ces  poids  dans  un  instant  qucdconque,  c'est- 
ii-dire  enti'o  les  dilVérences  des  (|nantilés  de  niouvemenl  (|Me  les  poids 
ac(|ui('renl  réellement  dans  cet  instant,  et  de  ccdies  (|Me  la  gravité  tend 
il  leur  imprimer.  Il  détermine,  par  ce  moyen,  le  rapptnl  i\o  l'accéléra- 
tion inslanlanee  de  cIkhiuo  poids  ;i  celle  que  la  gravité  seule  tend  à  lui 
donner  cl  il  trouve  le  centre  iroM-illalioii  en  cliei'cliant  le  |ioinl  du 
pendule  jionr  le(|uel  ces  deux  accélérations  seraient  égales.  Il  étend 
ensuite  sa  tbéorie  ii  un  plus  grand  nondire  de  poids:  mais  il  regarde 
pour  cola  les  premiers  comme  réunis  successivement  dans  leur  centre 
d'oscillation,  ce  qui  n'est  plus  si  diri'ct.  ni  ue  peut  être  admis  sans 
démonstration  (  '  j. 

dette  analvse  fit  rexcnir  ,lac([Ui"s  Bernoulli  >ur  la  sienne  et  <lonna 
enlin  lieu  ii  la  |U'emii're  M)lution  direile  cl  rigoureuse  du  probli'Uie  des 

(  '  »  On  pciil  iniMiio  iijoiili'r  i|iio  ccUi'  iiirlliodc  coniluil  ,i  (1rs  rcsiillals  inexacts. 
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(^entres  d'oscillation,  solution  qui  mérite  d'autant  plus  l'attention  des 
géomètres  qu'elle  contient  le  germe  de  ce  principe  de  Dynamique  qui 
est  devenu  si  fécond  entre  les  mains  de  d'Alembert. 

L'auteur  considère  ensemble  les  mouvements  que  la  gravité  imprime 
à  chaque  instant  aux  corps  qui  composent  le  pendule,  et,  comme  ces 
corps,  à  cause  de  leur  liaison,  ne  peuvent  les  suivre,  il  conçoit  les 
mouvements  qu'ils  doivent  prendre  comme  composés  des  mouvements 
imprimés  et  d'autres  mouvements,  ajoutés  ou  retranchés,  qui  doivent 
se  contre-balancer,  et  en  vertu  desquels  le  pendule  doit  demeurer  en 
équilibre.  Le  problème  se  trouve  ainsi  ramené  aux  principes  de  la  Sta- 
tique et  ne  demande  plus  que  le  secours  de  l'Analyse.  Jacques  Bernoulli 
trouva,  par  ce  moyen,  des  formules  générales  pour  les  centres  d'oscil- 
lation des  corps  de  figure  quelconque,  en  fit  voir  l'accord  avec  le  prin- 
cipe d'Huygens  et  démontra  l'identité  des  centres  d'oscillation  et  de 
percussion.  Cette  solution  avait  été  ébauchée,  dès  1691,  dans  les  Actes 
fie  Leipsièk);  mais  elle  n'a  été  donnée  d'une  manière  complète  qu'en 
1 708,  dans  les  Mémoires  de  i Académie  des  Sciences  de  Paris. 

9.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  histoire  du  problème  du 
centre  d'oscillation,  je  devrais  rendre  compte  de  la  solution  que  Jean 
Bernoulli  en  a  donnée  ensuite  dans  les  mêmes  Mémoires  et  qui,  ayant 
été  donnée  aussi  à  peu  près  en  même  temps  par  Taylor  dans  l'Ouvrage 
intitulé  Methodus  incrementorum,  a  été  l'occasion  d'une  vive  dispute 
entre  ces  deux  géomètres;  mais,  quelque  ingénieuse  que  soit  l'idée 
sur  laquelle  est  fondée  cette  nouvelle  solution  et  qui  consiste  à  réduire 
tout  (l'un  coup  le  pendule  composé  en  pendule  simple,  en  substituant 
à  ses  différents  poids  d'autres  poids  réunis  dans  un  seul  point,  avec 
des  masses  et  des  pesanteurs  fictives,  telles  qu'elles  produisent  les 
mêmes  accélérations  angulaires  et  les  mêmes  moments  par  rapport  à 
l'axe  de  rotation  et  que  la  pesanteur  totale  des  poids  réunis  soit  égale 
à  leur  pesanteur  naturelle,  on  doit  néanmoins  avouer  que  cette  idée 
n'est  ni  si  naturelle  ni  si  lumineuse  que  celle  de  l'équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  acquises  et  perdues. 
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On  Irouvo  encore  dans  la  l'horonuinia  irilcrnian.  pnlilire  en  i^iTi. 
une  nouvelle  manière  de  résoudre  le  même  |irol)lt'me,  et  (|ni  est  fondée 
sur  cet  autre  principe,  que  les  forces  motrices  dont  les  jinids  <|ui 
forment  le  pendule  doivent  être  animés  |)our  pouvoir  être  mus  con- 
jointement sont  équivalentes  à  celles  qui  proviennent  de  l'action  de 
la  gravité:  en  sorte  que  les  premières,  étant  supposées  dirigées  en 
sens  coiilraiic.  doivent  faire  é(|uilihre  à  ces  dernières. 

(".e  principe  n'est,  dans  le  toml,  (|iie  celui  de  Jacc|ues  HeiMionlli.  pi'é- 
senlé  d'une  iiianii're  moins  simple,  el  il  est  lacile  de  les  rappeler  l'un 
à  l'autre  par  les  principes  de  la  Stati(|ue.  Kuler  l'a  lendu  ensuite  plus 
général  et  s'en  est  servi  pour  déterminer  les  oscillations  des  corps 
llexihlcs,  dans  un  Mémoire  imprimé  en  ij'io,  dans  le  Tome  Vil  des 
anciens  Commentaires  de  Pèlershour^. 

Il  sérail  lro[)  long  de  parler  des  antres  problèmes  de  nvnanii(|ne  (|ni 
ont  exercé  la  sagacité  des  géomètres,  après  celui  du  i-enire  d'oscillation 
et  avant  (|ue  l'art  de  les  résoudre  fiil  réduit  ii  des  règles  iixes.  ('.es  pro- 
blèmes, que  les  Bernoulli,  Clairaut,  Hnler  se  proposaient  entre  eux,  se 
trouvent  ré|iandus  dans  les  premieis  ^'(dumes  des  Mémoires  de  l'vters- 
boiirsi  el  de  lierim.  dans  les  Mémoire  de  l'aris  (années  i-^C)  et  i-'|i>\ 
dans  les  (Hùn-res  de  Jean  Bernoulli  et  dans  les  Opuscules  d'Kuler.  Ils 
consistent  à  déterminer  les  mouvements  de  plusieurs  corps,  pesants 
ou  non,  (jui  se  poussent  ou  se  tirent  |)ar  des  lils  ou  des  leviers 
inilexildes  oii  ils  sont  tixemeni  attachés,  on  le  huiu;  dcs(|nels  ils 
peuvent  couler  lilucinenl.  et  (|ni.  ayant  l'ccu  des  impulsion-  (|nel- 
con(|ues,  sont  ensuite  abandonnés  à  eux  mêmes,  (ui  ciuilraints  de  se 
mouvoir  sur  Avi-  conrlies  on  des  surfaces  données. 

Le  principe  d'iluygens  était  pres(|ue  toujours  employé  dans  la  solu- 
tion de  ces  pi'(d)li'mes  ;  mais,  comme  ce  |)iincipe  ne  donne  (in'une  seule 
équation,  on  clieridiail  les  autres  jiar  la  cousideralion  des  force-  inciui- 
nues  avec  lesquelles  on  concevait  (|ne  les  corps  devaient  se  pousser  ou 
se  tiier,  el  (|u'on  regardait  comme  des  forces  chisti(|ues  agissant  éga- 
lement en  sens  conliaiic.  L'emploi  de  ces  forces  dispensait  d'avoir 
égard  il  la  liaison  des  corps  et   peiniettait  de  faiic  usage  des  lois  dii 
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mouvement  des  corps  libres;  ensuite  les  conditions  qui,  par  la  nature 
du  problème,  devaient  avoir  lieu  entre  les  mouvements  des  ditlerenls 
corps  servaient  à  déterminer  les  forces  inconnues  qu'on  avait  intro- 
duites dans  le  calcul.  Mais  il  fallait  toujours  une  adresse  particulière 
pour  démêler  dans  chaque  problème  toutes  les  forces  auxquelles  il 
était  nécessaire  d'avoir  égard,  ce  qui  rendait  ces  problèmes  piquants 
et  propres  à  exciter  l'émulation. 

tO.  Le  Traité  de  Dynamique  de  iVWemhevt,  qui  parut  en  1743,  mit 
fin  à  ces  espèces  de  défis,  eu  otfrant  une  méthode  directe  et  générale 
pour  résoudre,  ou  du  moins  pour  mettre  en  équations  tous  les  pro- 
blèmes de  Dynamique  que  l'on  peut  imaginer.  Cette  méthode  réduit 
toutes  les  lois  du  mouvement  des  corps  à  celles  de  leur  équilibre  et 
ramène  ainsi  la  Dynamique  à  la  Statique.  Nous  avons  déjà  remarqué 
que  le  principe  employé  par  Jacques  Bernoulli  dans  la  recherche  du 
centre  d'oscillation  avait  l'avantage  de  faire  dépendre  cette  recherche 
des  conditions  de  l'équilibre  du  levier;  mais  il  était  réservé  à  d'Alem- 
bert  d'envisager  ce  principe  d'une  manière  générale  et  de  lui  donner 
toute  la  simplicité  et  la  fécondité  dont  il  pouvait  être  susceptible. 

Si  l'on  imprime  à  plusieurs  corps  des  mouvements  qu'ils  soient 
forcés  de  changer  à  cause  de  leur  action  mutuelle,  il  est  clair  qu'on 
peut  regarder  ces  mouvements  comme  composés  de  ceux  que  les  corps 
prendront  réellement,  et  d'autres  mouvements  qui  sont  détruits;  d'où 
il  suit  que  ces  derniers  doivent  être  tels,  que  les  corps  animés  de  ces 
seuls  mouvements  se  fassent  équilibre. 

Tel  est  le  principe  que  d'Alembert  a  donné  dans  son  Traité  de  Dyna- 
mique et  dont  il  a  fait  un  heureux  usage  dans  plusieurs  problèmes,  et 
surtout  dans  celui  de  la  précession  des  équinoxes.  Ce  principe  ne 
fournit  pas  immédiatement  les  équations  nécessaires  pour  la  solution 
des  problèmes  de  Dynamique,  mais  il  apprend  à  les  déduire  des  con- 
ditions de  l'équilibre.  Ainsi,  en  combinant  ce  principe  avec  les  prin- 
cipes ordinaires  de  l'équilibre  du  levier  ou  de  la  composition  des 
forces,  on  peut  toujours  trouver  les  équations  de  chaque  problème; 
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mais  la  diriiculU'  do  di-tcriiiiiicr  les  forces  qui  doivent  ("'ti'o  détruites, 
ainsi  (|uc  les  lois  de  l'équilibre  eulrc  ces  l'oiees,  leutl  souvent  l'appli- 
ealion  de  ee  principe  embariassaiite  et  pénible;  et  les  solutions  qui  en 
résultent  sont  pr<'S(jue  toujouis  plus  coniplitiuées  (|ue  si  elles  étaient 
déduites  de  principes  moins  simples  et  moins  dircrts.  comme  on  pi'Ut 
s'en  convaincre  parla  seconde  Partie  ilu  même  'l'raifc de Dynarnù/tie ['). 

1 1.  Si  l'on  voulait  éviter  les  décompositions  de  mouvements  (|ue  ce 
principe  exige,  il  n'y  aurait  qu'à  établir  tout  de  suite  ré(|uilibre  entre 
les  ibrccs  et  les  mouvements  engendrés,  mais  pris  dans  des  directions 
contraires.  Car,  si  l'on  imagine  qu'on  iii]|uime  à  chaque  corps,  en  sens 
contraire,  le  mouvement  qu'il  doit  prendre,  il  est  clair  (|uo  le  système 
sera  réduit  au  repos;  par  conséquent,  il  faudra  que  ces  mouvements 
détruisent  ceux  (|ue  les  corps  avaient  rei^-us  et  qu'ils  auraient  suivis 
sans  leur  action  niiiliielle  ;  ainsi  il  doit  y  avoii-  équililu-e  en  lie  tous  ces 
mouvements,  ou  entre  les  forces  qui  peuvent  les  produire. 

Cette  manière  de  rappeler  les  lois  de  la  Dynamique  à  celles  de  la 
Statique  est  à  la  vérité  moins  directe  que  celle  (|ui  résulte  du  ])rincipe 
de  d'Alembert,  mais  elle  oH're  plus  de  simplicité  dans  les  applications; 
elle  revient  à  celle  d'ilerman  et  d'iùiler,  qui  l'a  employée  dans  la  solu- 
tion de  beaucoup  de  probli'mcs  de  Mécanique,  et  on  la  trouve  dans 
(|uelt|ues  Traites  de  .Mécani(|ue  sous  le  nom  de  l'iiiicipe  de  d' Alcmlnrl. 

\1.  Dans  la  premii're  Partie  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  réduit  toute 
la  Slati(|ue  ii  une  seule  formule  générale  (|ni  donne  les  lois  de  l'eiini- 
libre  d'un  système  quelconque  de  corps  tiré  par  tant  de  forces  (|u'(hi 
voudra.  On  pouira  donc  aussi  réduire  ii  une  formule  générale  toute  la 
Dvnamique;  car,  pour  appli(|uer  au  mouvement  d'un  sysli-me  de  coips 
la  formule  de  son  é(iuilil)re,  il  suftira  d'y  introduire  les  fiuces  (|iii  |ii'o- 
viennent  des  variation^  du  mouvement  de  elia(|ue  l■(U]l^,  el  (|ui  doivent 


(  ')  Co  qui  conlriltiip  piicoro  à  cninpliiiucr  ces  solulions,  (•'est  i\\\o  l';niloiir  vont  (^vilor 
r|p  f;iiro  les  <li,  ou  ('•l(''menls  du  lonips,  <'imsliiiil!«.  coimiio  it  en  avorlil  lui-iiuMiie  (arl.  !)i). 

(  Note  tic  JMffraiigr.  ) 
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ètro  détruites.  Le  développement  de  cette  formule,  en  ayant  égard  aux 
conditions  dépendantes  de  la  nature  du  système,  donnera  toutes  les 
équations  nécessaires  pour  la  détermination  du  mouvement  de  chaque 
corps,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  intégrer  ces  équations,  ce  qui  est  l'affaire 
de  l'Analyse. 

13.  Un  des  avantages  do  la  formule  dont  il  s'agit  est  d'offrir  immé- 
diatement les  équations  générales  qui  renferment  les  principes  ou 
théorèmes  connus  sous  les  noms  de  conservation  des  forces  vives,  do 
conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Av  consen'ation  des 
moments  de  rotation  ou  Principe  des  aires,  et  de  Urincipe  de  la  moindre 
quantité  d'action,  (^es  principes  doivent  être  regardés  plutôt  comme 
des  résultats  généraux  des  lois  do  la  Dynamique  que  comme  dos  prin- 
cipes primitifs  de  cette  science;  mais,  étant  souvent  employés  comme 
tels  dans  la  solution  des  problèmes,  nous  croyons  devoir  en  parler  ici, 
en  indiquant  en  quoi  ils  consistent  et  à  quels  auteurs  ils  sont  dus, 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  dans  cette  exposition  préliminaire  des 
principes  de  la  Dynamique. 

14.  Le'premier  de  ces  quatre  principes,  celui  de  la  conservation  dos 
forces  vives,  a  été  trouvé  par  Huygens,  mais  sous  une  forme  un  peu 
différente  de  celle  qu'on  lui  donne  présentement;  et  nous  en  avons 
déjà  fait  mention  à  l'occasion  du  problème  des  centres  d'oscillation. 
Le  principe,  tel  qu'il  a  été  employé  dans  la  solution  de  ce  problème, 
consiste  dans  l'égalité  entre  la  descente  et  la  montée  du  centre  de  gra- 
vité de  plusieurs  corps  pesants  qui  descendent  conjointement,  et  qui 
remontent  ensuite  séparément,  étant  réfléchis  en  haut  chacun  avec  la 
vitesse  qu'il  avait  acquise.  Or,  par  les  propriétés  connues  du  centre  do 
gravité,  le  chemin  parcouru  par  ce  centre,  dans  une  direction  quel- 
conque, est  exprimé  par  la  somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque 
corps  parle  chemin  qu'il  a  parcouru  suivant  la  même  direction,  divisée 
par  la  somme  des  masses.  D'un  autre  côté,  par  les  théorèmes  de  Gali- 
lée, le  chemin  vertical  parcouru  par  un  corps  grave  est  proportionnel 
au  carré  do  la  vitesse  qu'il  a  acquise  en  descendant  librement,  et  avec 

XI.  33 
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laquelle  il  pourrait  lemonter  à  la  môme  hauteur.  Ainsi  le  principe  de 
HuYgensse  réduit  à  ce  que,  dans  le  mouvement  des  corps  pesants,  la 
somme  des  produits  des  masses  par  les  carrés  des  vitesses  à  iliaque 
instant  est  la  même,  soit  que  les  corps  se  meuvent  conjointement  d'une 
manière  quelconque,  ou  qu'ils  parcourent  librement  les  mêmes  hau- 
teurs verticales.  C'est  aussi  ce  (|iic  IIiiviiimis  lui-même  a  remarqué  en 
pi'u  (if  iiKils,  dans  un  petitÉcril  icl;ilir;iux  méthodes  de  Jacques  Ber- 
nouili  et  de  L'Hôpital  pour  les  centres  d'oscillation. 

Jusque-là  ce  principe  n'avait  été  regardé  que  comme  un  simple  théo- 
rème de  ^lécanique;  mais,  lorsque  Jean  Bernoulli  eut  adopté  la  distinc- 
tion établie  par  Leibnitz  entre  les  forces  mortes  ou  pressions  qui 
agissent  sans  mouvement  actuel  et  les  forces  vives  qui  accompagnent 
ce  mouvement,  ainsi  que  la  mesure  de  ces  dernières  par  les  produits 
des  masses  et  des  carrés  des  vitesses,  il  ne  vit  plus  dans  le  principe 
en  question  qu'une  conséquence  de  la  théorie  des  forces  vives  et  une 
loi  générale  de  la  nature,  suivant  laquelle  la  somme  des  forces  vives  de 
plusieurs  corps  se  conserve  la  même,  pendant  que  ces  corps  agissent 
les  uns  sur  les  autres  par  de  simples  pressions,  et  est  constamment 
égale  à  la  simple  force  vive  qui  résulte  de  l'action  des  forces  actuelles 
qui  meuvent  les  corps.  Il  donna  ainsi  à  ce  principe  le  nom  de  consena- 
lion  des  forces  vives,  et  il  s'en  servit  avec  succès  pour  résoudre  (|uelques 
problèmes  qui  n'avaient  pas  encore  été  résolus  et  dont  il  paraissait  dif- 
ficile de  venir  \\  bout  par  des  méthodes  directes. 

Daniel  Bernoulli  a  donné  ensuite  plus  d'extension  à  ce  principe  et 
il  iMi  a  (Icdiiil  les  lois  du  mouvement  des  lluides  dans  des  vases,  matière 
(jiii  n'avait  ctr  Irailéc  avant  lui  (|ii('  d'une  manière  vague  cl  arbitraire. 
Kniin  il  l'a  rendu  très  général,  dans  les  Mémoires  de  lierlin  pour  l'an- 
née 174^^.  en  faisant  voir  comment  on  peut  l'appliquer  au  mouvement 
des  corps  animés  par  des  attractions  mutuelles  (pielconques  ou  attirés 
vers  des  centres  fixes  par  des  forces  proporlionnelles  ii  (|uel(|ues  fonc- 
tions des  distances  que  ce  soit. 

Le  grand  avantage  de  ce  principe  est  de  fournir  ininiidiatcniciit  une 
é(|uation  iiiiic  cnirc  l(•■^  vitesses  des  corps  et  les  variables  (|iii  deter- 
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minent  leur  position  dans  l'espace;  de  sorte  que,  lorsque  par  la  nature 
(lu  problème  toutes  ces  variables  se  réduisent  à  une  seule,  cette  équa- 
tion suffit  pour  le  résoudre  complètement,  et  c'est  le  cas  de  celui  des 
centres  d'oscillation.  En  général,  la  conservation  des  forces  vives  donne 
toujours  une  intégrale  première  des  différentes  équations  différentielles 
de  chaque  problème,  ce  qui  est  d'une  grande  utilité  dans  plusieurs 
occasions. 

15.  Le  second  principe  est  dû  à  Newton,  qui,  au  commencement  de 
ses  Principes  mathématiques,  démontre  que  l'état  de  repos  ou  de  mou- 
vement du  centre  de  gravité  de  plusieurs  corps  n'est  point  altéré  par 
l'action  réciproque  de  ces  corps,  quelle  qu'elle  soit;  de  sorte  (|ue  le 
centre  de  gravité  des  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une 
manière  quelconque,  soit  par  des  fils  ou  des  leviers,  ou  des  lois  d'at- 
traction, etc.,  sans  qu'il  y  ait  aucune  action  ni  aucun  obstacle  exté- 
rieur, est  toujours  en  repos  ou  se  meut  uniformément  en  ligne  droite. 

D'Alembert  a  donné  depuis  à  ce  principe  une  plus  grande  étendue, 
en  taisant  voir  que,  si  chaque  corps  est  sollicité  par  une  force  accélé- 
ratrice constante  et  qui  agisse  suivant  des  lignes  parallèles,  ou  (jui 
soit  dirigée  vers  un  point  fixe  et  agisse  en  raison  de  la  distance,  le 
centre  de  gravité  doit  décrire  la  même  courbe  que  si  les  corps  étaient 
libres;  à  quoi  l'on  peut  ajouter  que  le  mouvement  de  ce  centre  est,  eu 
général,  le  même  que  si  toutes  les  forces  des  corps,  quelles  qu'elles 
soient,  y  étaient  appliquées,  chacune  suivant  sa  propre  direction. 

Il  est  visible  que  ce  principe  sert  à  déterminer  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  indépendamment  des  mouvements  respectifs  des 
corps,  et  qu'ainsi  il  peut  toujours  fournir  trois  équations  finies  entre 
les  coordonnées  des  corps  et  le  temps,  lesquelles  seront  des  intégrales 
des  équations  différentielles  du  problème  ('  ). 

16.  Le  troisième  principe  est  beaucoup  moins  ancien  que  les  deux 

(  '  )  Il  faut  cependant  mettre  celte  restriction,  que  les  forces  qui  sollicitent  ces  corps  ne 
dépendent  pas  de  leur  position  inconnue.  (/.  Bertrand.) 
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précédents,  et  paraît  avoir  été  découvctl  cii  mémo  temps  par  Euler, 
Daniel  BeriKuiUi  ol  d'Anv,  mais  sous  des  formes  difl'érenles. 

Selon  les  deux  premiers,  ce  principe  consiste  en  ce  que,  dans  le 
mouvement  de  plusieurs  corps  autour  d'un  centre  fixe,  la  somme  des 
produits  de  la  masse  de  chaque  corps  par  sa  vitesse  de  circulation  au- 
tour du  ciMitre  et  par  sa  distance  au  mémo  centre  est  toujours  indé- 
pendante de  l'actioM  niuluellc  <]ue  les  corps  peuvent  exercer  les  uns 
sur  les  autres,  et  se  conserve  la  même  tant  (lu'il  n'v  a  aucune  action  ni 
aucun  obstacle  extérieur.  Daniel  Bernoulli  a  donné  ce  principe  dans  le 
premier  Volume  des  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin,  (|ui  a  paru  en 
I  7'|6.  et  Enicr  l'a  donné  la  même  année  dans  le  tome  1"'  de  ses  Opus- 
cules; et  c'est  aussi  le  même  problème  qui  les  y  a  conduits,  savoir  la 
recherche  du  mouvement  de  plusieurs  corps  mobiles  dans  un  tube  de 
figure  donnée  et  qui  ne  peut  (jue  tourner  autour  d'un  point  ou  centre 
fixe. 

Le  principe  de  d'Arcy,  tel  qu'il  l'a  donné  à  l'Académie  des  Sciences, 
dans  les  jW/«oiV-e*  de  1747»  ^1"'  "ont  pariniii'en  1752,  est  que  la  somme 
lies  produits  de  la  masse  de  chaque  corps  par  l'aire  que  son  rayon  vec- 
teur décrit  autour  d'un  centre  fixe  sur  1111  niéiiic  plan  de  projection  est 
toujours  proportionnelle  au  temps.  On  voit  (|uc  ce  principe  est  une 
généralisation  du  beau  théorème  de  .Newton  sur  les  aires  décrites  en 
vertu  de  forces  centripètes  quelconques;  et  pour  en  apercevoir  l'ana- 
logie ou  plutôt  l'identité  avec  celui  d'Euler  et  de  Daniel  Hernoulli.  il 
n'y  a  qu'à  considérer  (|ue  la  vitesse  de  circulation  est  exprimée  par 
l'élément  de  l'arc  circulaire  divisé  par  l'élément  du  tenijis.  cl  (iiic  le 
premier  de  ces  éléments,  multij)lié  par  la  distance  au  centre,  donne 
l'élémenl  de  l'aire  décrite  anloiir  de  (•(>  ci'nli'c;  d'oii  l'on  voil  (|uc  ce 
(Iriiiicr  luincipe  n'est  autre  chose  (jue  l'expression  dill'éi'cnlii'llc  di' 
celui  (le  d' Aicy. 

(À't  auteur  a  présenté  ensuite  son  principe  sous  une  autre  forme  (|ui 
le  rapproche  davantage  du  précédent,  cl  (lui  consiste  en  ce  (|ue  la  somme 
des  produits  des  masses  pai-  les  vitesses  cl  |»ar  les  perpendiculaires 
tirées  du  centre  sur  les  directions  du  corps  est  une  (juanlité  constante. 
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Sous  ce  point  de  vue,  il  en  a  fait  même  une  espèce  de  principe  méta- 
physique qu'il  appelle  la  conservation  de  l'action,  pour  l'opposer  ou 
pluCôtpourle  substituer  à  celui  de  la  moindre  quantité  d' action  ;  covame 
si  des  dénominations  vagues  et  arbitraires  faisaient  l'essence  des  lois 
de  la  nature  et  pouvaient,  par  quelque  vertu  secrète,  ériger  en  causes 
finales  de  simples  résultats  des  lois  connues  de  la  Mécanique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  principe  dont  il  s'agit  a  lieu  généralementpour 
tous  les  systèmes  de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une 
façon  quelconque,  soit  par  des  fils,  des  lignes  inflexibles,  des  lois  d'at- 
traction, etc.,  et  qui  sont  de  plus  sollicités  par  des  forces  quelconques 
dirigées  à  un  centre  fixe,  soit  que  le  système  soit  d'ailleurs  entière- 
ment libre,  ou  qu'il  soit  assujetti  à  se  mouvoir  autour  de  ce  même 
centre.  La  somme  des  produits  des  masses  par  les  aires  décrites  autour 
de  ce  centre  et  projetées  sur  un  plan  quelconque  est  toujours  propor- 
tionnelle au  temps;  de  sorte  que,  en  rapportant  ces  aires  à  trois  plans 
perpendiculaires  entre  eux,  on  a  trois  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  entre  le  temps  et  les  coordonnées  des  courbes  décrites  par 
les  corps;  et  c'est  proprement  dans  ces  équations  que  consiste  la 
nature  du  principe  dont  nous  venons  de  parler. 

17.  Je  viens  enfin  au  quatrième  principe,  que  j'appelle  de  Xamoirulrc 
action,  par  analogie  avec  celui  que  Maupertuis  avait  donné  sous  cette 
dénomination  et  que  les  écrits  de  plusieurs  auteurs  illustres  ont  rendu 
ensuite  si  fameux.  Ce  principe,  envisagé  analytiquemcnt,  consiste  en 
ce  que,  dans  le  mouvement  des  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les 
autres,  la  somme  des  produits  des  masses  par  les  vitesses  et  par  les 
espaces  parcourus  est  un  minimum.  L'auteur  en  a  déduit  les  lois  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière,  ainsi  que  celles  du  choc 
des  corps,  dans  deux  Mémoires  lus,  l'un  à  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  en  i']f\l\,  et  l'autre,  deux  ans  après,  à  celle  de  Berlin. 

Mais  ces  applications  sont  trop  particulières  pour  servir  à  établir 
la  vérité  d'un  principe  général;  elles  ont  d'ailleurs  quelque  chose  de 
vague  -et  d'arbitraire,  qui  ne  peut  que  rendre  incertaines  les  consé- 
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quencos  qu'on  on  pourrait  lircr  |i{iur  l'cxaclilude  même  du  principp. 
Aussi  l'on  aurait  tort,  ce  me  semble,  de  mettre  ce  principe,  présenté 
ainsi,  sur  la  même  listne  que  ceux  que  nous  venons  d'exposer.  Mais  il 
y  a  une  autre  manière  de  l'envisager,  ])lus  générale  et  plus  rigoureuse, 
et  qui  mérite  seule  l'attention  des  géomètres.  Euler  en  a  donné  la  pre- 
mière idée  à  la  tin  de  son  Traité  des  isopérimètres,  imprimé  à  Lausanne 
en  17  H.  ("'1  y  laisanl  voir  que,  dans  les  trajectoires  décrites  par  des 
forces  centrales,  l'intégrale  lie  la  vilesse  multipliée  par  Félémcnt  de  la 
courbe  fait  toujours  un  maximum  ou  un  minimum. 

Cette  propriété,  qu'Euler  avait  trouvée  dans  le  mouvement  des  corps 
isolés,  et  qui  paraissait  bornée  ;»  ces  corps,  je  l'ai  étendue,  par  le 
moven  de  la  conservation  des  forces  vives,  au  mouvement  de  tout  sys- 
tème de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quel- 
conque; et  il  en  est  résulté  ce  nouveau  principe  général,  que  la  somme 
des  produits  des  masses  par  les  intégrales  des  vitesses  multipliées  par 
les  éléments  des  espaces  parcourus  est  constamment  un  maximum  ou 
Il  II  minimum. 

Tri  est  le  principe  auquel  je  donne  ici,  quoique  improprement,  le 
nom  de  moindre  action,  et  que  je  regarde,  non  comme  un  principe 
métaphysicjuc,  mais  comme  un  résultat  simple  et  général  des  lois  de 
la  Mécani(|U('.  On  peul  voir  dans  le  (ome  II  des  Mémoires  de  Turin  (') 
l'usage  que  j'en  ai  lait  pour  résoudre  plusieurs  problèmes  dilluiles  de 
Dynamique.  Ce  principe,  combiné  avec  celui  des  forces  vives  et  déve- 
loppé suivant  les  règles  du  calcul  des  variations,  donne  (lirectement 
toutes  les  équations  nécessaires  pour  la  solution  de  chaque  problème; 
cl  (le  iii  nail  une  méthode  égaliincnl  --iiiiiilc  et  générale  |uiiir  Irailci 
les  questions  qui  concerneiil  le  mouvement  des  corps;  mais  celle  mé- 
thode n'est  elle-même  qu'un  corollaire  de  celle  (pii  fait  l'objet  de  la 
seconde  Partie  de  cet  Ouvrage  et  <|ui  a,  en  même  lcm|is.  l'avantage 
d'élre  tirée  des  premiers  [trincipes  de  la  Mécanit|iu'. 

I  '  )  OL'iuTct  (le  /.ngrange.  t.  I.  |i.  365. 
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SECTION  DEUXIÈME. 


FOr.MlLE  GENERALE  DE  LA  DYNAMIQUE  POUR  LE  MOUVEMENT  D  UN  SYSTÈME  DE  CORPS 
ANIMÉS  PAR  DES  FORCES  QUELCONQUES. 


1.  Lorsque  les  forces  qui  agissent  sur  un  système  de  corps  sont  dis- 
posées conformément  aux  lois  exposées  dans  la  première  Partie  de  ce 
Traité,  ces  forces  se  détruisent  mutuellement  et  le  système  demeure  en 
équilibre.  Mais,  quand  l'équilibre  n'a  pas  lieu,  les  corps  doivent  néces- 
sairement se  mouvoir,  en  obéissant  en  tout  ou  en  partie  à  l'action  des 
forces  qui  les  sollicitent.  La  détermination  des  mouvements  produits 
par  des  forces  données  est  l'objet  de  cette  seconde  Partie. 

Nous  y  considérerons  principalement  les  forces  accélératrices  et  re- 
tardatrices dont  l'action  est  continue,  comme  celle  de  la  gravité,  et  qui 
tendent  à  imprimer  à  chaque  instant  une  vitesse  infiniment  petite  et" 
égale  à  toutes  les  particules  de  matière. 

Quand  ces  forces  agissent  librement  et  uniformément,  elles  pro- 
duisent nécessairement  des  vitesses  qui  augmentent  comme  le  temps; 
et  l'on  peut  regarder  les  vitesses  ainsi  engendrées  dans  un  temps 
donné  comme  les  effets  les  plus  simples  de  ces  sortes  de  forces  et,  par 
conséquent,  comme  les  plus  propres  à  leur  servir  de  mesure.  Il  faut, 
dans  la  Mécanique,  prendre  les  effets  simples  des  forces  pour  connus,  • 
et  l'art  de  cette  science  consiste  uniquement  à  en  déduire  les  effets 
composés  qui  doivent  résulter  de  l'action  combinée  et  modifiée  des 
mêmes  forces. 

2.  Nous  supposerons  donc  que  l'on  connaisse,  pour  chaque  force 
accélératrice,  la  vitesse  qu'elle  est  capable  d'imprimer  à  un  mobile  en 
agissant  toujours  de  la  même  manière,  pendant  un  certain  temps  que 
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nous  prendrons  pour  l'unilo  dos  temps,  et  nous  mesurerons  Va  force 
acre  le  rai  rire  par  celle  même  vilesse,  (pii  doil  s'eslimer  par  l'espace  que 
le  mobile  pareourrail  dans  le  même  lemps  si  AU-  élait  continuée  uni- 
lormémcnl;  or  on  sait,  pai*  les  théorèmes  de  Cialilée,  que  cet  espace 
est  toujours  double  de  celui  que  le  corps  a  parcouru  réellement  par 
l'action  constanlc  de  la  force  accélératrice. 

On  peut  d'ailleurs  prendre  une  force  accélératrice  connue  pour 
l'iinitc  et  y  laiiporlci-  loules  les  autres.  Alors  il  faudra  prendre  pour 
l'unité  des  espaces  le  double  de  l'espace  que  la  inciiie  force  continuée 
également  ferait  i)arcourir  dans  le  temps  qu'on  veut  prendre  pour 
l'unité  des  lemps,  et  la  vitesse  acquise  dansée  temps  par  l'action  con- 
linue  de  la  même  force  sera  l'unité  des  vitesses.  De  cette  manière,  les 
forces,  les  espaces,  les  temps  et  les  vitesses  ne  seront  que  de  simples 
rapports,  des  quantités  inalliéinaliques  ordinaires. 

Par  exemple,  si  l'on  pierid  la  gravité  sous  la  laliliidc  île  Paris  pour 
l'unité  des  forces  accélératrices,  et  que  l'on  compte  le  temps  par  se- 
condes, on  devra  prendre  alors  30,196  pieds  de  Paris  pour  rniiilé  des 
espaces  parcourus,  parce  que  15,098  pieds  est  la  bauleui'  (Imii  mm 
corps  abandonné  à  lui-même  tombe  dans  une  seconde  sous  cette  lati- 
tude; et  l'unité  des  vitesses  sera  celle  ({n'un  corps  pesant  ac(|iiierl  en 
tombant  de  cette  hauteur. 

;i.  Ces  notions  préliniinaires  supposées,  considérons  nn  syslcnie  de 
corps,  disposés  les  uns  par  rapport  aux  autres  comuK"  un  voudra  et 
animés  par  des  forces  accélératrices  quelconques. 

Soil  m  la  masse  de  riiii  (jiie!coii(|iic  de  ces  corps,  regardé  comme  un 
point;  rapportons,  pour  la  plus  grande  simplicité,  à  trois  coordonnées 
rectangles  .i-,  }',  r  la  posilion  absolue  du  même  corps  au  bout  d'un 
temps  quelconque!  /.  Os  cooi'données  sont  supposées  lonjonis  paral- 
lides  à  trois  axes  fixes  dans  l'esjjace.  et  qui  se  cou|)ent  perpendiculai- 
renieiil  dans  un  point  noniiiie  \'<iri^inr  des  nHinloiiiièes :  elles  expri- 
nienl,  |iar  c(iiisc(|iieiil.  les  distances  recliligncs  du  coi|i>  ii  |r{H>  plan> 
passant  par  les  mêmes  axes. 
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Ainsi,  à  cause  de  la  perpendicularité  de  ces  plans,  les  coordonnées 
ce,  y,  z-  représentent  les  espaces  par  lesquels  le  corps  en  monvenient 
s'éloigne  des  mêmes  plans;  par  conséquent, 

dx        cl  y        dz 
~di'      777'      ITt 

représenteront  les  vitesses  que  ce  corps  a  dans  un  instant  quelconque 
pour  s'éloigner  de  chacun  de  ces  plans-là  et  se  mouvoir  suivant  le 
prolongement  des  coordonnées  ce,  y,  z;  et  ces  vitesses,  si  le  corps  était 
ensuite  abandonné  à  lui-même,  demeureraient  constantes  dans  les 
instants  suivants,  par  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  du 
mouvement. 

IMais,  par  la  liaison  des  corps  et  par  l'action  des  forces  accélératrices 
qui  les  sollicitent,  ces  vitesses  prennent,  pendant  l'instant  di,  les  ac- 
croissements 

,dx         ,dy         ,dz 

d-ri     d  -7-)     c( -=- 

dt  dt  dt 

qu'il  s'agit  de  déterminer.  On  peut  regarder  ces  accroissements  comme 
<le  nouvelles  vitesses  imprimées  à  chaque  corps,  et,  en  les  divisant  par 
di,  on  aura  la  mesure  des  forces  accélératrices  employées  immédiate- 
ment à  les  produire;  car,  quelque  variable  que  puisse  être  l'action 
(l'une  force,  on  peut  toujours,  par  la  nature  du  Calcul  ditlérentiel,  la 
regarder  comme  constante  pendant  un  temps  infiniment  petit,  et  la 
vitesse  engendrée  par  cette  force  est  alors  proportionnelle  à  la  force 
mullipliée  par  le  temps;  par  conséquent,  la  force  elle-même  sera  ex- 
primée par  la  vitesse  divisée  par  le  temps. 

En  prenant  l'élément  dt  du  temps  pour  constant,  les  forces  accélé- 
ratrices dont  il  s'agit  seront  exprimées  par 

d^x        d\Y        d'z 

7/F'    ~Tr-'    W-' 

et,  en  multipliant  ces  forces  par  la  masse  m  du  corps  sur  lequel  elles 
agissent,  on  aura 

d-  X  d-  Y  d' z 

dl-  dt-  dt^ 

XI.  34 
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pour  les  forces  employées  imméiliateiiieiil  à  mouvoir  le  corps  m  pcii- 
(laul  le  temps  </l,  parallèlenieiil  aux  axes  des  conrdounées  .v,  r,  z.  On 
rei^ardera  donc  cliacjue  eorps  ni  du  syslème  couinie  [)oussé  par  de 
pareilles  forces;  par  conséquent,  toutes  ces  forces  devront  être  équiva- 
Iculcs  il  c(dles  dont  oii  suppose  (|ue  le  systi'iue  est  soiiicilé,  cl  dont 
l'action  est  modifiée  pai'  la  nature  même  du  sysli'Mic:  et  il  faudra  (|ne 
1,1  ^uiiiinc  dr  Irurs ///o//;r7//.v  soil  toujours  éj^ale  il  la  soninic  des /;/o///r///.v 
de  ((dlcs-ci,  |Kir  le  lliéorèiue  donne  dans  la  première  Partie  (Sect.  II, 
art.  I.")). 

1.   Nous  emploierons  dans   la  snili'   la   caractéristique   (ir<linaire  d 

pdiir  représenter  les  dilTérenti elles  rcdatives  au  leinps,  et  nous  denote- 

iiois  les  variations  (|ui  expiiinenl  les  vitesses  virtuelles  |iar  la  caracté- 

listuiue  0,  comme  nous  lavons  déjii  l'ail  dans  (|ii(d(|ues  problèmes  de  la 

première  Partie. 

Ainsi  l'on  aura 

d-jc  ^  d-  Y  ^  d'-z  ^ 

"'^"•"-^    "^di^"^''    '''-dr-'' 

pour  les  nioiuents  des  forces 

d'-x  d'-y  d'z 

"'dF'     '''lui'     '"^ 

qui  agissent  suivant  les  coordonnées  v,  y,  :■  et  tendent  ii  les  aup;- 
menter;  la  somme  de  leurs  moments  pourra  donc  être  représentée  par 

la  formule 

S/d^.r  ^  d-v  ,      .    d'z  ^  \ 

''\-dF°-'-^7ÎJ^^-''--dïi''')' 

en  supposant  (|iie  le  silène  d'inlégratiou  [^  s'étende  ;i  tous  les  corps  du 
système. 

."i.  Siiienl  inainlmanl  I',  tj,  H.  ■..  les  l'iu'ces  accidcial  l'icc»  données. 
(|ni  sollii'ilenl  idia(|iie  coips  ni  i\\\  s\>li'nie  \eis  les  cenlies  ;inX(|nels 
ces  forces  son!  supposées  tendre;  el  soient  /',  '/.  /'.  ...  les  distances 
reclilijjnes  di;  (diai:nn  de  ces  cor|)s  aux  inéines  centres.  Les  dilleren- 
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tielles  op,  8q,  8r,  . . .  représenteront  les  variations  des  lignes/?,  q,  r,  . . . 
provenantes  des  variations  8x,  âv,  oz  des  coordonnées  j;,  y,  z  du 
corps  m;  mais,  comme  les  forces  P,  Q,  R,  ...  sont  censées  tendre  à 
diminuer  ces  lignes,  leurs  vitesses  virtuelles  doivent  être  représentées 
par  —Sp,  —8q,  —S/',  ...  (Part,  f,  Sect.  II,  art.  3);  donc  les  moments 
des  forces  mP,  niQ,  mR,  ...  seront  exprimés  par  —  mPcp,  —  mQ^q, 
—  mRo/-,  ...,  et  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces  sera 
représentée  par 

—  J^m(P  a/?  +  Q  07  +  R  o>  +  ...). 

Egalant  donc  cette  somme  à  celle  de  l'article  précédent,  on  aura 


S 


d'à:  ^  d'y  .  d- z 


et,  transposant  le  second  membre. 

C'est  la  formule  générale  de  la  Dynamique  pour  le  mouvement  d'un 
système  quelconque  de  corps. 

G.   il  est  visible  que  celle  formule  ne  diU'èro  de  la  formule  générale 
de  la  Statique,  donnée  dans  la  première  Partie  (Sect.  II),  que  par  les 

termes  dus  aux  forces  m -7-7,  m-^-,  "^  7//Î  fl>ii  P''oduisent  l'accéléra- 
tion du  corps  m  suivant  les  prolongements  des  trois  coordonnées  .r, 
V,  z.  En  etfet,  nous  avons  vu  dans  la  Section  précédente  (art.  il)  que 
ces  forces,  étant  prises  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  étant  regardées 
comme  tendantes  à  diminuer  les  lignes  r,  t,  z,  doivent  faire  équilibre 
aux  forces  actuelles  P,  Q,  R,  ...,  qui  sont  supposées  agir  pour  dimi- 
nuer les  lignes/^,  q,  r,  ...;  de  sorte  qu'il  n'y  a  (]u'à  ajouter  aux  moments 

de  ces  dernières  forces  ceux  des  forces  mVr'  m -Vt'  m'-r^'  pour 

dl-  dl'-  dl-      ' 

chacun  des  corps  m,  pour  passer  tout  d'un  coup  des  conditions  de 
l'équilibre  aux  propriétés  du  mouvement  (Part.  I,  Sect.  II,  art.  4). 


•268  MÉCANIQUE  ANM.VTIOIF.. 

7.  r,es  monics  règles  qiio  ikius  avons  domu't's  dans  la  prprnii'rc 
Partie  i  Sect.  Il),  pour  le  développement  de  l.i  l'iutniile  i,'énérale  de  la 
Stali(|ne.  >'ap[)li(iiitM'ntil  donc  anssi  à  la  lornmic  L,'én('Tal('  de  la  Dyna- 
nii(|n('. 

Il  landra  senicnuMit  oitsciver  : 

i"  Qnc  les  dill'érences  (|U('  nous  avions  marquées  par  la  caractéris- 
liqnc  oiilinairc  r/,  |ionr  représenter  les  variations,  seront  toujours  mar- 
quées dorénavant  par  la  earactérisli(|ne  o; 

2"  Que  la  caractéristique  d  sera  toujours  relative  an  temps/,  ainsi 
que  la  caractéristique  correspondante  /  pour  les  intégrations,  excepté 
dans  les  différences  partielles,  oi'i  il  est  indilTérent  (pielle  caractéris- 
tique on  y  em|il()ie; 

3°  Que,  pour  reprcsenler  les  éléments  d'une  courbe  ou  dune  sur- 
face, ou,  en  général,  d'un  système  composé  d'une  infinité  de  parti- 
cules, on  emploiera  la  caractéristique  D,  (pii  lepond  ii  la  caracléris- 
ti(|ue  intégrale  ^.  Ainsi,  li)rs(|u'on  voudra  étendre  au  nmuvement  les 
lormiiles  ipie  nous  avons  données  |)(ini'  l'eiiuililire,  dans  la  premii're 
i'arlie  Sect.  V,  (lliap.  III  et  IV  ,  il  faudra  changer  paitonl  la  caracté- 
ristique (l  en  I).  pour  avoir  l'expression  de  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  loices. 

M.  I,ors(jue  le  mouvement  se  fait  dans  un  milieu  résistant,  on  peut 
regarder  la  résistance  i\\\  milieu  comme  une  force  (jui  agit  eu  sens  con- 
traire de  la  directimi  du  corps  et  (|iii  peut.  j»ar  consé{|uciil,  être  sup- 
posée tendante  à  un  jjoint  de  la  tangente. 

Supposons  (|ne  la  résistance  soit  U;  pour  avoir  son  momeni  —  li  c/ . 
il  n'\  a  (|n'à  considérer  (|n"on  a,  en  général. 


/,  ///,  //  étant  les  coordonnées  dn  centre  de  la  force  i{  ;  donc 

,r  —  /  ^  Y  —  m  ^  :■  -  -  n  ^ 

or  = 0.1-  H-  ^ ov  H- —  oz. 

r  r        -  r 

Prenons  le  centre  de  la  force  H  dans  la  tangente  de  la  .-nui  lie  décrite 
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par  le  corps  et  très  près  de  lui  ;  on  fera,  pour  cela, 

a;  —  / 1=  dj\  y  —  //(  ^=  dy,          z  —  n  ^  ilz, 
ce  qui  donnera,  en  prenant  ds  pour  l'élément  de  la  courbe, 

X  —  l        dj'  y  —  m        dy            z  —  /;  dz 

r            ds  r             ds                r           ds 

et,  par  conséquent, 


d.r 

dy 

dz 

ds 

0.V 

+ 

ds 

oy 

■+- 

Ts 

oz, 

Si  le  milieu  résistant  était  en  mouvement,  il  faudrait  composer  ce 
mouvement  avec  celui  du  corps  pour  avoir  la  direction  de  la  force  de 
résistance.  Nommons  (/t.,  r/Ji,  r/y  les  petits  espaces  (|ue  le  milieu  par- 
court parallèlement  aux  axes  des  coordonnées  ic,r,  z-,  pendant  que  le 
corps  décrit  l'espace  ds;  il  n'y  aura  qu'à  retrancher  ces  quantités  de 
d.r,  dy,  dz  pour  avoir  les  mouvements  relatifs;  et,  comme 


ds  =  y/(/a.''^  H-  dy^  -i-  dz- , 

si  l'on  fait 

dcx  =  v/( d.c  —  dxr--h(dy—  f/|3  f'+(  dz  —  dy  ) - , 
on  aura,  dans  ce  cas, 

d.r  —  dy.  ^  dy  —  f/3  ^  dz  —  (h  ^ 

or  =  :; ox  H = — oy  H ^ '-  oz. 

an  (Il         -  (la 

A  l'égard  de  la  résistance  R,  elle  est  ordinairement  une  fonction  de 
ds 

la  vitesse  -j\  mais,  dans  le  cas  où  le  milieu  est  en  mouvement,  elle  sera 
fonction  de  la  vitesse  relative  -,  • 

al 

De  cette  manière,  on  pourra  appli(juer  nos  formules  générales  aux 
mouvements  qui  se  font  dans  des  milieux  résistants,  sans  avoir  besoin 
d'aucune  considération  particulière  à  ces  sortes  de  mouvements. 

9.  Il  est  important  de  remarquer  que  l'expression 

d-jc'i.v  +  d'-yoy  +  d'^ZQZ, 
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par  l;u|uellt'  la  formiilc  jii-iu'ialc  de  la  l)\  ii4^iiiii|iic  diiïi'ro  do  ci'llc  do  la 

Staliniio    art.  .V,  csl   iiidcpciKhmto  de  la  |Misili(iii  t\{'<.  axes  dos  coor- 

doiiiit'os  .r.  1-,  :■. 

Car,  ^ii]i|iiiNons  (jiia   la   |dac('  do  ros  CDdiiloiiiiocs  (iii  siili--l  1 1  uc  daii- 

liTs  (•(Kirdninii'cs  rcr|;iii<r|os  .r',  v\  :■   ([Ui  airnl    la   ini'iiir  nii^iino,  mai.-; 

(|iii  so  rappiirloiil  ;i  d'aiilros  axos.  Par  les  juriniilrs  dr  la   lr.iii>r(ii  iiia- 

liiiii   des   ((HirdiHiiioi's .    ddiiiioos  dans    la    |irciiiH'rc    l'arlio      Socl.    111. 

art.    II)).  (III  a 

j"  =  «.r'  +  p  y'  -+■  y  z', 

z  =  a'.r'-^-^'r'-hy'z'. 

Dilloroiilioiis  cos  oxiirossioiis  do  a,  y,  z,  on  y  n^uanlaiil  Imis  los  cuot'li- 
cients  a,  |3,y,  a',  ...  ooinnio  constants  ol  los  iionvidlos  lourdoniiôes  a-', 
y',  z'  coniiiio  soiilos  variablos,  on  aura 

(r-.v=zaL  ct-x'-h^  (l-y+y  d'z', 
cr-r  =  a'  d'-x'+  P'  d'-y'+  y'd'-z\ 
,t'z  -:  y:d'x'+  (3V-/-+-  y'il'-z'. 

( )n  aura  do  niouio 

ox=oL  ô.r'+  (3  à/+7  ôs', 

àz  —  a"ôx'-f-  ^'ày+  y'oz'. 

Subslituanl  cos  valeurs  of   ayant  ô^ard   aux   oi|natioiis   do   o(Hiilili(in 

données  dans  l'artiido  oito,  outre  los  enolliiienls  a,  !i,  y.  3'- on 

aura 

d'-x  dx  +  d\r  ôr  -h  d'-zdz  =  d'x'ox'-h  d\r'ày'-¥-  d'z'oz'. 

Si  l'on  l'ait  les  moines  sLilistitiilions  dans  l'exiirossion  dos  dislamos 
roolilij^nos  oiilro  los  difl'éronls  oorps  du  systi'iiio,  ro|irosent(''os  |iar  p, 

(| il  est  facile  do  voir  (|iio  les  (|  nanti  tes  a,  [iJ,  y.  x'.  ...  dispaia  liront 

(''fçaleiiieiil  et  (|ne  les  liaiisl'tirmoos  oonsorveroiil  la  moine  lorme.  I!n 
elle!  ,  on  a 

V  -  s(-''  —  X  r  -I-  (j-  —  y  ;'  -t-  ^ î  -^TT' , 

•r,  Y,  z  olaiil  les  cooidoniieos  d  un  loiii^  ///  et  \,  v.  /.  celles  d'un  aulie 
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corps  m  rapportées  aux  mêmes  axes.  Par  le  changement  des  axes,  les 
premières  deviennent  x' ,  y',  -',  et,  si  l'on  désigne  par  x',  y',  z'  ce  que 
les  dernières  deviennent,  on  aura  aussi 

x=:  !x\'  -+-  py'  -t-yz', 

z=zx"\'-i-P>"y'-h/z'. 

Sub;5tituant  et  ayant  égard  aux  mêmes  équations  de  condition,  on 
aura 


et  ainsi  des  quantités  analogues  q,  r, 

10.  11  s'ensuit  de  là  que,  si  le  système  n'est  animé  que  par  des  forces 
intérieures  P,  Q,  ...  proportionnelles  à  des  fonctions  quelconques 
lies  distances  p,  q,  ...  entre  les  corps,  et  que  les  conditions  du  système 
ne  dépendent  que  de  la  disj)Osition  mutuelle  des  corps,  de  manière  que 
les  équations  de  condition  ne  soient  qu'entre  les  différentes  lignes  p, 
(|,  ...,  la  formule  générale  de  la  Dynamique  (art.  5)  sera  la  même  pour 
les  coordonnées  transformées  ce',  y',  z'  que  pour  les  coordonnées  pri- 
mitives ce,  y,  z.  Donc,  après  avoir  trouvé,  par  l'intégration  des  diffé- 
rentes équations  déduites  de  cette  formule,  les  valeurs  des  coordon- 
nées x,  y,  z  de  chaque  corps  m,  exprimées  en  temps,  si  l'on  prend  ces 
valeurs  pour  .r,  y',  z',  on  aura,  pour  les  coordonnées  x,y,  z,  ces  va- 
leurs plus  générales 

j-=  X  j:'-{-  (3  j'-h  y  s', 

z  =x"x'-h^"/-\-y"z', 

dans  lesquelles  les  neuf  coefficients  a,  p,  y,  . . .  renferment  trois  quan- 
tités indéterminées,  puisqu'il  n'y  a  entre  elles  que  six  équations  de 
condition. 

Si  les  valeurs  de  cr',  y',  z  renferment  toutes  les  constantes  arbi- 
traires nécessaires  pour  compléter  les  dififérentes  intégrales,  les  trois 
indéterminées  dont  il  s'agit  se  fondront  dans  ces  mêmes  constantes 


1-1  \\VA.\\\()\  V.    WM.^TIorF,. 

jirliitiiiiics;  mais  elles  pourront  suppléer  celles  (|iii  iiiaii(|UPr;iienl.  cl 
iliiiil  le  défaut  remirail  Lfsnlulion  iiie(iiii|ili'le.  Ainsi,  au  moyen  de  ees 
lidis  nouvelles  arhilraifes  (|u'on  peiil  introduire  à  la  lin  du  calcul,  on 
sera  libre  de  supposer  nulles  ou  égales  :i  des  ciuanlilés  délerminées 
autant  d'autres  constantes  arbitraires,  ce  ijui  servira  souvent  à  facililei- 
et  simplilier  le  calcul. 

I  I.  (Jii(ii(|n"on  |)uisse  toujours  calculer  les  ell'ets  île  l'iinpulsi(iu  et 
di'  la  pciciission  comme  ceux  des  forces  accélératrices,  ccpenilaut,  lors- 
(|u'on  ne  ilfinanile  (|ue  la  vitesse  totale  imprimée,  on  |miiI  se  dispenser 
de  i-onsidcrer  ses  accroissements  successifs;  et  l'on  peut,  tout  de  suite, 
ic'jiarder  les  forces  d'impulsion  cemme  é(|uivab'ntes  aux  iniuivetuents 
impiiinés. 

Soient  donc  1*.  O,  H,  ...  les  forces  d'impulsion  applirjuées  à  un  coi|»s 
(|uidc(in(|iie  Ml  (In  systl'mc,  suivant  les  lignes/;.  </,  r.  ...:  su|)posons  que 
la  vitesse  iinpiiiuec  ii  ce  coi'|>s  soit  décomposée  en  trois  vitesses  re|ire- 
sentées  par.a-,  r,  z,  suivant  les  directions  des  axes  des  coonlunnces  .»-, 
V,  ;,  on  aura,  comn)e  dans  l'aitide  ."j,  en  cliangeant  les  foices  accélé- 
ratrices ^-t4-'  ^'  '-ni  dans  les  vitesses  a-,  y,  z,  l'équation  générale 

al'      al       (II-  ■  '  ^ 

[>«^in  (  ./■  o.r  -+-  r  6)-  -H  c  oc  1  -+-  ^  (  P  op  -(-  0  07  +  R  o/-  -f-  .  .  .  )  =^  O. 

dette  équation  doniieia  autant  d'e(|uatioMs  particiilii'res  qu'il  y  restera 
de  variai iiiiis  indépendantes  après  avoir  réduit  toutes  les  variations 
iiiarquces  par  0  au  plus  |)elit  ninnlii'c  possible,  d'apirs  les  condilions 
du  système. 
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SECTION  TROISIÈME. 


PROPRIETES  GENERALES  Dl    MOUVEMENT   DEDLITES  DE  LA  FORMULE  PRECEDENTE. 


1.  Considérons  nn  système  de  corps  disposés  les  nus  par  lappoii 
anx  antres  et  liés  ensemble  comme  l'on  voudra,  mais  sans  qu'il  y  ait 
aucun  point  ou  obstacle  fixe  qui  gène  leur  mouvement;  il  est  évident 
([ue,  dans  ce  cas,  les  conditions  du  système  ne  peuvent  dépendre  que 
de  la  position  respective  des  corps  entre  eux;  par  conséquent,  les 
équations  de  condition  ne  pourront  contenir  d'autres  fonctions  des 
coordonnées  que  les  expressions  des  distances  mutuelles  des  corps. 
Cette  considération  Iburuit,  pour  le  mouvement  d'un  système,  des 
équations  générales  indépendantes  de  la  nature  du  système  et  ana- 
logues à  celles  qne  nous  avons  trouvées  pour  l'équilibre  dans  la  pre- 
mière Partie  (Sect.  III,  §  I). 

^  I.    —    Propriétés  re/a/nes  an  centre  de  grmitè. 

2.  Soient  ;r',  v',  z'  les  coordonnées  d'un  coriis  quelcon(|ue  dclcr- 
miné  du  système,  tandis  que  .r,  v-,  z  représentent,  en  général,  les 
coordonnées  d'un  autre  corps  quelconque.  Faisons,  ce  qui  est  toujours 

permis, 

a?  =  .i-'-t-£,         >'=j'-l-'0,         -  =  ;'-hC; 

il  est  visible  que  les  quantités  .r',   y',  z'  n'entreront  point  dans  les 

expressions  des  distances  mutuelles  des  corps,  mais  que  ces  distances 

ne  dépendront  que  des  différentes  quantités  H,  rj,  'L  qui  expriment  pro- 

XI.  35 
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|ii'('nionl  les  coordonnées  des  dillrrcnts  corps,  l'apportés  à  cchii  ipii 
répond  à  j',  y  ,  z' ;  par  consécjiicnl,  les  équations  do  condition  du 
système  seront  entre  les  seules  variables  H,  y;,  Z  et  ne  rcnreriMerinit 
piiinl  .«•',  y',  :■'. 

Donc,  si  dans  la  ruiniiilc  i^énéralc  di'  la  I)ynanii(Hie  i  Sec(.  !l,  art.  ."> 
on  fédiiil  liiiilrs  les  varialions  ii  O-r,  cv,  cz  et  (pTon  siiii>liliic,  pour  o.r, 
ov,  or,  Icnrs  valeurs  ox' -h  o^,  cy' -h  or^,  o:' -h  cZ,  les  varialions  c.r', 
or',  cz'  scroni  indépendantes  de  toutes  les  antres  et  arbitraires  en 
(dies-mèmes;  ainsi,  il  faudra  égaler  séparément  ;i  zéro  la  totalité  des 
ternies  aflectés  de  chaiimc  de  ces  variations,  ce  qui  donnera  (rois 
équations  générales  et  indépendantes  de  la  constitution  parlicnlii-re 
du  système. 

Les  forces  inlerienrcs  pai'  lesipudles  les  corps  pourraient  agir  les 

uns  sur  les  autres,  et  que  nous  dénotons  par  P,  O ■ouiuie  dans 

la  première  Partie  (Sect.  Il,  art.  2  ,  n'entreront  point  dans  ces  équa- 
tions, parce  (|IH'.  les  distances  nuit  iiel les  />,  c/,  ...  élaiil  indépendante^ 
de  .t',  V  ,  z' ,  ii's  varialions  if),  oy,  ....  relatives  ii  ces  variables,  seront 

nulle-;. 

\  l'égard  des  forces  extérieures  !*,  Q,  |{ si  on  les  réduit  aux 

trois  forces  X,  V,  Z,  dirigées  suivant  les  coordonnées  .r,  v,  c  et  ten- 
dantes à  les  diminuer,  d'après  les  formules  données  dans  la  première 
i'arlie  i  Sccl.  \,  C.liap.  i  ),  on  a 

V  o/>  -+-  Q  07  +  R  0/'  -h  . . .  :=  X  o.r  H-  Y  0  »•  h-  Z  oz, 

et  la  formule  générale  devient 

S  "■  (S  -  V  ^-  ^  s  "■  (*  -  ')  '■'■  *  s  ■"  (M  -  '•)  '' = ■■• 

la(|uel|e,  en  n'ayant  ('•i:ai(l  qu'aux  variations  or',  ov',  oz'.  (]ui  sont  indé- 
pendantes (le  Imites  les  aiilres,  dunnei'a 
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d'où  l'on  tire  sur-le-thanip  ces  trois  éqiuitions 


■n:\ 


m 


cW 


•X)=o, 


V    =0, 


S(d-y 
•"  \-dë- 

lesquelles  auront  toujours   lieu   dans  le   mouveuieut    d'un    système 
(|uelconque  de  corps,  lorsque  le  système  est  entièreuieuL  libre. 

3.  Supposons  maintenant  que  le  corps  auquel  répondent  les  coor- 
données a:-',  v',  ^'soit  placé  dans  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système. 
On  aura,  par  les  propriétés  connues  de  ce  centre  (Part.  I,  Sect.  III, 
>^  IV),  les  é()nations 

[s|m4  =  o,         [>^mïj  =  o,        [s^  111^  =  0, 

lesquelles,  en  dilTérentiant  par  rapport  à  /,  donneront  celles-ci  : 

dl'  '  O       dt'  '  O      dl- 

Donc  on  aura 

Sd-.r         n        d-.r'         d'^.r'  n 
"1  —Tir  =^  N  ni  — ; —  =      ,  ,    V  m, 
dt~         kJ        dt-  dl'    o 

parce  que  .i',  ayant  la  même  valeur  pour  tous  les  corps,  est  indépen- 
dante du  signe  ^;  on  aura  pareillement 

S      d'y      d^r'n  n      d'-z       d'z' r^ 

m  — rf  =  —TT  s  m.  V  ni  -r-r  =  — rr  S  ni- 

de-  dt-  U     '  O       di-         dt-  O 

Ainsi  les  trois  éijuations  de  l'ailicle  précédent  prendront  cette  l'orme 
plus  simple  : 

^*^n,  +  *^m\=o, 


dt 

d\r' 
~dï 


^Sm+SmY  =  o, 


In 


^S'"-^S-^=- 
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<]es  (''(iiKitioii-i  serviront  à  tli'lcriiiim'i'  le  iiioiivcmi'iit  du  l'ciilic  de 
gravité  do  tous  les  corps,  iiidéptMidamiiiciit  du  rnouvciiu'iit  pailHiilii-r 
de  cliaciiii  d'eux;  et.  coinnie  les  valeurs  de  J^mX,  S'"^-  S'"'^  '"'  ''*'"" 
(eriiieiil  point  les  l'or'ces  intérieures  du  sysli'ine,  le  niouvenieul  do  ce 
cenlre  ne  dépendra  [loinl  de  l'action  niutiielle  ([lie  les  corps  peuvent 
exercer  les  uns  sur  les  autres,  mais  seulement  des  forces  accélératrices 
ijoi  solliiilent  elia(|ue  corps,  (l'est  en  (|noi  consiste  le  principe  général 
(le  la  coiiscinilioii  du  inotnc/iicnl  du  rcnlrc  de  gravité. 

O  piini-ipe  sulisiste  aussi  dans  le  cas  où  les  corps,  dans  leni-s  mou- 
vements, viendraient  à  se  cliocjuer;  cai'.  de  i|iiel(iue  nature  que  soient 
les  corps,  on  peut  toujours  imaginer  que  leur  action  dans  le  choc  se 
fasse  par  le  moyen  d'un  ressort  interposé  entre  les  corps  et  qui,  apri-s 
la  c{)m|)ressi()ii,  tende  à  se  rétablir  ou  non  suivant  que  les  corps  seront 
élasti(|ues  (Ml  non.  De  cette  manière,  l'eirel  du  choc  sera  le  produit  (h; 
forces  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  désignées  par  P,  (J,  ..., 
ol  qui  disparaissent  dans  la  formule  générale  (art.  2). 

1.  On  voit,  au  reste,  que  les  équations  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  sont  les  mêmes  que  celles  du  mouvement  d'un  seul  corps  i\\\\ 
serait  animé  ii  la  fois  par  toutes  les  forces  accélératrices  qui  agissent 
sur  les  différents  corps  du  système.  Kn  elfet.  si  l'on  conçoit  que  tous 
ces  corps  soient  réunis  en  un  |)()inl  (pii  ic[Kiiide  aux  cooidonnées  x' , 
y' ,  z',  on  a  alors,  dans  la  formule  générale, 

et,  égalant  à  zéro  la  totalité  des  termes  affectés  de  chacune  des  trois 
vai'iations  o.r',  oy',  o:-',  on  aui'a  les  mêmes  é(jnatinns  que  ci-dessus. 
De  là  résulte  ce  théorème  généial  : 

Le  moiwcmcnl  du  cenlre  de  gravite  d'un  système  Ithre  de  corps,  disposés, 
les  uns  par  rapport  dur  autres,  comme  l'on  coudra,  est  toujours  le  même 
que  si  les  corps  étaient  tous  réunis  dans  un  seul  point  et  ipien  même  tetnps 
chacun  d'eux  fût  animé  des  mêmes  forces  accélératrices  (pie  dans  leur  état 
naturel. 
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5.  Ce  théorème  a  encore  lieu  lorsque  les  corps  qui  composent  un 
système  libre  ne  reçoivent  que  des  impulsions  quelconques;  car,  ou 
substituant,  dans  l'équation  de  l'article  11  de  la  Section  précédente, 
ojc'  -+-  0^,  oy' -{-  o-f],  Sz'  -h  c'C  à  la  place  de  Sa?,  Sy,  oz,  et  réduisant  les 
forces  P,  Q,  R,  .. .  aux  forces  X,  Y,  Z,  on  prouvera,  comme  dans  l'ar- 
ticle 2,  que  les  variations  ox',  oy',  o:' doivent  demeurer  arbitraires,  ce 
qui  donnera  les  trois  équations 

^(m.r +  X)=o,         [|^(mj  + Y)  =  o,         [s|  (  m  ; -h  Z)  =  o. 

Or,  si  l'on  rapporte  les  coordonnées  ;r',  y',  z'  au  centre  de  gravité  du 
système,  on  a,  par  les  propriétés  de  ce  centre. 

Donc  aussi,  en  différentiant  relativement  à  /,  et  faisant 

do:  =:  X  dl,         dy  ^  y  dt,         dz  z^  z  dt, 
dx'=:a:'dt,         dy'  =  y'dt,         dz' =  z' di, 

on  aura 

-'S'"=S'»-'    /Sm^s-"/'     ^'S'"=S'"^ 

et,  par  conséquent, 

x'Sm  +  s^=°.     /S'"  +  Sy=o.     i'S-+S^=°' 

ce  qui  fait  voir  que  les  vitesses  x',  y',  z'  imprimées  au  centre  de  gra- 
vité sont  les  mêmes  que  si  tous  les  corps,  étant  réunis  dans  ce  centre, 
recevaient  à  la  fois  les  impulsions  X,  Y,  Z. 

6.  La  formule  générale  (art.  2),  aprè^i  la  substitution  oa'-f-o;, 
oy '+ ovj,  oz'-h^'C  à  la  place  de  ox,  cy,  ùz  et  l'évanouissement  des 
termes  affectés  de  8x',  oy',  ^z',  se  réduira  à 


i7«  MECAN I o r I-:  \  \  \  I  ^  T I (j I  i:. 

SiibsliliKinl  .ï-'-hH,  .v'-f-r,,  :■'  +  '!  pour  r,  r.  r  dans  les  (liUrrcii- 
licllcs  </-.i-.  (/-y,  (/■:,  et  liùsaill  sortir  liors  <lii  slj;iic  V^  les  (lillcrcii- 
liflli's  r/-.r',  (/- v',  (/-:■',  les  (ci'mcs  aU'ectrs  do  ces  (lillcrciilicllcs  seront 

Mais,  en  rapportaiil  an  centre  de  ;;iavité  les  coordonnées  .r',  v',  ::',  on 
a  (art.  ;{) 

lionc  aiis>i.  en  dillerenliant  par  o,  on  ania 

^nio;"0,  Ji^nior,  =  o,  S^  m  o^  =  o, 

ce  (|ni  fait  évanouir  les  termes  dnni  il  s'aiiil. 
Ainsi  la  loriiiule  générale  se  reilnira  a 

qui  es!  toiil  ;i  l'ail  seinlilalile  ;i  la  |irernii're  Coi'tnnle.  les  coordunni'-i's  .r. 
V,  ::,  dont  l'origine  est  li\e  dans  iespacc,  étant  cliaiigees  en  ;,  r,.  1. 
lionl  l'origine  est  an  centre  de  gravité. 

On  peut  conilnre  de  la  '  .  en  général.  (]ne,  dans  nn  svstt'nie  lihre. 
on  aura,  jiar  ra|ipiHl  an  centre  de  gravité,  les  mêmes  é(|nations  et  le^ 
mêmes  propriétés  (|iir  par  ra[)port  ;i  un  point  ti\e  lioi^  du  s_\>li'me. 

_^   II.    —    l'ropru'tcs  nlalncs  <iiiv  (tires. 

7.  C.on-iidi'rons  maintenanl  li'  mouNcnient  du  s\  ^li'inc  autour  d'un 
ponil  iixe,  et  supposons  (|u"il  soil  cntii'rcnn'ut  liltic  de  louruei-  eu  ton! 

(  '  )  Celle  eoncliisioii  csl  li-op  al)b'oIuo.  L'é(|iM;iiiii  iliUeroiitii'IU'  ipii  lie  \.  r,.  ^  esl,  en  elTel, 
do  niOmc  forme  que  colle  (jui  lie  .'•,.),  z\  mais  les  forces  X,  V,  Z  n'aiiroiil  pas  dos  expres- 
sions (lo  môme  forme  par  rapporl  aux  deux  syslômes  do  variables.  Ainsi,  par  exemple,  si 
l'on  ennsidcrn  deux  poiiils  <|ui  s'allirciil  uiutuolleinenl  ave('  une  force  n^ciprocpieuienl  pro- 
pDiliiiiiiU'llo  a\i  carré  de  la  dislance,  ils  d(''iiiri)nl  des  ellipses  par  rapport  aux  axes  nioliilcs 
passanl  par  lo  centre  de  },'ra\iU'.  l'.ir  lappoi-l  à  des  axes  lixes,  les  trajectoiros  seraienl 
beaucoup  plus  complii|uées.  (J.  lit'rlroiii(.\ 
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sens  autour  de  ce  point.  En  faisant  abstraction  des  mouvements  res- 
pectifs des  corps  du  système  les  uns  à  l'éijard  des  autres,  la  rotation 
autour  de  chacun  des  trois  axes  des  œ,  y,  :■  fournira,  comme  on  l'a  vu 
dans  la  première  Partie  (Sect.  III,  art.  8),  les  expressions  suivantes 
des  variations  o-r,  or,  cz, 

dx  ^  z  O'ji  —  y  oo,  oy  =  .r  oo  —  -  o'h,  os  ^=  y  d'h  —  r  ôo), 

dans  lesquelles  oç-,  oco,  o|/  sont  les  rotations  élémentaires  par  rapport 
aux  trois  axes  des  z,  y,  œ,  qui  doivent  demeurer  arbitraires. 

Ces  expressions  sont  générales  pour  les  variations  des  coordonnées 
de  tous  les  corps  du  système,  et  il  ne  s'agira  que  de  les  substituer  dans 
la  formule  de  l'article  5  de  la  Section  précédente,  après  avoir  rédui( 
toutes  les  variations  à  ox,  oy,  oz,  et  d'égaler  ensuite  à  zéro  séparément 
les  quantités  affectées  des  trois  indétiwminées  go,  oco,  S'i^i. 

On  trouvera  d'abord,  comme  dans  l'aiticlc  ii(é  de  la  première  I';irlir, 
que  la  variation  op  devient  nulle,  et  qu'ainsi  les  termes  dus  aux  forces 
intérieures  P  du  système,  ne  renfermant  point  les  variations  oo,  om,  c|, 
ne  donneront  rien  dans  les  équations  dont  il  s'agit.  On  trouve  aussi, 
comme  on  l'a  vu  dans  le  même  article,  que  la  variation  c/)  est  nulle 
lorsque  la  force  P  tend  vers  l'origine  des  coordonnées,  et  qu'ainsi  cette 
force  n'entrera  point  dans  les  mêmes  équations. 

En  faisant  donc  simplement  pour  or,  oy,  oz  les  substitutions  indi- 
quées, après  avoir  cbangé  les  forces  P,  Q,  R,  ...  en  X,  V,  Z,  comme 
ci-dessus  fart.  2),  on  aura,  relativement  aux  variations  oo,  oco,  o'I, 
l'équation 

S'        ,      d-j-  d-z 

1        ^       di-  dt' 


d'-z  _  _  d^ 

Ut;-       "  Itïï 


V  —FTT  —  -  ^^7^  -+-  'f-Y  —  V  :;  j  O'i 


et,  comme  les  variations  oçi,  o'\i,  oco  sont  les  mêmes  pour  tous  les  corps 
du  système,  elles  n'entreront  pas  sous  le  signe  d'intégration  Q;  de 
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soi'to  qu'on  iiiua  les  trois  ('(iiiiiliDiis  lelalivcs  ii  rlKirmic  Av  ces  v;ii'ia- 
lioiis 

S/    d'.r  (l'-z  V 

Ces  équ.Ttioiis  inironl  lieu  ii  la  fois,  lùrsi|ii('  le  sysli'iiu'  aiiia  la  lilictU' 
(II'  toiirnor  aiiloiii'  ilc  liiariiii  îles  Irdis  axes,  c'cst-ii-dirc  loiilcs  les  fois 
(juc  II'  système  sera  dispose  de  inaiiiiTc  ;i  |nMi\oir'  |>iioin'tii  r  lilnciiiciit 
t'ii  (ont  sens  aiilour  du  [loiiil  li\i'  ipii  l'st  l'origine  drs  l'ooi-ddiiiiées. 

Va  il  est  1)011  de  reinai(|iicr  i|in'  rcs  i'(]iialions  oii(  tonjniirs  lieu  indc- 
peiidammeiit  de  l'aelidii  iiiiiliirlli'  des  corps,  de  (|ii('l(|iir  iiiaiiii'rc  (|U(' 
cette  action  puisse  s'exercer,  nièiiic  jiar  le  choc  niiidiel  des  cor|)s  du 
système,  comme  dans  l'article  :{  el  par  la  même  raison;  (dies  sont,  de 
plus,  indépendantes  des  forces  qui  tendraient  vers  le  point  fixe  où  est 
l'origine  des  coordonnées. 

■S.  l'ouï' se  former  nue  Idée  plus  uelle  de  ces  éipiations,  on  remar- 
ipiera  : 

i"  Que  les  (piaiililés 

j;  d'y --y  d-.r,  zd-.i-  —  .rd':,  y  tl^  z  —  z  d' y 

son!  les  dillérenlielles  de  celles-ci 

jcdy —  yd.r,         z  dx  —  .r  dz,  ydz  —  zdy, 

lesquelles  représentent  le  dnulde  des  secleuis  éléuieulaires  déciils  par 
le  cor|)s  m  sur  le  plan  des  .iv,  des  .iz  et  des  vr.  c"esl-iÉ-dire  sur  les 
plans  pei'pendi cilla iies  aux  axes  des  r,  des  v  el  des  .r.  Ivu  eU'el,  si  dau> 

X  dy  — yd.r 

i>i)  snhsliliie  pniir  r  el  v  les  valeurs  ;  ciis:^.  z  sine-,  ou  a 
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double  de  l'aire  comprise  entre  le  rayon  vecteur  p  et  le  rayon  consé- 

cutil'qui  fait  avec  lui  l'angle  r/^; 

i>"  Que  les  quantités  X,  Y,  Z  représentent  les  forces  qui  sollicitent 

chaque  corps  m  suivant  les  coordonnées  or,  y,  :;  et  vers  leur  origine,  et 

(jui  résultent  de  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  . . .  agissantes  sur  ce  corps 

suivant  des  directions  quelconques  (Sect.  H,  ai't.  à),  et  qu'ainsi  les 

quantités 

jX-JcY,        .tZ-z\,        z\-rZ 

expriment  les  moments  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  les  corps 
autour  de  chacun  des  trois  axes  des  coordonnées  z,  y,  x,  en  prenant  le 
mot  moment,  dans  le  sens  ordinaire,  pour  le  produit  de  la  force  et  de 
la  perpendiculaire  menée  sur  sa  direction. 

1).  Si  le  système  n'était  animé  par  aucune  force  extérieure,  ou  s'il 
l'était  seulement  par  des  forces  tendantes  au  point  que  nous  avons 
pris  pour  l'origine  des  coordonnées,  les  trois  équations  |)récédentes 
se  réduiraient  à  celles-ci 


S'H'S^ 


n.( 

'    d^v 

d'-x\ 

^  df  ) 

1=0, 

m( 

f    d-x 

<:  d^ 

d'-z  \ 
■^  dt^  ) 

1=0, 

m| 

(    d?-z 
y  df- 

-  dr-  ) 

1=0, 

lesquelles,  étant  intégrées  par  rapport  à  la  variable  /,  donneront,  en 
prenant  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C, 

Si'     dy  dx\ 

V     dl        -    dl  I 


O       Y  dl  dt  J 

Ces  dernières  équations  renferment  évidemment  le  principe  des  aires, 
dont  nous  avons  parlé  dans  la  première  Section. 

XI.  36 
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10.  Il  rsl  il  |)i'iipos  de  ri'iii;irt|iicr  (|iu'  ces  (■(|ii;ili(iiis  smil  (l;nis  le  cas 
ilr  r;iili(li'  lu  (le  la  Section  précédente;  de  sorte  <|u'on  y  peut  inlni- 
ilnin-  trois  nouvelles  constantes  iii'liilraires ,  par  le  cliani^cniciil  ile> 
axes  des  coordonnées. 

Soieiilo;', y,  -'les  nouvelles  coordonnées;  on  aura  également 


lis  i|iiaii(ilés  A',  H',  C  étant  aussi  des  constantes  arbitraires,  mais 
diliérentes  de  A,  H,  C. 

Siilislidioiis  maintenant  dans  l'expression  .i- (/v  —  y d.i-  les  valeurs 
de  r,  V  en  -v' ,  y',  z'  données  dans  l'article  cité  de  la  même  Sec! ion: 
lin  aura 

r,/y—yc/x  =  -+-{<x^'—  (3a')  {jo'dy'  —  y'dx')  +  iyx' —  xy')  (z'  dx'  -  .v  d:'  ) 
+  (^-/'~y?')(ydz'-z'dy'). 

(  >n  liiiincra  de  mémo 

zdj-xdz^-^-i^x"—  xP")  (x'  dy'  —  y  dx')  -r-  {x/ —  yx")  (z' dx' —  x' dz) 

+  (7(3" -V)  (.'■''/-' --''/'•'). 
ydz  -  z  ^/)-  =-t-  (a';3"  — ;3'a")  {x'dy'  —  y'dx')  +  {y'x"—x'y")  (  z' dx' -  x' dz'  i 

+  {y'^'-P'y")iy'dz'-:'dy'). 

Si  l'on  all'ecle  Ions  les  Irinics  de  ces  é(|ualions  du  siirne^.  apri'S  le^ 

aviiii'  multipliées  jiai'  m  cl  divisées  |iai'  (//.  cl  iin'on  y  snlislilnc.  ;i  la 

place  do  iiili'.uralcs  ailciiccs  de  ^,  leurs  \alrnis  A,  H,  (',  A',  lî  .  ('.'.  un 

aura 

(;  =  («|3'-(3«')C'   -h(yx' -xy')\i'  -^  (^y' -  yP' ) \' , 

B  =  (|3«"-«(3-)G'  +(xy'-yx')\y  +  (yp' -  Py' ) A' , 

\  =  (a'P'-  (3V)  C  -+-  (/a"-  x'y"  )  W  -H  (y'^'-  (3'-/)  A'. 
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On  peut  réduire  ces  (braiules  à  une  expression  plus  simple,  en  obser- 
vant que  l'on  a  identiquement 

(a(3'—  |3a'p-l-  (îSy—  y.p"y--h{y.'^"—P'x"y- 


(|uantité  qui  se  réduit  ii  l'unité,  en  vertu  des  équations  de  eondilioii 
de  la  première  Partie  (Sect.  III,  art.  10).  Ou  a,  de  plus,  ces  é(|na(ions 
identiques 

«(3t'p"-  (3'ot")  +  y:'{^y."—  a|3")  +  ot"(a|3'—  jSa')  =  o, 
j3(a'|3"-;3'a")  +  ,S'(;33:"-a?")+;3"(a;3'-(3a')=::0. 

Si  donc  on  compare  ces  équations  avec  les  trois  équations  de  condition 

>/-^-Hy'M--/"-=:i,  a-/  +  5:'-/'H-a"7"=:o,  |3y  +  (3'-/'+ p"/'  =  o, 

il  est  facile  de  conclure  de  cette  comparaison  qu'on  aura 

a'{3"-(3'a"r=y,         ^a"  -  a^"  ^  y' ,         a^'~^y.'  =  /. 

Les  quantités  y,  y',  y"  pourraient  avoir  également  le  si£;ne  —  ;  nuiis 
comme,  dans  la  coïncidence  des  axes  des  x',  y',  z-'  avec  ceux  des  .r,  y, 
r,  on  doit  avoir  (Part.  I,  Sect.  III.  arl.  11) 

a  =  i,     p  =  o,      y^o,      (x'=o,     i3'=i,      y'  =  o,      a"  =  o,      (5"=o,      /—i, 

cette  condition  ne  peut  avoir  lien  qu'en  prenant  y"  positivement,  et 
par  conséquent  aussi  y'  et  y. 

On  trouvera,  de  la  même  manière, 

/a"  -  xf^-  [3,  ay"  -  yx"  =  ^',         ya'  -  x/  =  (3", 

/P"-P'y"=«,  y(3"-py"=«',  Py'-y3'=y'; 

de  sorte  que  l'on  aura 

A=aA'-t-(3B'  +yC', 

B--a'A'  +  (3'B'-t-y'C', 
C  =  ît"A'+P"B'+y"C'; 


•28'.  MECANIQUE  AN  \  L>  Il  n  [  K. 

•  l'oii  l'un  tire,  par  les  ('quations  de  condilion  de  l'aitirlc  10    Pari.  I. 

SlTl.  III    . 

A'=A«-+-B«'+C5c", 

B'  =  AP  +  B(3'  +  CP', 

Ç'  =  Ay  -hB/'-t-Cy" 

A=4-  B'-+-  C«=  \':+  B"+  C"-. 


ft 


Il  l'ésiilli'  (Ir  iM'Ilc  (li'i'nii'i'i'  r'(|iiatiiMi  (in'nii  a,  en  i,'r'm''ral, 


cil  "    (Il 


|.S'"(-'  "ti  ->'  w  )]'■'■  [S"'('=  3f  -■"■  s  )]'*  I  S"'(-''  si 

d'iui  l'i):!  |)('iit  i'(Miclui'("  ([Ml'  la  foiictioii 


[SK4^-/^)]'4S 


dx  (h\ 


a  liiiijimis  une  vainir  iiidrpciidaiilr  du  plan  ilc  proji'ction  cl  de  la  pn- 
sitioii  des  axes  des  coor'doniK'os  J',  ■»',  ;  dans  ICspaci',  pDurvii  i|iic  l'cs 
coordonnées  soient  icdanirulaires  entre  olli's. 


H.  Ces  expressions  de  A,  B,  C.  en  A  ,  H',  (]'  (ju'on  vieni  df  tKuivcr 
sont  semblables  à  celles  de  .r,  r,  r  en  r',  v'.  :'  de  l'arlicic  '.)  di'  la  Scr- 
lion  préci'clcnlc  ;  par  ronsé(|iii'iil,  si  l'on  prend 

^■'  =  A',        /=:B',        z'  =  C', 

on  anra 

A  =  x,         B  =  y,        C  =  s, 

et  réciproquement 


Hiiiiiicra 


x  =  A,         v  =  B,         z=:C 
A'=r.r',  B'  =  .r',  C'-j'; 


c'csi-ii-dirc  ([Ile  A,  li,  C,  cl  A',  M',  (7  scriuit  dcnx  sysli'iiics  de  cdnrdciii- 
nées  qui  rcpdudciil  a  uu  uicimc  piuul,  le  prciuier  clanl  ndalil  aux  axes 
des  X,  y,  z  et  le  second  aux  axes  des  .r',  v',  s'. 
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On  voit  tout  de  suite  jiar  là  qu'on  peut  faire 

A'=o,        B'=o, 

en  faisant  passer  l'axe  des  C  ou  z'  par  le  point  auquel  répondeut  les 
coordonnées  A,  B,  C,  et  qu'alors  la  coordonnée  C  aura  sa  plus  grande 
valeur  égale  à  y/A^-t-B^-i-  C-.  On  aura,  dans  ce  cas, 

k  =  yC',        R^y'C,        C  =  y"C', 

et  il  est  facile  de  voir  que  les  coefficients  y,  y',  y"  ne  seront  autre 
chose  que  les  cosinus  des  angles  que  la  ligne  C  fait  avec  les  axes  des 
A,  B,  C. 

Ainsi  la  résolution  des  équations 

,  dy'  ,  dx 


S/   ,  dx'  ,  dz'  \ 

m    z   —, x'  — r-      :=  o, 

SI    ,  dz'  ,  dv'  \ 

donnera  celle  des  équations 

les  quantités  y,  y',  y"  étant  trois  constantes  telles  que 


y'--t-y'-  +  y"^=t 


et  dont  deux  sont  arbitraires. 

Le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  C,  lorsque  (7  devient  un  maxi- 
mum, est  celui  que  ^I.  Laplace  nomme  plan  invariable,  et  dont  il  a  le 
premier  démontré  l'existence  et  la  position. 
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<!i'(lf'  posilion  csl  l'iicili'  ii  (Iclciniiiici'  |iai-  les  ('(iiiiilinns 

A^^yC,      n  =  -/c',      c  =  /(:'; 

i:ii-,  |)iiis(|Li('  les  (|iianlil('S  -;.  '■'•  ','"  ^''"^  '*'''  ^'osimis  des  angles  (|iio 
l'axe  (les  (!'  ou  z' ,  (|ni  est  p('i|M'ii(liriilairc  an  plan  vai'iaiilc,  l'ail  avec 
les  axes  dos  ,v,  y,  z  du  syslènu',  eu  iiomniaiit  ces  angles  /,  ///,  //.  mi 
anra,  à  cause  de 

C'  =  v/A'-HB'-h"C', 


CflS/: 


\/A»-t-B'+C* 


COS  //*  =  -=:r.. 


^A»H-B=+D 


COS  H  = 


C 


y/À'-i-B'-i-C' 


\2.  Si  le  système  est  lihrc,  (•"esl-ii-dire  s'il  n'y  a  aucun  des  points 
du  système  qui  doive  cire  tixe,  on  peut  prendre  l'origine,  supposée 
lixe,  des  coordonnées  r,  r,  z  pailoul  où  l'on  voudra;  par  conséquent, 
les  propriétés  des  aires  et  des  moments  (pic  nous  venons  de  dciMonlrer 
auront  lieu  par  rapport  à  nn  point  fixe  quelconque  |)ris  à  volonté  dans 
l'espace. 

Mais,  par  ce  que  nous  avons  déinoutié  dans  l'arlicii'  (>.  ces  nirnirs 
propriétés  auront  lieu  également  |iar  ra|t|Hirt  an  cinlic  de  gravilc  de 
loni  le  sysli'nie,  soil  (|ne  ee  eeiilre  soi!  tixe  ou  non.  l-!n  ellel.  ^i,  dan> 
les  Irois  e(jualions  de  l'arlicle  7,  on  subslilne  pour-  .<  ,  v,  ;  les  qiian- 
lités.i-'-{-  ^,  j'-t-  r,,  z'  -+-  "w,  en  rapportant,  comme  dans  l'article  3,  les 
coordonnées  a-',  y',  z'  au  centre  de  gravité  du  systJ'uie.  et  (|n"on  ail 
égard  aux  trois  écpialions  de  ce  deinier  ailicle.  on  aura  ces  Iransfoi'- 
inées 

S' 


qui  soni,  eoniine  l'on  voil,  semlilaldes  il  celles  de  I  ailirle  /.  el  dont 
loiile  la  dillerence  ciuisiste  en  l'c  (|ne,  ii  la  place  des  coordininces  .r. 
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V,  ;  partant  d'un  point  fixe,  il  y  a  les  coordonnées  E,  -q,  '^dont  i'ocigiiic 
est  dans  le  centre  de  gravité  du  système. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  accélératrices  sont  nulles,  on  aura  les  inté- 

(In         dt\      ,. 


S 


■•■l^a -  =  !)  =  "• 


S/    dt,  dr,\ 


sur  lesquelles  on  pourra  faire  des  remarques  analogues  à  celles  qu' 
nous  avons  faites  sur  les  équations  de  l'article  9. 

Î3.  Quand  un  des  corps  du  système  est  retenu  fixement  pai'  un 
obstacle  quelconque,  en  plaçant  dans  ce  corps  l'origine  des  coordon- 
nées, on  a  le  cas  de  l'article  7.  Mais,  si  deux  corps  du  système  sont 
supposés  fixes,  on  regardera  la  ligne  qui  passe  par  ces  deux  corps 
comme  un  axe  fixe  autour  duquel  le  système  peut  tourner  librement, 
et,  prenant  cet  axe  pour  celui  des  coordonnées  z,  on  aura  simplement, 
par  le  même  article. 

Sa:  ^=  —  f  0(fi,  or  =;  .z-  09, 

oî/  étant  la  rotation  élémentaire  autour  de  cet  axe,  laiiuelle  doil  di'- 
ineurer  indéterminée.  On  n'aura  ainsi  qu'une  seule  équation  relative 
à  cette  variation  oç,  laquelle  sera 

r^       /    d-y  (P.i 


S/     a^r  cr.v  \ 

''\'W~^'-dF^''^-^^)^°-^ 

et  lorsque  le  moment  .r\  —  yX  des  forces  extérieures  par  rapport  :i 
l'axe  de  rotation  est  nul,  on  aura  par  l'intégration,  comme  dans  l'ar- 
ticle 9, 

M       /     dy  d,f 


SI     ay         a.t\ 
équation  qui  donne  le  principe  des  aires  par  rapport  au  |)lan  des  .<v 
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|iiT|ii'mliriil;iii("  il  l'axe  de  idlalioii,  cl  Mir  lci|iirl  les  aires  (léoi'ilrs  |iai' 
les  eoijjs  doivent  être  projetées. 

Si  trois  eorps  du  système  étaient  supposés  fixes,  alors  la  position  de 
chacun  des  autres  corps  dans  l'espace  serait  déterminée  par  ses  dis- 
lances ;i  ces  trois  eorps,  et  il  n'y  aurait  plus  de  variations  indé|»endan(es 
(le  la  naliire  du  >v^l('iiic  et  de  la  disposition  respcclive  des  coi'ps  enire 
eux.  d'nii  l'on  pùl  déduii'e  des  équations  générales  |>i)nr  le  motiverncnt 
d'iiii  s\>lciiic  (|iielc()n(]ne. 

J^   m.  —   Propriétés  relatnes  auv  rotations  produites  jxir  des  forces 

il  inipiilsioit. 

l'i.  Quand  un  systi'me  libre  de  tourner  en  tiuil  sens  autour  d'un 
point  iixc  reçoit  des  impulsions  (|uelconques,  mi  peut  aussi  employer, 
dans  ré(|uali(>n  de  l'arliclc  I  I  d<'  la  Sectidii  |)rccéden(c,  les  expressions 
de  or.  or,  os  de  rarlicle  7,  après  avoir  réduit  il  X,  Y.  Z  les  forces  d'im- 
pulsion P.  O,  R.  . . .  :  et,  en  égalant  séparément  \\  zéro  les  termes  mul- 
tipliés jiar  les  variations  o^.  oto,  0'|,  on  aura  les  trois  équations 

S^  [ni(.rv— jj?)-i-  a;Y— .rX]  =  o, 
X  [m  (;u;  —  xz)-\-  z\—  .rZ]  —  o, 

pour  le   |)reuiici'   ill^lanl   du  mouvenuMil   produit    par   les  impulsions 

\.  y',  ■/.. 

Dans  les  systèmes  (|ui  soni  loni  ii  l'ail  lilires,  on  peul  prendre  le  poinl 
li\e  pailoiil  où  l'on  vcul  dans  l'espace,  el  les  e(pialioiis  |irecedenles 
auront  IoiiJoiiin  lieu  par  iapp(Mt  ii  ce  |)oinl. 

lô.  Dans  ces  sysliMUcs,  on  peul  aussi  rapporter  leurs  rolalioiisii 
Irois  axes  qui  passent  par  le  ceuti'c  de  i;ra\ile:  car,  en  l'aisaiil,  coninu' 
dan-  rarlicje  ."), 

ix  =  ix' -\- ai,         ày  —  ày'-\-èr„         ô;  —  ôc' -i- .5;, 
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les  variations  ex',  oy',  oz'  donneront  d'abord  les  trois  équations  rela- 
tives au  mouvement  du  centre  de  gravité  trouvées  dans  ce  même 
article. 

Il  restera  ensuite  l'équation 

§  [(m,r  +  X)  ô.ï  •+-  (mj  -+-  Y)oTi  4-  (m-  -(-  Z)  âr]  =  o. 

Or,  en  rapportant  les  rotations  o'},  Sw,  ocp  aux  axes  des  coordonnées  :, 
r^,  'Ç,  et  n'ayant  égard  qu'à  ces  rotations,  on  a,  comme  dans  l'article  7, 

et  les  trois  variations  indéterminées  o'|,  Oo),  o;p  donneront  les  (rois 

équations 

§  [  m  (Ë.r  -  r, .r)  +  >  Y  -  -0 X]  rr.  o, 

3[m{Çx-4;)+CX-ïZ]  =o, 
3  [  m  (r.  =  -  Çj)  +  r,Z  -  ?Y]  ^  o. 


Mais 


donc,  substituant  ces  valeurs,  faisant  sortir  liors  du  signe  ^  les  quan- 
tités  x',  y,  z',  qui  ne  se  rapportent  qu'au  centre  de  gravité,  et  obser- 
vant que,  par  les  propriétés  de  ce  centre,  on  a 

les  trois  équations  précédentes  deviendront 

[s;  [  m  (t^l  -  r,t)  -^  n"  -  rj  X]  =  o, 
§[in(ÇH-;e)+ÇX-  >Z]  =:o. 
*^  [  m  (r,t  -  r-o  )  -h  r,  Z  -  C  Y]  =  o, 

qui  sont  tout  à  fait  semblables  à  celles  de  l'article  précédent,  et  dans 
lesquelles  les  coordonnées  ^,  -q,  'Ç  ont  leur  origine  au  centre  de  gravité, 
et  les  vitesses  ^,  q,  'Ç  sont  relatives  à  ce  centre. 

XI.  37 
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Ainsi  les  équations  relatives  à  un  point  fixe  sui)sis(en(  aussi,  lors(|(ii' 
le  système  est  libre,  par  rapport  à  sou  centre  de  i,'ravité. 

I(i.  Les  é(|ualions  (|ue  nous  venons  de  trouver,  pour  rcllcl  des  im- 
pulsions dans  le  premier  instant,  ont  lieu  aussi  dans  les  instants  sui- 
vants, s'il  n'v  a  point  de  forées  accélératrices,  en  regariianl  nuiiine 
constants  les  termes  qui  (lepeiulenl  des  impulsions  X,  Y,Z:  car,  r,  v,  ; 
étant  les  vitesses  parallèlement  aux  axes  des  a-,  >-,  ;,  on  a 

dx  :=  X  dl,         dy  =^)'  dt,  dz  z=  z  dl, 

cl  les  équations  de  l'article  9  devienneiil 

Qni  (,r»  —  )\r)  =  (^ 

^m{YZ-zY)^k, 
lesquelles,  étant  comparées  à  celles  de  l'article  1  i,  dimneiit 

B  =  3(rZ-c\), 

Ainsi  on  a  les  valeurs  des  constantes  A,  15.  t'  exprimées  par  les  im- 
pulsions primitives  données  à  chaque  corps;  et  l'on  voit  que  ces  va- 
leurs ne  sont  autre  chose  que  les  sommes  des  moments  de  ces  im|uil- 
sions  par  l'apport  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  ;. 

Il  en  sera  de  même  des  é(|uations  relatives  au  renli'c  de  jj;iavite,  en 
comparant  les  équations  de  l'article  12  avec  celles  de  l'article  lô. 

17.  Si  l'on  ne  considi-re  (|ue  les  monvemeiil-  de  rotation  parrap|)ort 
aux  trois  axes  des  coordonnées  x,  y,  z,  et  (|ii'oii  désigne  par  y,  w,  o 
les  vitess(!S  de  ces  rotations,  les  variations  r^v,  oy,  o:  seront  propor- 
tionrudles  aux  vitesses  ^",^v,  r.  et  les  variations  0'\/,  oto,  o'j  seront  en 


SECONDE  PARTIE.-  SECTION  lil.  291 

même  temps  proportionnelles  aux  vitesses  ^,  w,  o;  les  formules  de 
l'article  7  donneront  ainsi 


il  — 


Ces  valeurs  de  .r,  y,  z  ne  sont  que  les  parties  qui  dépendent  des  trois 
rotations;  pour  avoir  les  valeurs  complètes  des  vraies  vitesses  x,  y,  z, 
il  faut  Y  ajouter  les  parties  qui  dépendent  du  changement  de  situation 
des  corps  du  système  entre  eux,  et  qui  sont  indépendantes  des  rota- 
tions. 

Mais  lorsque  le  système  est  invariable,  ce  qui  a  lieu  dans  tous  les 
corps  solides  d'une  figure  quelconque,  ces  parties  des  vitesses  sont 
nulles  et  les  valeurs  de  x,  y,  z  se  réduisent  simplement  à  celles  que 
nous  venons  de  donner.  On  pourra  donc  substituer  ces  valeurs  dans  les 
équations  précédentes  et,  faisant  sortir  hors  du  signe  §  les  quantités 

'|,  oj,  çp,  on  aura,  pour  un  solide  de  figure  quelconque,  en  mettant 
l'élément  Dm  à  la  place  de  m(Sect.  II,  art.  7),  les  équations 

^S^'''"^''')^™~'^S'^"  Dm  —  M^yz  Dm=C, 
<],  ^{jc''+  z')  Dm  -  ■>  §.?;)'  Dm  -  9  ^yz  Dm  -  H, 
^  S  0'+  ^^)  Dm  - co  §^-j  Dm  -  9  §0,-  Dm  :=  A, 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  vitesses  des  rotations  initiales 
■|,  (!i,  o,  produites  par  les  impulsions  X,  Y,  Z  appliquées  à  des  points 
quelconques  du  corps  et  dont  les  moments  par  rapport  aux  axes  des  x, 
y,  z  sont  A,  B,  C. 

f.omme  les  vitesses  de  rotation  sont  proportionnelles  aux  angles 
infiniment  petits  décrits  en  même  temps  par  les  rotations  respectives, 
il  s'ensuit  de  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  première  Partie  (Sect.  III, 
art.  1 1  )  que  les  trois  vitesses  'i,  to,  ç»  se  composent  en  une  seule  vitesse  6 
telle  que 

avec  laquelle  le  corps  tournera  réellement  autour  d'un  axe  instantané. 
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l'aisanl,  avec  les  axes  des  a-,  v,  :■,  des  angles  X,  a,  v,  til<  i|iie 

5  (/  9 

Ainsi  les  trois  équations  pix-cédenles  donneront  la  position  de  l'axe 
autour  duquel  le  corps  tournera  dans  le  premier  instant,  et  la  vitesse 
de  rotation  auloui-  de  cet  axe.  C'est  celui  (jn'un  ajipelle  axe  spontané 
(le  rotation. 

IS.  Dans  les  instants  suivants,  le  corps  continuera  à  tourner  par  sa 
l'orce  d'iniM'ti(>,  el  les  trois  équations  qu'on  vient  de  tiduver  luiront 
encore  lieu,  en  regardant  comme  constants  les  termes  qui  cunlieniient 
les  forces  d'impulsion  X,  Y,  Z,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  16;  mais 

les  (|iKinlilés  ^(.r- -f- j'*}Dm,    §j:_KDm,    ...   deviendiiiiil    varialiles  à 
raison  de  la  variation  des  coordonnées  j",  v.  ;  jM'ndiiiil  la  rotation. 

Mais  une  conséquence  remarquable  i|u'oii  lire  de  ces  ei|uations,  c'est 
(jiie.  dans  un  inslaiil  i|iirlc(in(|ue,  le  coi'|)s  a  le  même  moiivem<'nt  d 
rolalion  qu'il  recevrait  dans  cet  instant  par  l'iiiipu^ion  des  mêmes 
forces  qui  l'ont  mis  d'abord  en  niMnvcnicnt.  si  ces  forces  lui  étaient 
appli(|uées  de  manif're  à  piodnire  les  mêmes  moments  auloui-  des  axes 
des  X,  y,  z. 

Et  comme  ces  équations  ne  sont  (|uc  les  é(|ualions  générales  de  l'ar- 
ticle IG  pour  un  système  queIcon(|ue  de  corps,  appliquées  à  un  eorjis 
solide  de  figure  quelconque,  il  s'ensuit  (|ue,  si  le  système  (|ni  a  reçu 
des  impulsions  |iiiiiiilives  dcviciil.  par  l'arlion  mnliu'lle  cl  successive 
des  corps,  un  système  invarialile  ou  un  sidide  (|iiidioiiqne.  !(•<  mêmes 
(•(lualiiins  auront  enciu'c  lien:  de  sorlc  (|ue  le  soliili'  aura  ii  i'Ii;h|iic 
instant  le  nownc  iiiioivcmml  de  l'olalioii  t\\\'\\  recevrait  par  le-  um'uics 
impuNions  pniuilivcs,  si  elles  lui  êhiicnl  a|i|di(|nê('^  iiniiiciliali'nnMil 
de  manii'r'c  a  prudiiNr  les  mêmes  momenis. 

ildric  aU'-'^i  une  iii:is->i'  ilnide,  auiilce  pn mil  i\ cmeiil  p.ir  des  forci'S 
(|iii'liiiiiqncs.  aliaiiddiinee  ensuite  ii  rllc-nii'mc  el  ile\eiiMi'  solide  par 
l'allrai  litiii  mutuelle  de  ses  parties,  aura,  à  clia(|ne  instant,   le  mémo 


e 
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mouvement  de  rotation  que  les  forces  primitives  lui  imprimeraient  si 
elles  agissaient  de  la  même  juanière  sur  la  masse  solide. 

19.  Les  trois  équations  de  l'article  17  donneront  les  valeurs  des  mo 
ments  A,  B,  C  de  toutes  les  forces  primitives,  en  connaissant  la  posi- 
tion instantanée  du  corps  et  ses  trois  vitesses  de  rotation  j/,  to,  cp  pai' 
rapport  aux  axes  fixes  des  a-,  y,  z,  ou  la  vitesse  composée  0  autour  de 
l'axe  instantané,  avec  les  angles  X,  p.,  v  de  cet  axe  avec  les  axes  fixes 
des  x,y,  z;  et  réciproquement,  ayant  ces  moments,  on  peut  en  déduire 
les  valeurs  des  vitesses  de  rotation. 

On  voit  aussi  par  ces  équations  que  les  moments  seront  nuls  si  les 
vitesses  sont  nulles;  mais,  les  moments  étant  supposés  nuls,  il  ne  s'en- 
suit pas  évidemment  que  les  vitesses.de  rotation  doivent  être  nulles, 

(^ar,  en  faisant 

A  :=  o,        B  =  o,        c  ^  o, 

<»n  a  trois  équations  linéaires  entre  ■]/,  co,  cp;  et  il  faudrait  prouver  que 
ces  trois  équations  ne  peuvent  pas  subsister  ensemble,  à  moins  de  sup- 
poser '1  =  o,  O)  =  o,  -p  =  o. 

En  éliminant  deux  de  ces  inconnues,  on  a  une  équation  qui  donne 
la  troisième  inconnue  mille  ou  arbitraire,  mais  avec  la  condition 

§(j:^H- r')Dm  X  ^(.f^+-;^)Dm  x  §(r--h  z-)  Dm 
— +  §(.r2-h  r')Dm  X  (§.r)Dm)2+§(;i-*-+32)I)m  x  (^.r^Dm)^ 
-t-^0'--H  ::2)  Dm  x  (§  j-Dm)^-H  a  ^'l''»"!  x  S"  ^"^  ^  S-^'^  '^"^' 

et  il  faudrait  prouver  que  cette  condition  est  impossible  à  remplir,  ce 
qui  parait  très  difficile  (').  Mais  nous  démontrerons  plus  bas  (art.  31  ) 
que,  lorsque  les  moments  sont  nuls,  toute  rotation  s'évanouit  aussi. 
D'où  nous  pouvons  d'abord  conclure  qu'il  est  impossible  qu'un  sys- 

(  '  )  On  trouvera  à  la  Qu  du  Volume  la  démonstration  de  ce  théorème,  qui  n'offre  pas. 
à  beaucoup  près,  la  difficulté  que  Lagrange  semble  lui  attribuer.  M.  Binet  en  a  publié  une 
depuis  longtemps  dans  le  Jiulleùn  de  la  Société  pliUomatluque.  {/.  Ilerira/id.) 
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lènie  (II'  |niinis  isolés  ou  une  iiiiisse  lluiilt:  qucIcoïKjue  puisse  former  un 
corps  solide  (|iii  ait  un  iiioiivcmciit  de  rdtatioii,  à  moins  (nie  les  impul- 
sions pi'iiiiilives  n'aient  ete  lelle>  (ju'il  eu  soit  résulte  uii  iiiuiiient  par 
rapport  ii  Taxe  de  eede  rotation. 

20.  l'ar  les  liansloi  inati(Mi>  expdséos  dans  l'ailirle  10,  on  peut 
changer  les  trois  é(|nalions  de  l'ailiele  17  en  des  é(|uations  semblables 
dans  lesquelles  les  (|naiilités  .r,  y,  z.  A,  B,  (^  soient  l'eniplacées  par  les 
(|uantites  analogues  .r',r',  :■'.  A',  H  ,  (7. 

Désignons  par  i',  o.>',  o'  b's  vitesses  de  rotation  par  rapport  aux  nou- 
veaux axes  des  ./',->■',  z'\  on  aura  aussi 

flx'  =  .?  dl^{z'u,'—yô')  de, 

dy=:ydt  =  ix'i?'-z'^')dt, 

dz'  —■•  dl-  {y'i'—  .r'6)')  dt; 

el  les  trois  premit'res  équations  de  l'article  10  tleviendront,  par  ces 
substitutions,  en  changeant  m  en  Dm, 

9'  ^(x'=-+- r")  Dm  -  i'^x'  z'  Dm  -  '<">'  ^..  '-'  Dm  =  C, 
o,'^(::"-+-^")Dm  — 4/'J^.r'v'Dm  -  o'  ^..'c'Dm^  15'. 
'Y  J»^  (/=  +  ;'»  )  Dm  —  ri,'  J^  .r'y'  Dm  ^  o'  ^  .r'  z'  Dm  r=  A', 

dan>  le>(|iielles  on  ania,  par  le  niénie  ailiele. 

A'=  Aa-+- Ha' -h  C«', 

B'=A(3-hB|3'+C;3", 
C'=Ay  ^-By'-i-C-/. 

('es  é(|ualious  ont  l'avantage  (|ne  la  position  des  axes  de  rotation  v 
est  enlii'r'eineiit  arliilcaire.  pnisi|n'elle  ne  dépend  que  de^  (|uantile>  a. 
fl,  ".  a.  ...;  el.  eniiiine  elles  ne  ^onl  (|ne  du  preniur  (irdre,  rien 
n'einpeelie  de  diniiiii'  il  ces  axes  une  posilion  ditlerenle  d'un  inslanl  à 
l'antre  et  de  les  prendre  de  inanii're  ([n'ils  >-(iieiit  fixes  dans  l'intérieur 


SECONDE    PARTIE.  —  SECTION    III.  295 

du  corps  et,  par  conséquent,  mobiles  avec  lui  clans  l'espace.  Alors  les 
quantités  §  (.r'--i-y-)  Dm,  ^a^'j'Dm,  ...  deviendront  constantes; 
mais  les  quantités  A',  B',  C  seront  variables,  à  cause  de  la  variabilité 

des  quantités  a,  [3,  y,  a', Nous  donnerons  dans  la  suite  des  moyens 

directs  de  parvenir  à  ces  équations,  qui  sont  d'une  grande  utilité  dans 
le  problème  de  la  rotation  des  corps. 

21.  On  a  vu  dans  l'article  l(i  que  les  constantes  A,  B,  C  expriment 
les  sommes  des  moments  des  impulsions  primitives  données  aux  corps, 
relativement  aux  axes  des  x,  y,  r.  Or  il  est  facile  de  pi'ouver  que  les 
quantités  a,  a',  a"  représentent  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  des  .r' 
fait  avec  les  axes  des  x,  y,  ^;  que  les  quantités  [î,  j3',  p"  représentent 
les  cosinus  des  angles  que  l'axe  des  j'  fait  avec  les  mêmes  axes  des  .r, 
y,  :;,  et  que  les  quantités  y,  y',  y"  représentent  les  cosinus  des  angles 
que  l'axe  des  z'  fait  avec  ces  mêmes  axes.  Donc,  par  ce  qu'on  a 
démontré  dans  la  première  Partie  sur  la  composition  des  moments 
(Sect.  III,  art.  16),  les  trois  quantités  A',  B',  C  seront  les  momenis  des 
mêmes  impulsions  rapportés  aux  axes  des  x' ,  y',  z' ,  c'est-à-dire  aux 
axes  de  rotation  fixes  dans  le  corps  et  mobiles  dans  l'espace.  Ainsi  l'on 
pourra  appliquer  à  ces  axes  les  mêmes  conclusions  qu'on  a  trouvées 
dans  l'article  19. 

§  W.    —   Propriétés  des  ares  fixes  de  rotation  d  un  corps  libre 
de  figure  quelconque, 

22.  Nous  réservons  pour  un  Chapitre  particulier  la  solution  com- 
plète du  problème  général  de  la  rotation  d'un  corps  solide  de  figure 
quelconque  ;  nous  allons  seulement  examiner  ici  le  cas  où  l'axe  instan- 
tané de  rotation  demeure  immobile  dans  l'espace,  ou  au  moins  tou- 
jours parallèle  à  lui-même  lorsque  le  corps  a  un  mouvement  progressif, 
parce  que  ce  cas  se  résout  facilement  par  les  formules  du  paragraphe 
précédent  et  qu'il  conduit  aux  belles  propriétés  des  axes  qu'on  nomme 
principaux,  ou  axes  naturels  de  rotation. 
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Reprenons  les  équations  l'ondarnenlales  de  l'ailiile  17;  faisons,  pour 
abréger, 

/  =  §.;- Dm,         m   t'^y-Uuu         "  "  ^ -'   Hm. 


/=^yzlhu.  ^'=-.^.rz\hn. 


^xvDm. 


el  snlisliliions  pour  •]/,  w,  z,  leurs  valeurs  0  eos  A,  0  cosu,  0  eosv,  0  étaiil 
la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  instantané  qui  l'ait  les  anf,'les  A, 
(X,  V  avec  les  axes  fixes  des  a-,  v,  :;;  ces  équations  deviendront  ainsi,  eu 
les  divisant  pai'  0, 

(lu  -h  n)  cos).  —  /(  Cijs^  —  ^-cos  V  =  —, 

ù 

(l    -h  ri)  COSU  —  /l  cos  ).  —  /  cos  V  =  — , 

'  ô 

{l  -h  /n  )  COS  V  —  ff  cos  ),  —  /  cos  11  =  - . 

23.  Les  six  quantités  /,  ///.  //,  /,  g,  h  sont  variables;  en  les  ditléren- 
liant,  subsliluanl  pour  dx,  dy,  dz  les  quantités  ivdl,  ydl,  :dl,  et 
ensuite  pour  x,j,  z  leurs  valeurs  (article  cité),  on  aura 

dl   =  •i{g^ cos fx  — /i  cosv) Odt, 
(lt)t   -  9.{/i  ces  V  —  /  cos  À  )  0  (II, 

(In  =^^  2  (  /  cos  ).  —g  cos  fi  )  0  lit, 

df  =  [(  m  —  u  )  cos  /.  -+-  ^  cos  v  —  h  cos;/]  b  cil, 
dg  =z[(n  —  l  )  cos  p.  -i-  Il  eus  >.  —  /  cos  V  ]  !/  r//, 

i//i       1 1  /  —  «i  )  cos  V  +  /  cos  p.  —  g  cos  ').]Odt. 

Ces  six  e(|u;iliiiiis,  joiiilcs  aux  trois  de  l'arlirlc  précédenl.  rciitcriiii'nt 
la  solution  générale;  mais  nous  ne  ennsiderons  ici  (|ue  le  cas  où  les 


angles  A,  a,  v  (Icinfurcnl 


iii\  anahlcs,  ( 


I   il   s'auMl  de  vnii' 


>ous  i|n('ll('S 


loiidiliiins  ces  qiianlilcs  pcnxciil  l'Ii'c  conslaiiles. 


2i.    l'iMii'  ii'la,  il  11'}  a  (in'ii  (liHV'ii'iilirr  les  trois  picinii'i-es  e(|  nations 
dans  celte  snpi>ositioii.  el  y  subsiiiucr  le>  valeuis  des  diirérentielles  <//. 


A 

dO 

¥ 

dt 

B 

dé 

¥ 

dt 
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(hn,  ...  ;  011  aura,  après  avoir  divisé  par  ^Ult,  ces  trois-ci  : 

/(COS-V  —  COs\u)  —  g  COSX  COSiU  +  h  COS/.  COSV 

+  (/«  —  II)  COS  p.  COSV  — 

/COSÂ  COS|Jl.  4-  i,'-(C0s'X  —  COS^V)  —  /(  COSfJL  COSV 

-(-(«  —  /)  COS  À  COSV  = 

—  /COSÀ  COSV  +  ^>- COS  p.  COSV  H-  /l{COS-  [J.  —  COS-/.) 

H-  (  /  —  »)  )  COS  /.  COS  U  ^ : ^  • 

'  fji  dt 

si  l'on  ajoute  ces  trois  équations  ensemble,  après  avoir  multiplié  la 

première  par  cosA,  la  deuxième  par  cosui,  la  troisième  par  cosv,  ou  a 

l'équation 

\  cosX  -+-  M  cosu  +  C  COSV  dô 
93  dt 

laquelle  donne 

dO  =  0, 

ou  bien 

A  cos>.  +  H  COS  p.  +  C  COSV  =  o. 

Nous  verrons  plus  i)as  (art.  38)  que  la  quantité 

A'i  +  Bo)  -h  C9, 
qui  est  la  même  chose  que 

(A  COSÀ  -f-  B  cos/jL  +  C  cosv) 5, 

exprime  la  force  vive  du  corps,  laquelle  ne  peut  jamais  être  nulle  laiil 
(|ue  le  corps  est  en  mouvement. 
Il  faut  donc  supposer  en  général 

dé  —  o, 

et,  par  conséquent,  la  vitesse  de  rotation  0  constante.  Alors  les  trois 
équations  ci-dessus  se  l'éduisent  à  deux,  qui  donnent  les  rapports  des 
cos'A,  cos[ji.,  cosv;  et,  comme  on  a 

COS-/  H-  COS- p.  +  COS^V  z=:  I, 

ces  rapports  suffiront  pour  déterminer  les  trois  cosinus. 

XI.  38 
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"2.").  Sii|i|i()S()iis 

X  = 

cos/. 


cosu  cosv 

X=z      -    l    ,  Il  r=: ; 


les  ti'dis  (''(|iiiiliims  [U'iTrilcnli'^  iIcn  ii'inIrcMil.  ii  imiisc  de  (/<)  =  o. 

/(  II- —  s-  )  —  ^.«  -+-  //«  -(-(«;  —  n  )sii  =  o, 
,^'(  1  — II-)  —  /i  s  II -h  /s  -4-(/(  — /  )ii  =  o, 
/(  (.v'  —  I    )  4-  ;^'.sM  —  /'//  4-  {  /    —  //(  ).v    =  o. 

I.;i  ili'i'iiii'i'c  iliiiinc 

—  ^'(^'— ')  +  (/—/»)•<. 

celle  \;ileiir  ehnil  siili^liliiee  (hiiis  la  |ireiiiii'n'  ou  (l;iiis  lii  secniule.  nu 
|»Iiit()t  dans  la  soiiiiiie  de  ces  deux,  a|iii'S  avoir  imilli|)lic  Vuwf  |iar  :,•  cl 
Taiilfc  |)ai'  /.  |)Oiir  en  eliasser  le  Iciine  en  //-',  on  a 

+  [ff(l—  iii){nt  —  n)  -^  //i(ii  --  >.l    -h  m)  -+-  g{ff--r-  h'-—  ■.</-|).v* 
+  [/(/  —  /«)(/«  — h)  +gli(.n  —  ■>./«  -h    /)  -(-/(/--»-/('— 5 i'-iji 

-(-  /  /(  (  /  -  n  )  H-  .i'(  /-  -  A*)  —  O. 

Celle  é(|nalion,  élanl  i\n  Iroisii'ine  dei;i'é,  anra  nécessaiicinenl  uin' 
racine  l'celle  :  ainsi  l'on  aura  une  valeur  de  s  e|  une  valcnr  ciMi-cs|ion- 
danlc  (le  //.  [tar  le  niovcn  dcM|nclles  (Mi  [lourra  delerninH'r  la  |Hisi|i(iii 
d'un  axe  iiivai'ial)le  cl  de  rolalioii  nniloime.  Mais,  coinine  celle  <leler- 
ininalion  dépend  des  (|iianlilés  /,  ///.  //.  f.  :,■,  //  ipii  varieni  avec  le 
lcni|i>  /,  il  laill  eili'ore  prnmcr  ijih'  la  \alialil  lllc  de  ces  i|llalilllc» 
ii'inllile  |Miilil  --iir  la  \aleiir  de^  ilcn\  (|llailllles  s  cl  //. 

i(i.  l'onr  V  pai'Ncnii',  noniinon^  !',  O,  H  les  |irciiiiei's  ineinincs  des 
liois  ei|iial  loii-~  de  l'article  22:  les  prcMlicrs  Mieinln'c>  des  e(|nalliHl^  île 

Iailicie2(   seniiil   ,   -:--,   -. —  >   en   v   niellani  imni-  (//,  ^////.  .  . .  leiii  ■- 

'Jdl     '1,11     '),ll  ' 

valeni's.   Oi'  il   e>«l    l'acilc  de  \(iii-  i|n  on   a,   par   la  snlolilnlion  île  cr< 
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mêmes  valeurs, 

dV  =  (  U  cos  jut  --  Q  cos  V  )6(//, 

dQ  :^  {P  COS--J —B.cosl  )Odl, 
dli  =  (0  cos).  —  P  cosij:)0(/i. 

D'après  ces  équations,  dans  los([uell('s  X,  u,  v  et  0  sont  des  (|ii;nili(i''s 

constantes,  il  est  facile  de  voir  (lue,  si  les  valeurs  de  -y-»  -t->  -7-  sont 

'  a/       (Il       dt 

milles  lorsque  /  est  nul  ou  égal  à  une  quantité  quelcon(|ue  donnée, 

,,        ,     d'V    d-Q    d'-R     ,     dH>    dH)    dHi      ,    •     ■   ,         ■,-!•■    r    • 
celles  de  -jv'  — rx'  -j-r'  de  -;— '  —tt'  —j-t'  «'t  ainsi  de  suite  a  I  iiitiiu, 
dt-       dl-       dt-  (If       di'      dt' 

seront  aussi  nulles  pour  la  inéine  valeur  de  /. 

Or  on  sait,  par  le  théorème  de  laylor,  que  la  valeur  d'une  foiic- 

lion  -7-  de  l,  lors(jue  /  devieni  /  -f- /  ,  devient  en  nièiiie  temps 


dP 

Ut 


d'P 


1  d'P 

2  dl^ 


j_  d^ 

O  dt- 


■  d\ 


Donc,  si  -j-  est  nul  lorsque  l'on  a  /'=  o,  on  aura  toujours 


dP 

dt 


:  O, 


/() 


quel  (|ue  soit  /'.  Et  la  même  chose  aura  lieu  poui-  les  valeurs  de  '-— 


et 


dR 

dl  ' 


Il  s'ensuit  de  là  que,  si  les  équations  de  l'article  25,  ([ui  ne  sont  (|uc 

les  transtormees  des  eiiuations   -,-=0,  -3- =  o,  —,-  =  0,   ont  lieu 

'  nt  dt  dt 

dans  un  instant  (|uelconque,  elles  auront  lien,  (|uel  que  soit  le  lenqis  /, 
dans  l'hypothèse  des  quantités  s  et  //  constantes.  Par  consé(|nenl,  les 
valeurs  de  ces  quantités  seront  indépendantes  de  la  variahilité  des 
(]uantités  /,  m,  11.  /,  g,  li\  de  sorte  qu'il  suffira  de  déterminer  les 
valeurs  de  ces  dernières  (|uantités  pour  une  position  quelcon(jue  Au 
corps  à  l'égard  des  axes  fixes  des  x,  y,  z,  pour  avoir  celles  des  quan- 
tités .y  et  u  qui  déterminent  la  position  de  l'axe  de  rotation,  lequel  doit 
demeurer  immobile  dans  l'espace  ou  du  moins  toujours  parallèle  :i  lui- 
même  si  le  corps  a  un  mouvement  progressif. 


:t{)0 
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Va  roiniiic  ici  ;i\c.  |i;ir  sa  iiuliiic.  es!  ti\c  dans  riiiliriciii'  ilu  roips 
|M'ii(laiil  un  iiislani,  piiis(|iii'  le  ciirps  est  crnsi'  tourner  auloiii- de  lin. 
il  s'ciisiiil  (|n"il  V  iliiil  loiijduis  (Icrucutcr  lixc;  cai'  il  est  ('•siilmt  (|n(' 
si,  dans  l'iiistanl  siiivanl.  il  cliaiii^M'ail  de  i)laco  dans  le  corps,  il  (  lian- 
qorait  nécossaiiTuicnt  de  place  dans  l'espace,  ce  ((iii  est  contre  l'Iiypit- 
llit'se. 

27.  Avant  trouvé  la  position  de  cet  axe  dans  l'espace,  lieu  n'eni- 
péelie  de  supposer  (|u'il  coïncide  avec  l'axe  des  r,  dont  la  po<ilion  es! 
a  rl)i  traire. 

On  pourra  ainsi  supposoi'  X  =  o  cl.  par  consé(juenf,  cos).  =  i.  ce 
(|ui  donnera 

.1  =:  O,  Il  =  o. 

De  lii  on  li'ouvc,  pai-  les  équations  de  l'arliidc  2."), 

ff  =  0,  h  —  o. 

Ainsi  cet  ax(>  a  la  pi(ipri(''lé  (|n'eu  le  prenant  pour  l'axe  des  .)•.  les 
valeurs  des  deux  intéi;r"des  ^.>>l)ni,  [*^.r::nni  arl.  22  devienneni 
nulles. 

Sup|iosons  niainlenanl  dans  nos  Corninles 

et  désignons  par  /,/',///', //'  ce  (|ue  devienneni  les  (|uanliles  /", /,  ///. 
//  dans  ce  cas.  Cette  supposition  donne  d'alxn'd 

.«  =  o,         u  =z  o; 

c'est  le  cas  precedenl.   Kiisuite  elle  donne  aussi  .v  cl  //  infinis  et,  par 

eonsé(]nent, 

cosÂ  — o,         ),  =  90»; 

celle  valeiw  répond  aii\  dcii\  aiilres  rarines  de  I  e(|iialion  en  >  du  Iroi- 

sii'iiie  ilei;!!''  el,  par  cons(''(|Uenl .  ;i  la  pnsilion  des  deux  aiilre-  axi's.  Or 

la   |iii'inieic  des  ei|iialinns  l'ii  .V  et  //  (aii.   2.")'  dexieni,   liirs(|iie  if  el  /' 

s(Uil  nuls, 

y'(  11^  —  s'')  -f-  fw)'"—  ii').';ii  ■-     (1. 
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et,  substituant  pour  s  et  u  leurs  valeurs, 

/'(cos-v  —  cos^/jl)  +  {m'  —  II')  cosfx  cosv  =  o; 

mais,  en  faisant  cosA  =  o  clans 

COS-A  +  COS^/Jl  H-  cos-v  =  I, 

on  a 

cosv  =  v^i  —  cos^j:i  =  siiifi; 

et  l'équation  précédente  se  réduit  à  celle-ci 

2/"' 

laquelle  donne  pour  l'angle  jj.  deux  valeurs  dont  l'une  surpasse  l'autre 
de  90". 

Ainsi,  ayant  pris  l'axe  des  .i-  dans  le  premier  axe  de  rotation,  les  deux 
autres  axes  de  rotation  uniforme  seront  dans  le  plan  des  yz  et  fei'ont 
avec  l'axe  des  y  les  angles  ij.  cl  [x  -+-  90°,  de  manière  que  les  trois  ;ixes 
de  rotation  seront  rectangulaires  entre  eux,  comme  ceux  des  coordon- 
nées. On  pourra  donc  prendre  aussi  ces  deux  derniers  axes  pour  ceux 
des  y  et  des  z;  on  aura  alors 

et,  par  conséquent, 

/'  =  o; 

de  sorte  que  la  valeur  de  l'intégrale  [^  v:Dm  sera  aussi  nulle. 

28.  Il  existe  donc,  pour  chaque  corps  solide,  quelles  que  soient  sa 
figure  et  sa  constitution,  et  par  rapport  à  un  point  quelconque  du 
corps,  trois  axes  rectangulaires,  (jui  se  coupent  dans  ce  point,  autour 
desquels  le  corps  peut  tourner  librement  et  uniformément;  et  ces  trois 
axes  sont  déterminés  par  les  conditions  suivantes 

^.rjDm=o,         Q/;r)m  =  o,         ^v:;Dm  =  o, 

en  prenant  ces  axes  pour  ceux  des  coordonnées  -r,  v,  z. 

Lorsque  ces  axes  passent  par  le  centre  de  gravité,  on  les  nomme  (ives 
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/>/i/i(i/i(iiiv,  (l';i|iii's  lùili'i-,  il  (|iii  du  fii  ilnil  l;i  i(inii;iissance:  on  1rs 
iiiiiiiinc  iiiissi  <H('s-  /Ki/iirc/s  (/<■  nihilioii  on,  en  gciioral,  arcs  pn/in- 
paiir.  soit  (|ii'ils  [lassciil  |i;ir  le  cfiilic  de  izi'avitr  ou  non. 


IW.    Iji  l'aisaiil 


/=o,         g  —  o.         h-o. 


et'  (|iii  a  lieu  j)ai-  ia|i|»oit  an\  trois  axes  principaux,  on  a  aussi,  |iar  les 
(■(|natious  de  l'article  l'-\. 


dl 


(lin  (In 


ce  (|ui  lait  voir  (jue  les  quantités  /,  ui,  n  sont  alors  les  plus  i:iMiiiles  ou 
les  plus  petites.  Pour  pouvoir  distiniruer  les  maxima  et  les  minima.  il 

,,      ,         ,        ,  .  .     (i-l    (i-ni     d'il       ,   ., 

n  V  aui'a  (in  a  cnereliei'  les  valeurs  de    ,-,  -  ,,.,  >  -7-;  et  t  on  tiiiu\ei'a, 

'  dl-       dt-       iil- 

\i  cause  de  0  constante. 


d^l 
dt 


-    =r2[(/(—   /)cos-,a  — (/   —  m)  ces- v]0-, 


--j-^  =:  2  [(  /    ~  m)  ces-  V  —  (  /H  —  /(  )  COS-  À  ]  0', 

-—  =  2 [(//(—//)  ces- /  —  (//  —   /)  cos'/x]!5-. 

Donc,  si   l'élit,   in\:-n.  la  valeur  do  -.-^  sera  lonjonrs  iieL^ative,  celle 

de  —pr  toujours  |)ositive,  el  celle  d(;  -^-  pourra  (Mre  positive  ou  néi;a- 

live;  par  consé(|nenl.  /sera  toujours  un  niaxiinnni.  //  un  rninininni.  et  /// 

.,..,,  ilH        d^m 

ne  sera  m  1  un  ni  I  autre.  On  voit  aussi  i|ue  ^^^,  +  -^„-  aura  toujours 

1  •      .•  (l' m        d- Il  ,      ■  1 

une  valeur  iiei^'ative,  el  -r:r  H — 7:7  aura  (oiinnirs  une  valeur  positive; 

dt-  dl^  ■'  ' 

lie  siirle  i|ne  la  (|nanli(é  l -\- ni  sera  lonjonrs  un  inaxininni.  cl  m  4-// 
nu  niiniMinin. 

I.cs  quantili'S  /  '  m.  I  I-  //.  ///  t  /',  (|iii  cxprinii'iil  les  xiiiiincs  des 
produits  (le  clia(|ne  nioleciile  ilii  cmps  par  le  carré  de  sa  distame  aux 
trois  axes  des  ;,  }',  x,  se  noinnienl.  il  apii"-  linlcr,  iikhikiiIs  d  inirlir 
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(hi  roi'ps  relativement  à  ces  axes;  ils  sont  pour  le  mouvement  de  rota- 
tion ce  que  les  simples  masses  sont  pour  le  mouvement  progressif, 
puisque  c'est  par  ces  moments  qu'il  faut  diviser  les  moments  des 
forces  d'impulsion  pour  avoir  les  vitesses  de  rotation  autour  des 
mêmes  axes. 

C'est  par  la  considération  des  plus  grands  et  des  plus  petits  moments 
d'inertie  qu'Euler  a  trouvé  les  axes  principaux;  main(enan(,  on  les 
détermine  ordinairemeiil  par  les  trois  conditions 

^.r>-Dm=o,         jv./;  Dru  —  o,         Q);Dm=o. 

30.  Puisqu'on  est  assuré,  par  l'analyse  de  l'article  27,  (|ue  ré(|ua- 
tion  en  s  (art.  25)  a  ses  trois  racines  réelles,  il  sera  toujours  facile  de 
les  trouver  en  comparant  cette  équation,  dégagée  de  son  second  terme, 
avec  l'équation  connue 

r'  —  3  r'^  X  —  3  /-  cos  9  =:  o, 

dont  les  trois  racines  sont 

2/-cos^,  —  a /•  cos  Mio»  4- ^  j ,  -i/- cos(  Go"— | 

On  aura  ainsi  les  trois  valeurs  de  s,  que  nous  désignerons  par^,  .y',  s", 
et  les  valeurs  correspondantes  ii,  ii\  ii".  Et,  si  l'on  désigne  de  même 
par  A,  A',  A"  les  angles  que  les  trois  axes  principaux  font  avec  l'axe 
des  .r.  par  a,  u.',  u."  les  angles  qu'ils  font  avec  l'axe  des  y,  et  par  v,  ■/,  v" 
ceux  que  ces  mêmes  axes  font  avec  l'axe  des  z,  on  aura,  par  les  aiticles 
24  et  25, 

cos  ).  = 


COS/Jl=: 


COS  V 

V'i  +  •$-+  1/- 

et  l'on  aura  des  expressions  semblables  en  marquant  les  lettres  "a,  a, 
V,  s,  u  d'un  trait  ou  de  deux.  Ainsi  la  détermination  des  trois  axes 


\/i-hs^ 

-+-  u- 

s 

V^i  +«^ 

+  «" 

u 
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piiiHipaiix  |i(iiirta  tniijoiirs  s'cll'i'ilufr  par  co  IVii'tiiiili's  dans  tout  cdips 
solide  de  ligure  »|iielcoii(jue,  iioinogèiie  ou  iioii,  pomvii  (pie  l'iiii  euu- 
naisse  les  valeurs  des  ([uaiilitésy,  f^\  /i,  I.  m,  n  pour  une  position  (|iiel- 
eoii(|ue  donnée  du  eoips,  relativement  aux  axes  fixes  des  j,  >',  ;. 

lin  sultstitiiant  ees  valeurs  de  cosA,  cosa,  eosv  dans  les  trois  équa- 
tions de  l'article  22,  on  aura  les  valeurs  des  nionicnts  A,  \\,  (1  qui  se- 
l'ont  nécessaires  pour  l'aire  tourner  le  corps,  avec  une  vitesse  constante 
donnée  0,  anlonid'nn  axe  li.xedans  l'opacc.  ddul  la  position  sera  ilon- 
née  |iar  les  mêmes  ani^les  A,  a,  v  et  (jui  sera  en  nicmc  teni|)s  un  des 
trois  axes  pi'iiicipanx  du  corps,  selon  (lu'un  piciiilr;i  pnm-  v  v\  u  l'iinr 
des  ti'ois  racines  de  l'cqnalion  en  .v. 

:?  I .  (loninie  ces  trois  axes  sont  toujours  pcrpcmlicnlaires  enirc  eux, 
nii  pourra  1rs  luciidrc  poui-  les  axes  des  .»'',  v',  '■'  ilans  les  t'orninlcs  de 
l'article  20.  <*n  ania  ainsi,  par  la  nainre  de  ees  axes, 

Q '■' t' J)ni  ^=  o,         ^j' 'î' l»ni  ^=:  1),         ^v';'nni^ii; 

cl  SI  l'on  l'ait 

/'  =  ^A"-Dni,         ///'^  J^j'M)in.         //■  =  ^c'U)m, 

les  lidis  é(|nalions  de  l'article  cité  piendront  celle  foi'nie  tirs  simple 

(,«'+/,'). y  =  A', 

(/'    4- «(')«'=  B', 

(T  +  /t')9'  =  (;', 

par  lesquelles  tni  a  h  Mil  de  suite  les  vitesses  de  inlalion  ,J/',  co  ,  o'  aiilonr 
des  trois  axes  principaux. 

C'est  ici  le  lien  Av  (iciiMinlrcr  la  |iroposilioii  (|ui'  nous  axons  indi- 
quée daii^  l'arlicle  l'.l.   l'.ii  cllcl.  en  laisaiil 


III  aura  an^sl  ,  ail.  20) 


A  =  o,         IJ  —  o,        (",      o, 


H   ^o,  C        o; 
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donc  les  équations  précédentes  donneront 


.L'  = 


O,  oj';=o,  Û^^O, 


puisque  les  quantités  /,  m,  n  ne  peuvent  jamais  être  nulles  pour  un 
corps  de  trois  dimensions.  D'où  l'on  doit  conclure  qu'il  ne  peut  y  avoir 
de  mouvement  de  rotation  si  les  moments  primitifs  sont  nuls. 

Quand,  parmi  les  trois  moments  A',  B',  (7,  deux  sont  nuls,  comme 
B'  et  C,  ce  qui  a  lieu  lorsque  l'impulsion  se  fait  dans  le  plan  des  y' :■', 
les  deux  vitesses  de  rotation  co,  o  seront  aussi  nulles  et  le  corps  tour- 
nera autour  de  l'axe  principal  des  .r'  avec  la  vitesse  i'.  Or,  par  les  for- 
mules de  l'article  20,  on  a 

A'2 -f- B'2 -t- C- =  A^  +  B' +  c^ 

il  cause  des  équations  de  condition  entre  les  quantités  a,  ^,  y.  «  .  •  •■  ; 

donc,  faisant 

B'=o,        {]'  =  o, 

on  aura 


A'=V'A'-HB^-hC=, 

et,  par  conséquent.  A'  sera  constant;  donc,  par  la  première  équation, 
la  vitesse  <\/'  sera  aussi  constante. 

32.  A  l'égard  des  valeurs  de  /',  /«',  n',  il  sera  facile  de  les  déduire 
de  celles  de  /,  rti,  n,  /,  g,  li;  car  les  expressions  de  x,  y,  z  en  r',  >-',  :■' , 
en  vertu  des  équations  de  condition  (Part.  I,  Seet.  III,  art.  10),  donnent 
réciproquement 

Or,  en  prenant  les  axes  des  x',  y',  z'  pour  les  axes  principaux,  on 

voit  par  l'article  21  que  les  quantités  a,  a',  y."  sont  identiques  avec 

cosA,  cosjji.,  cosv,  que,  pareillement,  %  j3',  j3"  seront  identiques  avec 

cosX',  cos[jl',  cosv',  et  y,  y',  y"  avec  cosA",  cosp.",  cosv".  Ainsi,  en  sub- 

XI.  39 
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^titiiaiil   li's  vali'iii-^  (le  ics  (■(i>iiiii>   (Idiiih'cs  l'i-dcssus  (;iil.   -0  .   mi 

uura 

,_  .r  +  s  y  +  Kz 


y/i-t-*' 

-f-ii^ 

y' 

= 

a:  -i-s'y 

-\-  u'z 

V/l-H5" 

-+-«'* 

^t 

_ 

x  +  s'y 

-+-  u"= 

il'oii  l'on  tirera,  en  caiTanl  cl  intégrant  après  avoir  iiiiilli|plir  par  Dm. 

,,       l  -h  s-  m  -t-  //-«-+-  a  s/i  -+-  •.).  ii:,'  -h  9.  xiif 
l  — '. :_  , 

1  -+-  i*  -+-  lû 

l  -hs'^m  ■+■  u''n  -h  is'li  +  -îu'  sr  -\-  is'  u'  f 

'«  = n n — '-  > 

I  -t-  s'-  ■+-  u'* 

l  -+-  s"-  m  -+-  II'-  «  H-  2  s"  A  4-  2  II"  i'  -+-  2  .s"  II"  f 

n  :=  — =-  • 

On  liunvc,  dans  la  piiiparl  îles  Traités  de  Méeani(|ue,  la  délernii nation 
des  axes  piincipanx  dans  dillerents  eorps;  dans  eenx  d(Hil  la  forme  est 
svnielriiine,  l'axe  de  tii^ure  est  lonjonrs  nn  des  axes  priiiripaiix  :  on 
peut  Ir'ouver  ensuite  les  deux  autres  pai-  la  formule  de  l'arliele  27. 


s;  \  .  —    Propric'/c's  relalhcs  iiii.v  forces  rives. 

.'{;}.  lin  f^éiiéial,  de  ([uel(|ue  nianii're  (|ue  les  dill'erenis  cinps  (|ni 
composent  nn  système  soi<'nt  disposés  ou  liés  entre  eux,  pouivu  ipie 
celle  disposiliim  soi!  imlepeiiila  nir  du  Irmps,  c'esl-ii-di  re  i|iii'  les 
équations  de  eondilion  entre  les  eooi'données  des  diil'ei'enls  eorps  ne 
ri'nri'i'menl  |ioiiil  la  vaiialde  /.  Il  e>l  clair  i|n'on  pourra  lonjonrs,  dans 
la  lorninle  jr{.ii,'.|-;il(.  il,,  p,  |)\  iiami(|nc,  sU|i]iosei'  les  \arialions  r,v,  ov, 
<jz  égales  aux  dillercnlielles  d.r,  dy,  (/r(|ui  representcnl  les  espaces 
ell'eelil's  parcourus  par  les  ciu'ps  dans  l'instant  ill,  tandis  (pu'  les  va- 
rialioris  doni  nous  parlons  doivciil  r'i'présenler  les  espaces  (|ueli'oii(|ues 
i|Ue  les  corps  ponrraieni  parcourir  dans  le  incme  inslani,  eu  ei,'ard  ;i 
leur  (lisposilion  inuluidie. 
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Cette  supposition  n'est  que  particulière  et  ne  peut  fournir,  par  con- 
séquent, qu'une  seule  équation;  mais,  étant  indépendante  de  la  forme 
du  système,  elle  a  l'avantage  de  donner  une  équation  générale  pour  le 
mouvement  dé  quelque  système  que  ce  soit. 

Substituant  donc  dans  la  formule  de  l'article  5  (Section  précédente), 
à  la  place  des  variations  oœ,  oy,  o=,  les  dilTérentielies  f/.v,  dy,  r/r,'el, 
|)ar  conséquent  aussi,  les  dilférentielles  (//>,  c/y,  f/r,  ...  au  lieu  des 
variations  cp,  oq,  Ir,  ...,  qui  dépendent  de  ex,  oy,  oz,  on  aura  celte 
équation  générale,  pour  quelque  système  de  corps  que  ce  soit, 

S  m  (  -^'^■'-  +  77^^(r  +  ^^-  +  l*  flp  +  Q  d'I  ^  H  'l'-^--  •)  =  o- 
34.  Dans  le  cas  où  la  quantité 

P  dp  +  (J  (le/  +\\dr  +  ... 

est  inlégrable,  lequel  a  lieu  loi'S(jue  les  forces  P,  Q,  II,  ...  tendent  ii 
des  centres  fixes  ou  à  des  corps  du  même  système  et  sont  fonctions  des 
distances /7,  y,  /•,  ...,  en  faisant 

P  dp  -f-  Q  dij  +  R  «//•  +  ...  =  (ffl, 

l'équation  précédente  devient 


fd-.r  , 


dont  l'intégrale  est 


O     yiydt-       di- 


d'-z 

11c- 


dz^ 
di' 


dz  +  f/n  1  =  o. 


H, 


dans  laquelle  H  désigne  une  constante  arbitraire,  égale  à  la  valeur  du 
premier  membre  de  l'équation  dans  un  instant  donné. 

(iette  dernière  équation  renferme  le  principe  connu  sous  le  nom  de 
conservation  des  forces  vives.  En  effet,  dx-  +  dy"^  +  dz"-  étant  le  carré  de 
l'espace  que  le  corps  parcourt  dans  l'instant  dl. 


dx- 

lîïï 


dr^ 
dt' 


dz'- 
dt" 
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si'ia  le  carré  de  sa  vitesse,  el 


m 


\dî^  ■*"  di-  "^  dï^J 


sa  force  vive.  Donc 

dy'-       dz'- 
'dC-  ^  dl- 


s-r^ 


sera  la  somme  des  foives  vives  de  Ions  les  eorps,  on  la  force  vive  de 
tou(  le  svsièiiio;  et  Ion  voit,  par  rc(|iialioii  iluiil  il  s'ai;it,  (|iic  ectU; 
force  vive  est  égale  à  la  quaiililé 

laquelle  (lc|)cii(l  siir4|ilciiicMl  des  forces  accélératric(>s  ((ui  atiissenl  sur 
les  eorp-,  cl  iiuUcmenl  de  leur  liaison  iimliicllc,  de  sorte  (|iic  la  force 
vive  du  système  est  à  chaque  instanl  la  ini'ine  i|iic  les  corps  aiiiaicnt 
acquise  si,  étant  animes  par  les  mêmes  puissances,   ils  s'étaient  mus 

librciiicMl  chacun  siii'  la  lii^iic  ([d'il  a  décrite.  (Test  n'  (|ui  a  l'ail  donner 
le  nom  de  coriscrvalidii  des  forces  mis  ;i  celle  propiiete  du  nionve- 
ment. 

3."».  ('.!•  priniipe  a  lieu  aussi  lors(|n"on  rappoite  les  nnuncmeiils  des 
eorps  à  leur  centre  de  gravité;  car,  en  nommant.  ciMiime  ci-dessus, 
(art.  3)  x',  y',  ='  les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  faisant 

les  coordonnées  ç,  r,,  Ç  auront  Icni-  origine  dans  le  cenirc  de  gravité. 
(  In  aura  ainsi 

I  n       /d.r'-       dy'       dz'-\ 

dx'  n      ill       dy'  n      dr,       dz'  n      d:; 
dl   O      dt         dl  O      dl         dl  O       '// 
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Par  la  natui'e  ilii  centre  do  gravité,  on  a  (article  cité) 

8'"^='''    8'"^="'    8"'i=°- 

Donc,  l'équation  précédente  étant  différentiée  et  retranchée  de  celle  de 
l'article  33,  on  aura 

+  Q  m  (  P  '//>  4-  Q  ^'/  -+-  IW/-  -i- . . .  )  ==  <-'. 

Mettons  à  la  place  de 

P  dp  +  Q  d,j  +  Il  dr  +  . .  . 

la  quantité  équivalente 

X  f/.r  +  Wk  H- Z  f/-% 

et  substituons  pour  r/,r,  dy,ilz  les  valeurs  </j7'+ r/^,  clf  -\-dq,  dz'  -\- d'i; 
la  dernière  équation  se  réduira,  en  vertu  des  équations  différentielles 
de  l'article  3,  à  celle-ci 

8"<S^+$^^-^5^4^s-(^^-^'^-+z^^)=«' 

qui  est  analogue  à  celle  de  l'article  33,  mais  où  la  quantité 

Xdi-^-Yd-n-hZdt: 

ne  sera  intégrable  qu'autant  que  les  forces  seront  dirigées  vers  les  corps 
mêmes  du  système  et  proportionnelles  à  des  fonctions  des  distances. 
Dans  ce  cas,  on  aura 

I  n      /f/>*      rfn«       d:- 


I  n       /  II:,' 

ï8'"U 


dt'  '  <i<^'""^' 


équation  qui  renferme  la  conservation  des  forces  vives  par  rapport  au 
centre  de  gravité. 

36.  Au  reste,  il  n'en  est  pas  du  principe  des /orce.?  tvic.v  comme  de 
ceux  du  centre  de  gravité  et  des  aires,  qui  ont  lieu,  quelle  que  soit  l'ac- 
tion que  les  corps  du  système  puissent  exercer  les  uns  sur  les  autres, 
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même  on  se  choquant,  parce  (|ue  toutes  les  (orces  intérieures  dispa- 
raissent (les  cc|ualioiis  (|iii  rciiCiiMient  ces  deux  principes. 

F.'t''r|uation  de  la  conservation  des  forces  vives  contient  tous  les  termes 
(lus  aux  forces  tant  extérieures  ([u'inléricnrcs  et  n'est  indépendante 
(|ne  de  l'action  des  corps  provenanl  de  leur  liaison  inutiitdie.  Aussi  ce 
|trincipe  a-t-il  lieu  dans  le  mouvement  des  fluides  non  élastiques,  tant 
(|u'lls  loiinent  une  masse  eonlinue  et  (pi'il  n'y  a  point  de  ii)(ic  entre 
Icui's  |)ailit's;  et,  si  la  ([iiantilé  de /m/vy'.v /vir.v  c^i  la  uiéiiie  avant  fl  après 
le  clioc  des  corps  élasli(|U('s,  c'est  (|u'<in  suppii>e  (|ue  les  corps  se  sont 
rétablis  après  le  choc  dans  le  même  ehil  m'i  ils  elaienl  au|)aravanl  :  de 
sorte  que  les  termes  /  V dp  de  l'expression  II,  (|ui  proviennent  des 
forces  P  dues  au  ressort  des  corps,  et  dont  la  valeur  est  la  plus  grande 
lors(|uc  la  compression  est  à  son  terme,  décroissent  ensuite  par  degrés 
égaux  pendant  la  restitution  et  icdeviennent  nuls  ii  la  fin  du  choc,  (l'est 
uni(|uement  dans  cette  hypothèse  que  la  conservation  des  forces  vives 
peut  avoir  lieu  dans  le  choc  des  corps  élastiques. 

Dans  tout  autre  cas,  lorsqu'il  y  a  des  changements  luiis{|ues  dans 
les  vitesses  de  (|uel(|nes  corps  du  système,  la  force  vive  totale  se  trouve 
diminuée  de  la  (|uanlité  des  forces  vives  dues  aux  forces  accélératrices 
(pii  onl  pu  produire  ces  changements;  et  cette  cpiantité  peut  toujours 
s'estimer  par  la  somme  des  masses  multipliées  par  les  carrés  des  vitesses 
(pie  ces  masses  ont  [)erdnes,  ou  sont  censées  avoir  ]>erdues  dans  les 
ehaugements  brusques  des  vitesses  réelles  des  coips.  (l'est  le  tbéori'me 
(|ue  M.  (larnot  avait  trouvé  dans  le  choc  des  corps  durs. 

'M .  Ou  [leul  aussi,  dans  rei|ualion  de  l'ailicle  I  I  de  la  Secli(Ui  pré- 
cédente, supposer  les  variations  o.j-,  ov.  o;  prop(U'tionnelles  aux  \  i- 
lesses  a-,  _>',  r  (pn'  les  eor|)s  i'C(;oivenl  |iar  rim|>ulsiou.  Ou  aura  ainsi 
{'('ipialion 

V^[m(.r--+-  v'H-  i')  -V-  xi  +  Y  V  -(-  Zs]  =  o, 

dans  laquelle  la  partie  V^m(,r^ -(- v* -+- ;'')  reprcseiite  \;\  furcc  n\r  de 
tout  le  svsli'me. 
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Cette  équation,  étant  combinée  avec  les  trois  équations  de  l'ar- 
ticle 14,  donne  lieu  à  une  propriété  de  rnaximis  et  minimis  relative  à  la 
ligne  autour  de  laquelle  le  système  tourne  au  premier  instant,  lorsqu'il 
a  reçu  une  impulsion  quelconque,  ligne  qu'on  peut  aussi  nommer  axe 
de  rotation  spontané. 

Si  l'on  nomme  a,  [i,  y  les  parties  des  vitesses  a;,  y,  z  qui  dépendent 
du  changement  de  position  respective  des  corps  du  système  ('),  et 
qu'on  les  ajoute  à  celles  qui  résultent  des  rotations  (art.  17),  on  aura 
les  valeurs  complètes  de  x,  y,  z,  exprimées  ainsi  : 

Supposons  maintenant  qu'on  diiïérentie  ces  valeurs,  en  ne  regar- 
dant que  'i.  M,  cp  comme  variables,  et  qu'on  dénote  ces  différentielles 

(';  Ces  quantités  x,  S,  ■[  ne  sont  pas  siiffisanimcnt  définies.  (JncI  que  soit,  en  efiet,  le 
déplacement  d'un  système  variable  de  forme,  on  peut  le  regarder  comme  résultant  d'un 
mouvement  arbitraire  imprimé  au  système  solidifié,  puis  d'un  second  mouvement  produi- 
sant le  changement  de  position  respective  des  points  considérés.  L'indétermination  des 
quantités  a,  p,  y  rond  cet  article  37  extrêmement  obscur.  Je  dois  avouer  qu'il  m'a  été 
impossible  de  comprendre  le  raisonnement  de  Lagrange  et  d'attacher  mémo  aucun  sens 
précis  au  théorème  qui  termine  le  paragraphe.  Les  notes  qui  suivent  se  rajjportenl  donc 
au  seul  cas  d'un  système  solide.  (/.  Bertrand.) 

Tout  en  souscrivant  aux  remarques  précédentes,  nous  proposerons  l'interprétation 
suivante  du  résultat  obtenu  par  Lagrange  :  si,  dans  les  formules  qui  donnent  x.  j-,  z,  on 
considère  a,  p,  •(  comme  des  fonctions  données  de  .r,  j,  z  et  tu,  tp,  ^  comme  des  arbi- 
traires variables,  cela  revient  à  considérer  tous  les  mouvements  du  système  dans  lesquels 
la  déformation  est  la  mémo  au  bout  d'un  instant  infiniment  petit;  car,  si  l'on  cherche,  par 
exemple,  la  dérivée  de  la  distance  de  deux  points  du  système  par  rapport  au  temps,  on 
reconnaît  aisément  que  cette  dérivée  ne  dépend  nullement  des  arbitraires  w,  tp,  ij<  et 
demeure,  par  conséquent,  la  même  quand  ces  arbitraires  prennent  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. Le  théorème  de  Lagrange  peut  donc  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  l'on  compare  le  mnm'ement  que  prend  le  système  sons  les  impulsions  données  à  tous 
ceux  dans  lesquels  la  déformation  serait  la  même  au  bout  d'un  instant  infiniment  petit,  la 
force  vive  acquise  par  le  système  dans  le  mom'cment  naturel  sera  toujours  un  maximum 
on  un  mi/iimum. 

Il  résulte  d'ailleurs  do  la  démonstration  donnée  par  M.  Bertrand  dans  la  note  suivante 
que  cette  Jorce  vive  sera  toujours  un  maximum. 

Au  reste,  la  proposition  de  Lagrange  est  comprise  comme  cas  particulier  dans  un  théo- 
rème très  général  que  l'on  doit  à  Sturm ,  et  que  l'on  trouvera  énoncé  dans  une  Note 
insérée  aux  Comptes  rendus  de  l' Académie  de<:  Sciences,  tome  XIII,  page  io|5,  et  dé- 
montré dans  un  Mémoire  posthume  de  Sturm  publié  par  M.  Prouliel.  (  J'oirSlmm,  Leçons 
de  Mécanique,  t.  II. j  G.  D. 


312  MKC  VMOI  i:    \N  Vl.^  TIOl  T.. 

|>;ir  la  caractéristique  o('),  on  aura 

OJT  ^=  z  00)  —  y  00,         ôy  =r  .r  5î>  —  3  'ri/,         oz  =:  y  o'J/  —  .r  ow. 

Or  les  (l'ois  ('(jualioiis  tic  l'arliclc  11,  claiil  iiiiilli|ilit'cs  rcspccliM-iiiciit 
par  (5o,  Soj,  oj/  et  ajoutées  ensemble,  en  faisant  |)asser  sous  le  signe  S^ 
les  (liiïérentielles  09,  ôco,  o|/,  qui  sont  les  mêmes  pour  tous  les  corps. 

(liiiinciil,  p;ii-  la  Milistilulioii  lics  valeurs  précédentes. 


^  f  m  (./■  0./-  -h  y  oy  -»-  5  o-)  +  X  o.c  -h  Y  6y  -f-  Z  ôj ]  =  o. 

Mais  réi]iiali(m  (le   la   l'orrc  vive   (rmixéc    ci-dessus,   élaiU  didérenliéc 
relativement  ii  0  ''],  donne 

^  [  2  m  (  X  oj;  4-  r  0  K  -+-  ;  o;  )  -+-  X  o.r  -1-  Y  0  >•  -t-  Z  6-  ]  :=i  o. 

Donc  on  a.  pai'  la  comparaison  de  ces  d<'u\  é(|nali(iiis, 

[>i  m  ( .1-  o.v  -hyh'-\-:os):=o 
el.  par  consé(juen(. 

ce  qui  lail  voir  (juc  la  force  vi\('  (|ue  le  sysli'm(>  acqnicfl  par  riinpnl- 
sion  est  toujours  un  maxiniuni  mi  nu  niininuun  ^  '  ,  |)ar  ra|q)ort  au\ 

{')  Ces  varialioiis,  ropri'îsenlécs  par  la  caractcrisliijiie  0,  se  rappùileiit  aux  clianj.'omcnts 
qu'éprouvent  les  vilosses  par  suile  de  l'introduction  de  liaisons  nouvelles,  les  forces  mo- 
trices restant  les  mômes.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  corps  solide,  les  variations  a 
l)Cuvenl  résulter  de  l'introduction  d'un  ave  livo  dans  le  système,  {J.  Jlcrini/id.) 

(*)  SI  l'on  suppose  que  les  variations  désignées  par  0  soient  finies,  on  aura,  en  diirércn- 
lianl  l'équation  des  forces  vives, 

{^  j  ■im(.i:'7.r  -+-J  0/  -t-  3o;)-(-m[('?.r)î-H(.î)-)»-i-(S;)2]  -4-Xo.r  -+- VSr  H-  Z^i  [  =  o: 

et  si  l'on  continue  le  raisonnement  en  ayant  é^ard  au\  nouveaux  termes  inirnduils  par 
celte  liypotlièse,  on  trouvera 

8§mf.i!-i-y'-H;«)  =  — <^ni|(0.r)«-+-(8r)»-+-(oi)'], 

ce  qui  montre  ipie  l'accroissement  des  forces  vives  est  négalif  el  épal  à  la  sonnne  des 
forces  vives  dues  aux  vilosses  pi'rdues  par  les  dilTérenls  poinls,  (./.  Jlrriraiul.) 

(')  Il  résulte  de  la  note  précédente  (pi'elle  est  loujcuirs  un  maximum,  t'.ello  remanpie 
a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Delaunay,  qui  la  justifie  d'une  manière  Ires  dilTé- 
rcnto.  [Journal  de  J.ioin'ille,  i"  .série,  (,  V,  p.  a55.)  (./,  Ilcriraiid.) 
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rotations  relatives  aux  trois  axes;  et,  comme  ces  trois  rotations  se 
composent  en  une  rotation  unique  autour  de  l'axe  spontané,  il  s'en- 
suit que  la  position  de  cet  axe  est  toujours  telle  que  la  force  vive  de 
tout  le  système  est  la  plus  petite  ou  la  plus  grande,  par  rapport  à  ce 
même  axe. 

Euler  avait  démontré  cette  propriété  de  l'axe  spontané  de  rotation 
pour  les  corps  solides  d'une  figure  quelconque;  on  voit  par  l'analysi! 
précédente  qu'elle  est  générale  pitnr  un  système  de  corps  unis  entre 
eux  d'une  manière  invariable  ou  non,  lorsque  ces  corps  reçoivent  des 
impulsions  quelconques. 

;}8.  Lorsque  le  système  est  un  corps  solide  qui  peut  tourner  librement 
autour  d'un  point  et  qui  n'est  animé  par  aucune  force  accélératrice, 
on  peut  tirer  de  la  combinaison  de  l'équation  à&s  forces  vwes  avec  celle 
des  aires  une  relation  digne  d'être  remarquée  par  sa  simplicité,  cl  ([ui 
ne  l'avait  pas  encore  été,  que  je  sache,  entre  les  vitesses  de  rotation  '|^, 
co,  o  par  rapport  aux  trois  axes  fixes  des  coordonnées  x,  y,  z.  Dans  ce 
cas,  oii  a  simplement  (art.  17) 

dx  zzz  a;  dl  ^  {ziii  —  yo)  dt, 
dy  =  r  dt  =(x(p  —  z']^)dl, 
dz  ^  z  dt  ^  {y  'j'  —  -i-  r,) )  dl. 

Donc,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  dernières  équations  de  l'ar- 
ticle 9,  après  les  avoir  multipliées  par  o,  co,  ■\i,  qu'on  fasse  passer  ces 
quantités  sous  le  signe  ^  et  qu'on  substitue  -^-,  -^^  ^  ii  la  place  de 
leurs  valeurs,  on  aura 


S 


,  dx^        dy-        dz-\         .   ■        „  •        „  • 


mais  l'équation  de  l'article  34  donne,  lorsque  n  =  o, 


îS 


,dx-        df-        dz'\       „ 


Donc  on  aura 

XI.  4o 


3i'* 


MKCAMOLI-:  A\  \  I.^  TIOIE. 


A.  H,  (".  ('lanl  les  iiiDiiiiMits  des  lorccs  priinitives  (ririi|iiilsiciii  l'I  II  cl, ml 

iiiic  c'oiishinlc  ;iiliilriiirc,  ({iii  diiii  rire  nrccssairciiiciil  |iii>ili\i'. 

Si,  (l;iii>  icllc  (■(|iiarKiii,  oii  suhsliliic  ponr  A.  15,  K  li's  cxiiicssions 

(le  ralliclc   I  I, 

y(. ,     •/  (. ,     •/  L  , 

ou 

C'cos/,     iVcosm,     C'cos«, 

cl  iMiiir  'l,  0),  o  celles  (le  rarlicle  17, 


^cosÀ,     OcosiJ.,     (Jcosv, 


(III  aura 


H 


(/(cos/cos/.  -t-  coswi  cos^  -i-  cos/;  cosv)  =  ^ 

Dans  celle  luriniile,  /,  ///.  u  smil  les  angles  (|iie  l'axe  lu^rpeiidiculaire 
au  plan  iinariuhle  fait  avec  les  axes  lixes  des  a-,  v,  :■,  el  A,  u,  v  s(jiil 
les  anglc^s  que  l'axe  iustantané  de  la  rotaliou  compost^-e,  dont  0  esl  la 
vitesse,  fait  avec  les  uu^'UJes  axes;  doue,  si  l'on  nomme  t  l'au^'le  (|ue 
l'axe  instantané'  de  r(t(alioii  l'ait  avec  l'axe  perpendiculaire  au  plan 
invariable,  on  aura,  par  une  l'oiinuie  connue, 

COSff  —  COS/COSÀ  -i-  COS/«  COS/i  H-  COS/i  COSV 


cl,  par  ciilise(|llell(, 


.  >n 


:  9.  H 

(/COSff  —  -p7> 


où  la  (piantili'  '.  est  luie  constante  (|iii  (h'pend  de  I  clal  initial  :  ce  (|ui 
donne  un  rapport,  indépendant  de  la  liiinrc  du  C(ir|is,  entre  la  \ilesse 
réelle  de  rotation  ii  clia(|iie  iii-~iaiil  et  la  pnsiliim  de  l'axe  de  rolali(ni 
ndaliveinent  au  plan  iii\arial)le. 

An  resie,  >i  l'dii  prend  le  plan  des  rr  de  nianii're  i|n'il  passe  par  le 
centre  du  ciu'ps  cl  par  la  droile  Miixanl  hopielle  >e  l'ail  riinpiilsinn ,  le> 
conslanics  A  cl  It  dcN  ieiiilidiil  nulles  art.  1(1  ,  cl  l'ciiualion  générale 
Irouvi'c  ci-dessus  se  réduira  ii 

Ci  ^  ail. 
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laquelle  fait  voir  (jue  la  vitesse  de  rotation  par  rapport  à  Taxe  des  :;, 
e'est-à-dire  parallèlement  au  plan  de  l'impulsion,  demeure  toujours  la 
inêiiie. 

§  \l.  —   Propriétés  relatives  à  la  moindre  action. 

39.   Nous  allons  maintenant  considérer  le  quatrième  principe,  celui 
do  la  moindre  action. 

En  nommant  u  la  vitesse  de  chaque  corps  m  du  système,  on  a 

,      dx'-       dr^      ds'- 
"'-dF^'^-^Tn^' 

et  l'équation  des  forces  vives  (art.  31)  devient 

laquelle,  étant  différentiée  par  rapport  à  la  caractéristique  (5,  donne 

^  m  (  H  OK  H-  cil  )  =r  o. 

Or,  n  étant  une  fonction  de  p,  y,  /•,  ....  on  a 

on  =  P  op  +  Q  orj  4-  R  ô/-  + . . . . 
Donc 

•slm  (P  dp  +  Q  01/  -f-  R  0/-  -t- . .  .)=:—  Si  ni"  "î"- 

lit  cette  équation  aura  toujours  lieu,  pourvu  que 

P  dp  +  Q  df/  +  R  dr  +  .  .  . 

soit  une  quantité  intégrable  et  que  la  liaison  des  corps  soit  indépen- 
dante du  temps;  elle  cesserait  d'être  vraie  si  l'une  de  ces  conditions 
n'avait  pas  lieu. 

Qu'on  substitue  maintenant  l'expression  précédente  dans  la  fornuilc 
générale  de  la  Dynamique  (Sect.  II,  art.  5),  elle  deviendra 

S/d'^a:  ^  d-y  ,  d' z  ^  ^    \ 

V  dt-  dl-    -^         dt-  ) 
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Or 

(l'jc  ox  T  cl'f  or  T-  </- ;  o;  =  (/(dx  ox  -+-  c/y  or  ■+-  t/z  oz  ) 

—  dx  dox  —  dj  r/<5» —  dz  doz. 

Mais,  parce  que  les  caractéristiques  d  et  o  représentent  des  clillerenccs 
ou  variations  tout  à  (ait  indépendantes  les  unes  des  autres,  les  (luan- 
tilés  «■/o.^•,  (/ov,  (/oz  doivent  être  la  môme  chose  que  C(/x,  odv,  od:-. 
D'ailleurs,  il  est  visible  que 

dx  ôdx  ~  dv  ôdy  -r  dz  odz  =  {o{dx'-  +  df  -f-  dz'-). 

Donc  on  aura 

d-xox  -+-d-yoy  ^  d-zoz  z=d(dxdx  -h  dy  oy  -hdzàz)  —  {o{dx^-r  dy'-r- dz-). 

Soit  S  l'espace  ou  l'arc  décrit  parle  corps  m  dans  le  temps  /;  on  aura 
d.i  =z\^dx--+-  dy^-^dz^,         dl  ^i  — 

Donc 

d-x  ox  ■+-  d-y  oy  -r-  d- zoz  =  d{dx  o.r  4-  dy  oy  -+-  dz  oz )  —  ds  ods ; 

cl.  (le  là, 

d-x.,         d'-y  ^         d'-z  .,        d{dxox -h  drèy -^  dzoz)         ,od.i 

Ainsi  la  formule  générale  dont  il  s'agit  deviendra 

S\  didx  ox -t-dyoy -i-dzôz)  ,ods  ,  "1 

,n  1^^ ^ .'  ^  -  u  oa\  =  o, 

ou,  fil  iiiulti|ili;iiit  tous  les  termes  |>;ir  l'rléiiicnt  cniislaiil  d/  -~  -'-  et 
i'cin;ii-(|ii;iiil  i|iii'  (l'jcis  -\-  <h on  =  ^[ikIs  . 

L^       \  i/{dxàx -hdyôr -^-dzoz)       ,,     ,,1 

S"'  [ à^ -o(»./.oJ  =  o. 

(>(iriiiiic  le  signe  intégral  [|^  ii';i  aucun  ra|)p(iit  aux  signes  dilleren- 
li(dsf/ct  0,  ou  peut  faire  soitir  ceux-ci  Inus  de  celui-là;  cl  l'cciuatinii 
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précédente  prendra  cette  forme 

n       f  dx  ^  dv  ^  dz  ^  \        ^n 

Intégrons  par  rapport  au  signe  différentiel  d,  et  dénotons  cette  inté- 
gration par  le  signe  intégral  ordinaire  /  ;  nous  aurons 

S  "^  (§  ""^  +  %  ^^^'  +  Tt  '")  -  f^  S  ™ "  *  =  •^°"^'- 
Or  le  signe  j  ,  dans  l'expression 

J'ô^muds, 

ne  pouvant  regarder  que  les  variables  a  et  s  et  n'ayant  aucune  relation 
avec  les  signes  ^  et  o,  il  est  clair  (|ue  cette  expression  est  la  même 

chose  que  celle-ci 

ô  ^  m  j  II  ds  ; 

et,  si  l'on  suppose  que,  dans  les  points  où  commencent  les  intégrales 

/  Il  ds,  on  ait 

3x  =:  o,        0/  =:  o,        o;  ^  o, 

il  faudra  que  la  constante  arbitraire  soit  nulle,  parce  que  le  premier 
membre  de  l'équation  devient  nul  dans  ces  points.  Ainsi  on  aura,  dans 
ce  cas, 

Donc,  si  l'on  suppose  de  plus  que  les  variations  ox,  oy,  oz  soient 
aussi  nulles  pour  les  points  où  les  intégrales  fiids  finissent,  on  aura 
simplement 

ô  V  m  /  Il  ds  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  variation  de  la  quantité  ^m  1  iids  sera  nulle;  par 
conséquent,  cette  quantité  sera  un  maximum  ou  un  minimum. 
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De  là  résulte  donc  ce  théorème  ^'énéral  : 

Dans  le  tmmvcimiil  d'un  syslèmc  (HH-lcon(fUc  de  corps  animes  par  <l(s 
forces  mutuelles  d'attraction,  ou  tendantes  à  des  centres  fixes,  et  propor- 
tionnelles à  des  fonctions  quelconques  des  distances,  les  eourhes  décrites 
par  les  di//'érents  corps,  et  leurs  t^ifesses.  sont  nécessairement  telles  que  la 
somme  des  produits  de  chaque  masse  par  l'i/itéi^rale  de  la  vitesse  multipliée 
par  l'élénwnt  de  la  courbe  est  un  ma.vimum  ou  un  minimum,  poutvu  que 
l'on  ref^arde  les  premiers  et  les  derniers  points  de  chaque  courbe  comme 
donnés,  en  sorte  que  les  variations  des  coordonnées  répondantes  à  ces 
points  sownl  nulles. 

C'est  le  théorème  duiii  imus  avons  parlé  ii  la  lin  de  la  première  See- 
lioii,  sous  le  nom  de  l'rincipe  de  la  moindre  action  ('). 

10.  Mais  ce  lliéoi'ème  ne  contient  pas  seulement  nue  propriété  \\\'> 
remarquable  du  mouvement  des  corps,  il  peut  encore  servir  à  déter- 
miner ce  mouvement.  Ku  effet,  puis(|ue  la  formule  J»^m  /  u ds  doit  èire 
un  maximum  ou  un  minimum,  il  n'v  a  (|n'à  dierelier,  par  la  méthode 
des  variations,  les  conditions  qui  peuvent  la  lendre  telle;  et,  en  em- 
ployant l'équation  générale  de  la  conservation  des  forces  vives,  nu 
hdiiNcra  toujours  toutes  les  équations  nécessaires  pour  diicrniiin'i'  le 
nioiivement  de  clia(|ni' coi'ps.  (>ar,  pour  le  inaxiiiinni  lui  niiiiiiiiiini.  il 
l'aul  (|iic  la  \ariation  soil  nulle  cl  i|ii(',  jiar  ci)nsc(|uciil,  on  ail 

n  ^in  /  u  ds  in:  o; 
et  de  là,  en  pratiquant  dans  un  ordre  rc(iiiL;iaile  les  iipéralion-^  expii- 
ez L'intégrale  Smfuils  osl  un  maximum  ou  un  minimum,  si  on  la  ('om|iare  aux  inli'- 
praios  analogues  rclalives  à  tout  autre  mou\eniont  du  sysiéme  (|ui  serait  produil  par  les 
mômes  forces  et  dans  lequel,  malgré  l'introduclion  de  liaisons  nouvelles  laissant  subsister 
le  principe  des  forces  vives,  les  positions  initiales  et  liiiales  resteraient  les  mêmes.  IVul- 
ètre  CCI  énoncé,  qui  résulte  évidemment  de  l:i  di^mnnsiiiition,  u'esl-il  pas  rendu  assez,  ex- 
|)lieitc  dans  le  texte.  (J.  Jifrlroint.) 

On  pourra  consulter,  au  sujet  do  ce  principe,  un  ariicle  d'ttiinde  Itudriguus  inséré  dans 
la  Corrcfjjii/utaiicv  itc  t'Jùnle  Polylccliiiitjiif,  I.  III.  p.  iSij,  et  les  l'ortciiiiigeii  iilicr  Ihiiii- 
iiiili  de  Jauubi.  (î.  f). 
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sées  ci-dessus,  on  trouvera  la  même  formule  générale  d'où  l'on  élait 
parti. 

Pour  rendre  cette  méthode  plus  sensible,  nous  allons  Texposeï'  ici 
en  peu  de  mots.  La  condition  du  maximum  ou  minimum  donne,  en 
général, 

0  ^111  j  II  ds  ^  o, 

et,  faisant  passer  le  signe  différentiel  o  sous  les  signes  §  et  /  (ce  (\u\ 
est  évidemment  permis  par  la  nature  de  ces  différents  signes),  on  aura 
l'équation 

^m  y  d(iids)  .^o, 

OU  bien,  en  exécutant  la  dilTérentiation  par  o, 

Nin  /  {ds  ou  -+-  Il  ods)  =  o. 
Je  considère  d'abord  la  partie 

^111   /  ds  011  ; 

en  mettant  pour  ch  sa  valeur  u  dt,  elle  devient 

^in  I  II  ou  dt, 

OU,  changeant  l'ordre  des  signes  §  et  /,  qui  sont  absolument  indé- 
pendants l'un  de  l'autre, 

/  di  [S'ii"  ^"• 

Or  l'équation  générale  du  principe  des  forces  vives  donne  (art.  .Ji  ) 
(/R  étant  égal  à 

l^dp-^Qdq  +  Rdr-^...; 

donc,  dilTérentiant  suivant  o,  on  aura 

J<^  m  «  a«  =  -  §  m  on  =r  ^  §  m  (  P  ô/?  H-  0  07  +  R  â/-  + . . .  ), 
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parce  que,  Il  étant  supposée  une  l'onction  al;j;ébii(|iir  de  /).  r/.  ;• 

la  dilTérenlielle  oII  est  la  inriiic  (|iie  f/ll,  en  changeant  seiiliiiieiil  <l 
en  0.  Ainsi  la  (]uantilé 

xiu  /  (h  'jii 

se  réduiia  ii  cette  tbiine 

—  \'di  ^m  (P  op  H-  Q  oy  -r-  Il  o/-  -+-. .  .)• 

Je  considère  ensuite  l'autre  [larlie 

^m  /  u  o(/s, 

et  j'y  suli>litiic,  à  la  jdacc  de  r/.v,  sa  valeur  exprimée  \m\v  des  coordon- 
nées rectanij;les,  on  par  d'autres  variaMes  (|iielconques.  Ivn  cmiiloyant 
les  coordonnées  rectangles  œ,  y,  :■,  on  a 

donc,  diflérenliant  suivant  o, 

-  /       '^■^  --j     ,   '^'''  ■>  /     ,  ^'^  -^^ 

0  «4  =:  —r-  0  rtX  4-  -y-  0  «/  4-  -j-  O  a-, 

ou  i)ieii,  en  transposant  les  signes  d,  o  et  écrivant  r/o  au  lieu  île  or/. 
ce  qui  est  toujours  permis  à  cause  de  riiidépendance  de  ces  signes, 

^  ,        dx  j^  dy   .  ^         dz  ^ 

ods^^  ^-y-dox  +  ~-doy  -h  -r  aoz; 
ds  ds      •'        ds 

ds 

un  aura  ainsi,  en  substituant  celle  valeur  cl  niedanl  <l!  ;i  la  plare  de  —■, 

(Idininc  il  se  trouve  ici,  sous  le  signe  intégral  /.  des  dillereulielles 
des  variations  o.c.  or,  o;,  il  l'aiil  les  l'aire  dis|iaiaihi'  [lar  r(i|ierali(in 
connue  des  intégrali(Mis  par  parties,  suivant  les  principes  de  la  nu-thode 
des  variations.  On  liaM>ri)iin('ra  dmic  la  (piantite    /      -dot  en  celle-ci, 

i|ni  lui  e>l  éi|ni\al('nle, 

d.c  .  r^     ,dx 

—rox  —  /  ox  d  -j-  : 
dl  J  dl  ' 
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et,  supposant  que  les  deux  termes  de  la  courbe  soieul  donnés,  en  sorte 
que  les  coordonnées  qui  répondent  au  commencement  et  à  la  tin  de 
l'intégrale  ne  varient  point,  on  aura  simplement 


/ 


f/x  ,-,      ,dx 

—r-  d  r)a-  =  —  /  ox  a  — 
dt  ■'  ctl 

On  trouvera  de  même 


et,  pareillement. 


/f.,,-=-/.,4, 


/ 


dz      ^  ,-,     ,rf- 

-r-d  oz  z^  —      oz  a  -r- , 

dt  ■'  de  ' 


de  sorte  qu'on  aura  cotte  translbrmée 

/  .o./,  =  -y(ax-r/^-  ^eyd^^^^zd'^y 

Donc  la  quantité 

^111   lad  ds 

deviendra,  en  transposant  les  signes  §  et  /  et  supposant  dt  constant, 

L'équation  du  maximum  ou  minimum  sera  donc 
l'dt  ^  m  [Vop  +  q  oq  -+- 1^  ^''  +  •  •  •  -t-  -^.  0-^  +  77^  '=>  + 


d-  .c  ^  d-  V  ,  d-  z  ^ 


laquelle  devant  avoir  lieu,  en  général,  pour  toutes  les  variations  pos- 
sibles,  il  faudi'a  que  la  quantité  sous  le  signe  /  soit  nulle  ;i  diaciuc 
instant;  on  aura  ainsi  l'équation  indéfinie 

S/  , ,  .        ,^  ^        r,  .  d-x  ^        d-  r  ,        d-z  ^ 

n,{l>o,,^Qoq^Ror-^.-...^—ox^-^.oy-^-^ozj  =  o, 

é(iuation  qui  est  la  même  chose  que  la  formule  générale  de  la  i)yna- 
uii([ue  (Sect.  II,  art.  5),  et  (jui  donnera  par  conséquent,  comme  celle- 
ci,  toutes  les  équations  nécessaires  pour  la  solution  du  problème. 
Kl.  4i 


:J22  ^^  K  r  V  M  o  r  v.  \  \  \  i. v  r  k  u ■  i:. 

il.  Ail  lieu  (les  cooi'iloniiécs  x,  y,  :,  on  peut  rinployer.  (ratitrcs 
iii(lol('iiiiiiiéos  qui'lcoiiqiies,  et  tout  se  réduit  à  ex|iriiri(i'  l'olémcnl  «li- 
l'arc  (/s  eu  foncliou  de  ces  indélerminées.  Qu'on  prenne,  par  exemple, 
le  rayon  ou  la  distance  l'cctilit^ne  à  l'origine  des  fniirdiinni'cs.  i|u'iim 
nommera  c,  avec  deux  angles,  dont  l'un  ■]/  soit  riiHliniii^dii  df  ( c 
layon  sur  le  plan  des  rv  et  l'autre  cp  soit  l'angle  de  la  projection  du 
iiiciiii'  rayon  sur  er  plan  avec  l'axe  des  .»■;  on  iiura 

;  =  psiii'|,        /  =  pcos']/sin9,        .r  =  p  cosi{/cosç/, 

et,  de  là,  on  trouvera 

ds-  =  </x-  -+-  dy-  -^  dz^^z  dç,-  -H  p  -  (  d^y  -h  cos'  '^  do-  ) , 

expiTssion  qu'on  pourrait  aussi  trouver  directement  par  la  fiéométrie. 
Dillrrcnlianl  (ioiii-  par  o  et  changeant  or/ en  r/o,  on  aura 

d.s  Q  ds  =  dp  d  dçi  -h  p  {d'il-  -+-  ces*  d"  <^9' )  °P 

-I-  p- {d'il  d o'!^  —  sirn}<cos'^r/9'ô'.{^  -+-  cos-']id'j  do-j); 


d'oii,  en  divisant  par  fi/  = 


ds 


et  en  intégrant,  on  aura 


+  H' (  P  777  ITT  -  P^'"^  «^«'^ 77F ''^ -^  P^^'"'^  777  ITT  ) • 

On  fera  disparaiti'c  de  dessous  le  signe  /  les  doubles  signes  r/o  par 
des  intégrations  par  parties  et  l'on  rejettera  d'ahord  les  termes  <|ui 
contiendraient  des  variations  hors  du  signe  /  ,  parce  (jue  ces  varia- 
tions, devant  alors  se  rapporter  aux  extrémités  de  l'intégrale,  de- 
vicimciit  iiiillrs  [lar  la  siippii>it ion  (|iif  les  |ircniii'r>  cl  dciiiicrs  points 
(les  courbes  décrites  |)ar  les  corps  soient  donnes  et  invariables.  On 
aura  ainsi  cette  transformée 


r  d.^      <P'S1  ''H^i)     ( 
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par  conséquent,  l'équation  du  maximum  ou  minimum  sera 


/-S 


m    1»  0^  +  O  0/  +  H  0/-  -H  . . .  +  (^^  -  p^  -  p  cos-A  ^ j  op 


[- 


p-s,n.Kos.^-,  +  — ^ 


'-  oo     =  o. 

dt  '  ! 


Égalant  à  zéro  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  /,  on  aura  nue 
équation  indéfinie,  analogue  à  celle  de  l'article  précédent,  mais  i|ui, 
au  lieu  de  variations  èx,  oy,  cz,  contiendra  les  op,  oo,  o|;  et  Ton  en 
tirera  les  équations  nécessaires  pour  la  solution  du  problème,  en  ré- 
duisant d'abord  toutes  les  variations  au  plus  petit  nombre  possible  et 
faisant  ensuite  des  équations  séparées  des  termes  alFectés  de  rhacuui' 
des  variations  restantes. 

En  employant  d'autres  indéterminées,  on  aura  des  formules  dill'é- 
rentes,  et  l'on  sera  assuré  d'avoir  toujours,  dans  cbaque  cas,  les  for- 
mules les  plus  simples  que  la  nature  des  indéterminées  puisse  com- 
porter. Voir  le  second  Volume  des  Mémoires  de  i Acnclèmie  de  Titnii, 
où  l'on  a  employé  cette  méthode  pour  résoudre  différents  problèmes 
de  Mécanique  (  '  ). 

42.  Au  reste,  puisque  ds  =  //  c//,  la  formule 

^m  /  uds, 

qui  est  un  maximum  ou  un  minimum,  peut  aussi  se  mettre  sous  la 
forme  ^m  /  li-  di,  ou 

j'dt\^mu\ 

dans  laquelle  §«!"'  exprime  la  force  vive  de  tout  le  système  ilaus  iiu 
instant  quelconque.  Ainsi  le  principe  dont  il  s'agit  se  réduit  propre- 
ment à  ce  que  la  somme  des  forces  vives  instantanées  de  tous  les  corps, 

(1)  T'oir  aussi  une  Note  remarquable  d'Uliiule  Uodri.aues,  Corresponddncc  ■mr  l'École 
l'olytcchiiiqiic,  tome  III.  page  i5i).  (/.  Bcriroiid.) 


m;  m  ÉC  \  N 1 0  11  E    \  \  \  1.^  T 1  (J  U  E. 

ilcpiii.s  II'  niiitiii'iil  nii  ils  |i;ii'lriit  (les  points  donnés  jus(|u'ù  celui  oi'i  ils 
iii'i'ivriji  il  (l^iiilrcs  |iuiiiis  ilonnrs,  stiil  un  maximum  on  un  minimum. 
On  |)(iuir;til  diuM  l'appeler,  avoc  plus  de  fondement,  \i' principe  de  la 
plus  i^ramlr  ou  plus  pviilc  force  rive:  et  cette  manière  de  l'iMirisaj^er 
ani'ail  l'avanlaiie  d'être  i,'énéi'ale,  tant  poiii-  le  mouvement  (|ue  pour 
re(|nilil)ie.  |)nis(Hie  nous  avons  \ii,  dans  la  troisième  Section  de  la 
I"  i'arlie  (  arl.  11  i.  (|m'  la  l'on-c  \i\i'  iruii  svsli'nir  est  louiouis  la  plii> 
grande  ou  la  plus  petite  dans  la  situation  d'équilibre. 
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SECTION  QUATRIÈME. 


KQU.VTIONS    DIFFÉRENTirXLES    POUR    LA    SOLUTION    DE    TOUS    LUS    PRor.LÉMES 

DE    DYNAMIQUE. 


I.  La  formule  à  laquelle  nous  avons  réduit,  dans  la  deuxième  Sec- 
tion, toute  la  théorie  de  la  Dynamique  n'a  besoin  que  d'être  développée 
pour  donner  toutes  les  équations  nécessaires  à  la  solution  de  quehfue 
problème  de  cette  science  que  ce  soit;  mais  ce  développement,  ([ui 
n'est  qu'une  affaire  de  pur  calcul,  peut  encore  être  simplifié  à  plu- 
sieurs égards  par  les  moyens  que  nous  allons  employer  dans  cette 
Section. 

Comme  tout  consiste  à  réduire  les  différentes  variables  qui  entrent 
dans  la  formule  dont  il  s'agit  au  plus  petit  nombre  possible,  par  le 
moyen  des  équations  de  condition  données  par  la  nature  de  chaque 
problème,  une  des  principales  opérations  est  de  substituer  ii  la  place 
de  ces  variables  des  fonctions  d'autres  variables.  Cet  objet  est  toujours 
facile  à  remplir  par  les  méthodes  ordinaires;  mais  il  y  a  une  manière 
particulière  d'y  satisfaire  relativement  à  la  formule  proposée,  qui  a 
l'avantage  de  conduire  toujours  directement  à  la  transformée  la  plus 
simple. 

2.  Cette  formule  est  composée  de  deux  parties  différentes  qu'il  faut 
considérer  séparément. 

La  première  contient  les  termes 


S 


d-j-  ,  d-y  -.  d-z  ^ 

\  dt-  at-    -^        de- 
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(|iii  proviennent  nnl(|iii'iu('nl  des  iDircs  irsullanli-s  de  rincrlic  dos 
ror|is. 

Li\  scfdndc  est  composée  des  termes 

3m(Po/>-+-  Q  of/ -h  \{  or  ^ . . .), 

dus  aux  forces  accélératrices  P,  O.  \\.  ...  (lu'on  suppose  agir  eH'ecli- 

vement  sur  chaque  (;orps  suivant  les  lignes/^,  y,  / et  ([ui  tendent 

à  diminuer  ces  lignes.  La  somme  de  ces  deux  quantités,  étant  eg;dee 
il  zéro,  constitue  la  formule  générale  de  la  Dynami(jue  (Seei.  II. 
art.  5  ). 

'.].  Considérons  d'ahord  la  (|naiilité 

ff'-x  ojr  ■+■  d-y  o)'  -r-  d-  z  oz  ; 

il  est  ilair  (|ue,  si  l'on  y  ajoute  (-(dle-ei 

dx  dox  -+-  dy  dSy  -+-  dz  dôz, 
la  somme  sera  intégrable  et  aur'a  pour  inlegrale 

dj-  ').!■  -r-  dy  ')y  -t-  </:  oz. 

D'ih'i  il  suit  ([lie  l'on  a 

d-.r  ô.r  -+-  d*y  dy  H-  d-zôz  =  d(d.r  dx  -^dyày  -i-  dz  oz  ) 

—  d.r  ddx  —  dy  doy  —  dz  doz. 

Or.  le  double  signe  do  étant  équivalent  à  or/ par  les  principes  connus. 
i;i  (|iiaiitité  d.r  dZx -+-  dydoy  ■+■  (tz<lr.z  peut  se  réduire  ii  la  lornie 

d.r  ddx  -t-  dy  ddy  -\-  dz  ddz, 

c'esl-ii-dire  ii 

\d(d.r*-^dy'+  </z'). 

Ainsi   l'on  aura  i-etlc  rciliirlidii 

«■/»./•  dx  -+-  d*y  dy  -f-  d'zês  —  d(dx  dx  H-  dy  dy  -hdzdz)  —  [  ô(</.r»  -(-  dy'  h-  dz'). 
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par  laquelle  on  voit  que,  pour  calculer  la  quantité  proposée 

d-  jc  Qx  +  d-y  0  V  -\-  d'^z  oz, 

il  suffit  de  calculer  ces  deux-ci,  qui  ne  contiennent  que  des  dilïerences 
premières, 

d.r  oj;  -+-  dy  oy  ■+-  dz  oz,     dx-  H-  dy'-  -j-  dz"-, 

et  de  difTérentier  ensuite  l'une  par  rapport  à  d  et  l'autre  par  rap- 
port à  0. 

4.  Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  sulislituer  ;i  la  place  des  va- 
riables ar,  y,  :;  des  fonctions  données  d'autres  variables  \,  L,  o,  ...: 
différentiant  ces  fonctions,  on  aura  des  expressions  de  la  forme 

dx—k  dl  -H  B  dh  -t-  C  (/o  -1-. . ., 
rfj  =  AV;  H- B' f/| -+- C  û?9  H- .  .  . , 
dz  =  AV;  -^  BV/'I  -H  C'do  +  . . . , 

dans  les<juelles  A,  A',  A",  B,  15  ,  ...  seront  des  fonctions  connues  des 
mêmes  variables  H,  '■{>,  o,  ...  ;  et  les  valeurs  de  ox,  Sy,  oz  seront  expri- 
mées aussi  de  la  même  manière,  en  changeant  seulement  r/en  o. 

Faisant  ces  substitutions  dans  la  quantité  drox -h  dvov -i- dzcz, 
elle  deviendra  de  cette  forme 

F  rfï  âç  -t-  G  ( de.  è'h  -+-  f/|  ôç )  -t-  H  d'\>  â'i.  +  I  ( d^  oo  -f-  r/ffl  o£ )  -1- .  .  . , 

où  F,  G,  H,  I,  . . .  seront  des  fonctions  finies  de  H,  ■!/,  o 

Donc,  changeant  o  en  d,  on  aura  aussi  la  valeur  de 

dx^-h  dy--i-  dz-, 
laquelle  sera 

Fd^'--^2Gd^d'}^  -1-  Hf/'P-H  2lf/;fl'9-1-.  . . . 

Qu'on  différentie  par  <:/  la  première  de  ces  deux  quantités,  on  aura 
la  différentielle 

d{Fdl)oi+FdUloç 

-H  rf(G  c?;)  ô|  4-  f/(G  d'I)  oï  -+-  G  f/;'  do'\j  -H  G  d'b  doc 
+  d{\îd'h)ô'h-hnd'bddb    -h...; 
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(liirérentiant  ensuite  la  secoiulc  par  o.  on  aura  eelle-ci  : 

QFca'--i--iFdiodl 

-+■  2  ÔCj  cil  f/']/  -+-  2  (î  <^/'];  0^/;  -h  2  G  dl  0(11 

Si  (loiir  l'un  niraiiciic  la  mmlic  de  ci'lti'  ilcrnii'ri'  diUV'rentifJk'  tli- 
la  première,  cl  (|u"iiii  observe  (iiic  f/o  cl  Cf/  sont  la  iminc  ilmsi'.  un 
aura 

<-/(Ff/;)ô^-^àFr/;- 

-T-  rf(G  dl)  o'I  -+-  rf{G  f/']/)  o;  —  oG  dl  dl 

-i-d{\l  d'I)  Ô'I  -  A  â H  f/'V  -r-  .  .  .  , 

|iiiiir  la  valeur  transformée  di'  la  i|iiaii(it('' 

d^xox  ^  d-y  (3/  -h  d-  z  i^z. 

Or  il  est  visible  (|ue  cette  valeur  peut  se  déduire  imuiédiateiin'iil  de 
la  dernière  diiréreiitielle,  en  divisant  tous  les  termes  par  2.  en  dian- 
geant  les  signes  de  ceux  qui  ne  contiennent  point  la  donhlc  caiacté- 
ristique  ici,  et  en  ellaçant  dans  les  antres  le  //après  If  0,  pour  l'appli- 
quer aux  (pianlités  (|ni  multipliiiil  les  dnnldcs  diirérenees  ailéctées 
(If  'id.  Ainsi  le  terme  oFr/;-  donne  —  ^oFc/;-,  le  terme  uKr/^or/H 
donnera  r/('Fr/ç)o;,  le  ternie  2 oG r/$ rf]/ donnera  -  oCdidl.  le  teiine 
•i{Ul\iod\  donnera  r/(  G  r/V)  oH ,  et  ainsi  des  autres. 

ô.  D'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  désigne  par<l»  la  l'onction  de  H,  1.  s.  .  . 
et  de  dz,  r/ji,  r/ç,  . . .  dans  laciuelle  se  transforme  la  ijuantilé 

\{d.r^-^dy^+dz') 

par  la  snlislitniion  des  valeurs  de  r,  y,  :  en  H,  •j',  9 <in  aura,  en 

général,  cette  transformée 

(I-  I  't  I     ■■  d-  \  'iv    '-  d-  z  nz  -=   -i-\  —  t:  -i-  d  -ir-T^  1  0; 

\      0?         0'/;/ 

\      vil  od-l  /    ^       \      00  0"?/ 


oo  ■ 
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en  (lénotaiif,  suivant  l'iLsago,  par -^  le  coefficient  de  o;  dans  la  difl'é 


ô* 


rence  o<I),  par  ^j-;  '^  coefficient  de  or/^  dans  la  même  différence,  et  ainsi 


des  autres. 


odi 


6.  Ce  (jii'on  vient  de  trouver  d'une  manière  particulière  aurait  pu 
l'être  plus  simplement  et  plus  généralement  par  les  principes  de  la 
méthode  des  variations. 

Soit,  en  effet,  $  une  fonction  quelconque  de  .r,  y,  ; djc,  dy, 

dz,  ...,  d'^x,  d-y,  d-z,  ...,  laquelle  devienne  une  fonction  de  ;,  '|, 
o dl,  d'\/,  do,  . . .,  d-l,  d'-'\i,  d'o par  la  substitution  des  va- 
leurs de  ^,  r,  ",  . . .  exprimées  en  H,  j/,  o,  ...;  en  différcntiant  pai' 
rapport  à  o,  on  aura  cette  équation  idenli(|ue 

ox  oax  oa'x 


odv     ■'        od^v 


03  odz  0  c/-  ; 


Of/^3  -H... 


+ 

o4»  ,, 

-T^o; 
o; 

+ 

31  + 

0?       ' 

+ 

-u 

ô\/ 

i  -+- 

Ô<I» 

oV-l 

+ 

â(/9 

û\/9 

-\-.  .  . 

+ 

ôll» 

oV/^ 

;  + 

0* 

ôrf^'i 

+ 

oJ) 

orf-9 

àd^o 

-t-.  .  . 

Qu'on  y  clninge  les  doubles  signes  od,  cd-,  ...  en  leurs  équivalents 
do,  d-o,  ...  ;  (lu'eiisuite  on  intègre  par  rapport  à  r/et  qu'on  fasse  dis- 
paraître, par  des  intégrations  par  parties,  tous  les  doubles  signes  r/o, 
d-o,  . . .  sous  le  signe  intégral  /  qui  se  rapporte  au  signe  différentiel  d; 
on  aura  une  équation  de  cette  forme 

l\\  o.r -h  B  oy  ^Coz  -h...) -hZ 

=j\k'èl  -h  B'Ô'L  -t-  C'o>  -h.  .  .)  -h  Z', 
XL  42 
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(luilS    llH|tll'llc 


A 

0<I> 

o(Lc 

B 

_0* 

,o4> 
—  (l  --.-j- 

0(/f 

C 

""  oz 

—  (t-^j- 
0(1: 

àd'jc 
od'y 

0* 

od-z 


(l^ 


.,       o<I>         ,0*  ,,    o<I> 

A'=  -^    —d—,.    -hd-r^TT-. 
OC  0(1'  0  (I- 1 


15 


d  =r-ij  -+-  d-  —j-r- 
o  d'il  0  cr  ^}/ 


„,     ô*      ,  o<b     ,,  ôa» 

c  =  T d.r-r-^<^^^, • 

oo  od'j  nit-'^ 


Z': 


5*         ,  ô* 


/  od-x 

\.       a*   , . 

■  ]'>Y  +  ^TTT-  doy  -h. 
)    •'        od-y 

.     o:;  4-  T—rr  doz  -+-  . 
I  od-z 


/  0*  ô» 


0  <<■  'jl 


O'I  ■ 


od-i. 


r/o'L 


(  o<b  ,    0«I>  \    ,  0*       ,. 

\odo  od'o  j  ort'9 

Donc.  nMlilÏÏTi'iiliiiiil  ri  li;iiis|)()s:ml,  dii  ;iur;i  riMiiialhui 

A  ^.r  -(-  R  5»-  H-  C  03  -t- . . .  —  A'  hl  -  B'  ^  -  C  Ô9  - . . .  —  fl7' -  </Z, 

I;h|iii'1Ii'  (liiil  l'Ire  iilciiliinic  <•!  jiMiir  lieu  (iiicilcs  ciiic  xiifiil   les  varia- 
lions  ou  (lillérciiccs  inai(|u<'i's  pai'  la  Irllrc  0. 

Ainsi,  |)iiis(|ui'  l<'  second   incniitrc  di'  (('lie  i'(|nali(iii   csl  imc  dilli'- 
icnlitdl(.'  cxai'tc  |iai'  ra|i|iiii  l  a  la  rai'aii('ii>li(|ii('  (/,  il   laiidra  i|Mt'  le  prc- 
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mier  membre  en  soit  une  aussi  par  rapport  à  la  même  caractéristi(|ue, 
et  indépendamment  de  la  caractéristique  o;  or  c'est  ce  qui  ne  se  peut, 
parce  que  les  ternies  de  ce  premier  membre  contiennent  simplement 
les  variations  Sj7,  ùy,  oz,  ....  8^,  S'|,  ocp,  ...,  et  nullement  les  dilïé- 
rentielles  de  ces  variations. 

D'où  il  suit  que,  pour  que  l'équation  puisse  subsister,  il  faudra 
nécessairement  que  les  deux  membres  soient  nuls  chacun  en  particu- 
lier; ce  qui  donnera  ces  deux  équations  identiques 

A  ox  -+- 1?  or  +  C  o;  -I- . . .  =  A'  o;  +  B'  o>  +  C  o?  + . . . , 
f/Z  =  d/J, 

lesquelles  peuvent  être  utiles  dans  différentes  occasions. 

Soit,  par  exemple, 

>P  — {{dx' +  (//--+- dz^), 

on  aura 

0.x  0  dx  ù  d-  X 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables;  donc 

A  =  —  d-  X,  15  —  —  d\y,  C  =  -  d-  :■  ; 

ensuite,  comme  $  ne  contient  que  des  différences  du  premier  ordre, 
on  aura  simplement 

^  =  ^-''ôdi' 

C'=^-r/^^^, 

do  dd(f 


Donc  on  aura  l'équation  identique 

,,  -  ,>         ^  „        ^  /    O'I*  ,   0*1*   \    •V- 

—  d-X  OX  —  d-  Y  ÛY  —  rt-  s  Oô  =  +      -^:r   —  d  -ir-pi      <3c 

■^     -^  Vo;  odU    ■ 


([ui  s'accorde  avec  celle  de  l'article  5 


5<I>         ,  ô«I>\  .,         /o<I>         ,  o<l>  \  . 
O'h  od'lil     '        \  0(0  odo  I 
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7.    Il  n'-siillf  (le  l;i  que,  |Miur  avoir  la  vaii'iir  de  la  (iiiaïUité 


l'ii   l'onelion   di-  ;,   '|,   o,   ...,    il  siillira   de  clicrcliei'   la  valeur  de  la 
(juantité 

S/d.r-        H  y'-        dz'-\ 
''\dF^dF--7îr-) 

en  riiiielioti  de  :,  },  ç-.  . . .  et  de  leurs  dillereiilielles  ;  cai.  iMUiiiiiaiil   l" 
eelle  luiirliDii.  on  ani'a  siir-le-rliauiii  la  transioruiée 


,2L  _oT\  . 
ôdt,        dl 


)''■^(fI^-^)"^^v^èd~o-^^)'''^ 


Et  celle  translbnnaliou  aura  lien  éi^alenienl  (juand  même,  |iarmi  les 
nouvelles  variables,  il  se  Irouveiait  le  lenips  /,  pourvu  qu'on  le  re- 
garde comme  constant,  c'esl-ii-dii-e  (|u'()n  lasse  0/  =  o. 

De  [dus,  il  est  i'aeile  de  voii'  ([u'iine  pareille  transfornialion  aura  lieu 
aussi  (laii>  Ir  ras  (u'i  les  variations  }>z,  cj/,  00.  ...  ne  seraient  pas  des 
dillcrrulirlles  exactcs,  pour\  u  (|u "elles  représciileiil  des  (| nanti  les  iiide- 
lerminéos  et  (|ue  la  vai-iati(Hi  cT  soit  île  la  t'ormi- 

Oc,  rtoç  O'j/    ^       dO']i 

^'■1  .v.p  ^'1-, 

Il  •  .      I  '      •  I  I  I  Ci'      •  .       "^  '  ^  '  ^  ' 

(liicllr'-  (lue  soieni  (I  ailleurs  les  eoelticicnts  -^j  -nri'  ^tt' 

<S.  Au  reste,  il  est  hou  de  l'cniarquer  (Hie,  si  l'expression  de  T  irn- 
l'ernie  un  lerine  (/\,  qu\  soit  la  diU'ei'enliidle  riuu|il('le  (rnne  ronelion  A 
dans  la(|uclle  une  des  varialtle>,  comme  :.  n'entre  (|ue  soii>  la  l'cu'un- 
finie,  ce  terme  ne  donnei'a  rien  dans  la  transformée  pi'iMedeule,  ndati- 
vemenl  :i  eetli'  variaMe.  Car,  Taisant 


I  =  dA  —  -^d^+  Y,  fl'l  -r..., 
de  0']'     • 
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on  a 

èdc,^  à'i' 

>(M.  ,dA 

ÔT       '^  àS,   ,.,       '^  à'\i   ..  d'.K    ...        d'k    ,,  ,0\ 

Donc  d  —,. ^,  coefficient  de  0^,  deviendra 

.JA  ,(I\ 

Il  s'ensuit  de  là  que,  si  l'expression  de  T  contenait  un  terme  de  la 
forme  Br/A,  A  étant  fonction  de  \,  '\i,  ...,  sans  d^,  et  B  une  fonction 
«juelconque  sans  ç,  ce  terme  donnerait  simplement,  relativement  à  la 

variation  de  E,  le  ternie  -^^r/B. 

o; 

Car,  donnant  au  terme  Bd\  la  forme  r/^BA)  —  XdH,  on  voit  d'abord 
que  le  terme  f/(BA)  ne  donnerait  rien  relativement  à  la  variation  de  ^, 
puisque  AB  contient  ^  sans  dl;  ensuite,  comme  r/B  ne  contient  point 
ç  ni  r/;  et  que  A  contient  H  sans  r/E,  ou  voit  qu'en  faisant  T  =  —  Ar/B, 
on  aura 


'ÎT 

ÔT            oA  ,„ 

^"i^--  =  0 

Cl 

—  =  —  —  c/B  ; 

Of/; 

oç              oç 

^  4 

(le  sorte  que  le  coefficient  de  0^  se  réduira  à  -^dB. 

9.  A  l'égard  de  la  quantité  P  Cyo  +  Q  oy  +  Ro/-  +  . . .,  elle  est  tou- 
jours facile  à  réduire  en  fonction  de  ;,  '|,  0,  ...,  puisqu'il  ne  s'agit  que 
d'y  réduire  séparément  les  expressions  des  distances /j,  q,  t;  ...  et  des 

forces  P,  Q,  R .Mais  cette  opération  devient  encore  plus  facile, 

lorsque  les  forces  sont  telles  que  la  somme  des  moments,  c'est-à-dire 
la  quantité 

Pdp+Q  dq  -t-  R  dr  -t-  .  .  . , 

est  intégrable,  ce  qui,  comme  nous  l'avons  déjà  observé,  est  propre- 
ment le  cas  de  la  nature. 
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Car  supposant,  loinine  dans  rartidc  '.i\  de  la  Sctiinii  III, 

dn  —  l' iif.  -t-  (>  d<i  -+-  H  c//-  -+-... , 

on  auia  il  fxprinK'  par  inir  l'iuulinn  tinii'  df  />,  </.  r,  ...;   par  consé- 
quent, on  aura  aussi 

6n  =  P  o/>  +  Q  h<i  -h  H  è/-  H- ... . 

.Multipliant  par  m  et  prenant  la  somme  pour  tous  les  corps  du  système. 


on  aura 


J;^  m  (  1'  o>  -f-  Q  07  -)-  U  oV  4- . . .  )  =  S  m  ÔII  =  0  ^  m  II. 


puisque  le  signe  §  est  indépendant  du  signe  0. 

Il  n'y  aura  ainsi  i\\\"A  chercher  la  valeur  de  la  (|iKuililr  ^111 II  en  fiuir- 
lion  de  ç,  '^,  o.  ...;  l'e  qui  ne  demande  (pic  la  siiiisliliilion  des  valeurs 
de  X,  y,  r,  . . .  en  ;,  },  ^,  ....  dans  les  expressions  de  p,  </,  ... 
(P*  Partie,  Sect.  Il,  art.  1);  et  c(>tlc  valeur  de  §nill  étant  iininmcc  ^■. 
on  aura  immédiatement 

10.  De  celte  manière,  la  formule  générale  de  la  l)yMami(|ue  (art.  2) 
sera  transformée  en  celle-ci 


Z  ô;  -+-  y*  ôi  -+-  4»  00  -+-...  =  o. 


dans  laquelle  on  aura 


6T         oT       q\' 


*=:(/ 


3T   _ÔT       ôV 

d  ^9       09        ^9 


en  sujipiisani 


et 


(/n  =  p  di>  -\-  Q  d,i  -(-  H  (//•  -+.... 
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Si  les  corps  m  et  m'  du  système,  regardés  comme  des  points  dont  la 
distance  mutuelle  est  p,  s'attiraient  avec  une  force  accélératrice  repré- 
sentée par  P  fonction  de  p,  il  est  facile  de  voir  que  le  moment  de  cette 
force  serait  exprimé  par  mrn'P^^,  et  il  faudrait  ajouter  à  la  valeur  deV 

la  quantité  mm'/  Vclp;  et  ainsi  s'il  y  avait  dans  le  système  d'autres 
forces  d'attraction  mutuelle. 

En  général,  si  le   système   renfermait  des  forces  quelconques  V, 

V, tendantes  à  diminuer  la  valeur  des  quantités/,  g;  ...,  on  aurait 

FS/,  G8g,  ...,  pour  les  moments  de  ces  forces  (I'^  Partie,  Sect.  II, 
art.  9);  et  en  regardant  F  comme  fonction  de  /,  G  comme  fonction 
de  g,  etc.,  il  faudrait  ajouter  à  la  valeur  de  V  autant  de  termes  de  la 
forme  fFdf,   f  Gdg,  . . .  qu'il  y  aurait  de  pareilles  forces. 

Or,  si  dans  le  choix  des  nouvelles  variables  ^,  '|,  -p,  . . .  on  a  eu  égard 
aux  équations  de  condition  données  par  la  nature  du  système  proposé, 
en  sorte  que  ces  variables  soient  maintenant  tout  à  fait  indépendantes 
les  unes  des  autres,  et  que,  par  conséquent,  leurs  variations  oç,  0'\i, 
ov,  ...  demeurent  absolument  indéterminées,  on  aura  sui'-lc-rliamp 
les  équations  particulières 

E  =  o,        »F  =  o,        «I>  =  o, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  le  mouvement  du  système,  puisque 
ces  équations  sont  en  même  nombre  que  les  variables  H,  ■^,  o,  ...  d'où 
dépend  la  position  du  système  à  chaque  instant. 

11.  ^lais,  quoiqu'on  puisse  toujours  ramener  la  question  à  cet  état, 
puisqu'il  ne  s'agit  que  d'éliminer,  par  les  équations  de  condition,  au- 
tant de  variables  qu'elles  permettent  de  le  faire,  et  de  prendre  ensuite 
pour  ^,  '\i,  o,  . . .  les  variables  restantes,  il  peut  néanmoins  y  avoir  des 
cas  où  cette  voie  soit  trop  pénible  et  où  il  soit  à  propos,  pour  ne  pas 
trop  compliquer  le  calcul,  de  conserver  un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Alors  les  équations  de  condition  auxquelles  on  n'aura  pas 
encore  satisfait  devront  être  employées  à  éliminer,  dans  la  formule 
générale,  quelques-unes  des  variations  o^,  o-j^,  ...;  mais,  au  lieu  de 
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I  rliiiiinalioii  arluelli'.  on  |t<)Uir;i  aussi  l'aire  usa^c  de  l;i  iiii'lliuilc  des 

iinilti(ili(alciiis.  o\|)()S(''c  ilaiis  la  I"' l'ailio    Sort.  IV). 

Soicnl 

L  =  o,        M  =  o,        N  =  o, 

les  ('(|iiatiuiis  dont  il  s'agit,  réduites  t'ii  l'oMcliuiis  de  ;,  y,  o eu 

sorte  (|iie  I.,  M.  N,  ...  soient  des  fonctions  données  de  ces  variables. 

(  tii  ajiiulri;i  an  |irciiiii'i' iiifiiilirc  de  la  lui  iiiulf  générale  ;  article  |irécé- 

denf)  la  (|iiaiilité 

).àLH-/jiôM-hvôN-H..., 

dans  laijuelle  A,  u-,  v,  ...  siinl  des  coefficients  indéterminés;  cl  l'un 
pourra  l'egarder  alors  l(!s  variations  c:,  cv[/,  oo,  ...  conjnie  indépen- 
dantes et  arljilraires. 

On  aura  ainsi  ré([nalion  générale 

Z  ô;  +  V  o'I  -+-  «I»  0 9  -4- . . .  +  >.  0  L  -t-  fi  0 M  +  V  o\  -I- . . .  =  o , 

la(|iiclle,  devant  être  vérifiée  indépendaninicnl  des  variations  o:.  o'i. 

oc.   ....  dt)ni)ei'a  ces  é(|ualii)iis  parliciilii'res  pour  le    moMNciiicnl   ilii 

sysli'nii' 

_       .  ÔL         m         ôN 

Ot  Oç  Ot, 

„,      .  ôL  ô.M         oN 

o']i  0^         d^ 

.       -ÔL  ÔM         ON 


li'on  il  l'a  II  (Ira  cnsiiilc  ('li  miner  les  iiiriniiiiics  A,  ;j.,  v ce  ipii  dimi- 
nuera iraiitaiil  le  iiomlire  des  e(|iialions:  mais,  en  y  ajoutant  les  ('(iiia- 
tions  de  condition  (pii  doivenl  nécessairement  avoir  lien,  mi  anva  tou- 
jours autant  d'e(|nations  que  de  varialdes. 

12.  (l(Hiime  ces  é(|iialions  penvenl  avoir  dillerentes  |iiiine>  pins  (ui 
moins  simple>.  et  surtout  pins  ou  moins  propri's  pniir  l'inléixration. 
il  n"e--t  pa--  inillHeient  sons  '|ilelle  l'orme  elle^  >e  pre~-eillelll  daliord  : 
et  c'est   peiit-elie  lin  de^  principaux  avantages  de  mitre  metliodi'.  île 
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fournir  toujours  les  équations  de  chaque  problème,  sous  la  l'orme  ht 
plus  simple  relativement  aux  variables  qu'on  y  emploie,  et  de  mettre 
en  état  de  juger  d'avance  quelles  sont  les  variables  dont  l'emploi  peut 
en  faciliter  le  plus  l'intégration.  Voici,  pour  cet  objet,  quelques  prin- 
cipes généraux,  dont  on  vei'ra  ensuite  l'application  dans  la  solution  de 
différents  problèmes. 

Il  est  clair,  par  les  formules  que  nous  venons  de  donner,  que  les 
termes  différentiels  des  équations  pour  le  mouvement  d'un  système 
quelconque  de  corps  viennent  uniquement  de  la  quantité  T  qui  ex- 
prime la  somme  de  toutes  les  (lunnlités  -  m  (  -^  -i-  -tt  +  '-rr)  rclali- 

'  '  -î       \  dt-         dt-         dl-  / 


vement  aux  différents  corps;  chaque  variable  Unie,  comme  E,  qui  en- 
Irera  dans  l'expression  de  T  donnant  le  ternie  — ^.  et  chaque  variable 


diliérentielle,  comme  r/^,  donnant  le  terme  d  ^r~r--  D'où  Ion  voit  d'abord 

0  de, 

(|ue  les  termes  dont  il  s'agit  ne  pourront  contenir  d'autres  fonctions 
des  variables  que  celles  qui  se  trouveront  dans  l'expression  même 
de  T;  par  conséquent,  si,  en  employant  des  sinus  et  cosinus  d'angles, 
ce  qui  se  présente  naturellement  dans  la  solution  de  plusieurs  pro- 
blèmes, il  arrive  que  les  sinus  et  cosinus  disparaissent  de  la  fonc- 
tion T,  elle  ne  contiendra  alors  que  les  ditlerentielles  de  ces  angles,  et 
les  termes  en  question  ne  contiendront  aussi  que  ces  mêmes  ditTéren- 
tielles.  Ainsi  il  y  aura  toujours  à  gagner,  pour  la  simplicité  des  équa- 
tions du  problème,  à  employer  ces  sortes  de  substitutions.  ^ 
Par  exemple,  si,  à  la  place  des  deux  coordonnées  oc, y,  on  emploie 
le  rayon  vecteur/-,  mené  du  centre  des  mêmes  coordonnées  et  faisant 
avec  l'axe  des  x  l'angle  cp,  on  aura 

JC  :;:;/■  COS'J,  )=:/sillO 

et,  différentiant, 

dx  z=  cos  <f  dr  —  /■  siii  9  ofcp,         dy  r^  sin  o  dr  -t-  /•  ces  9  «r/cp  ; 

donc 

dx^  +  dy'-—  dr"-  +  r^  d^\ 

XI.  "  43 
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expression  fort  simple.  (|iii  ne  eoiilieiil  ni  sinus  ni  eosiniis  <|e  z. 
mais  senlenicnl  s;i  (iiHVMcnlicile  c/o.  De  celle  inanit're,  l:i  «inantid' 
fli'^ -h  dy-  -f-  (Iz-  se  lionvera  elian,:,^'-e  en  r'  (h-  -+-  dr-  -»-  dz"^. 

On  pourrait  eneore  snhsliluer,  au  lieu  «le  /•  et  ;,  un  nouveau  rayon 
vecteur  p  avec  l'angle  '1  que  ce  rayon  fail  avec  /■.  (jni  en  esl  la  |)roiec- 
lion  ;  ce  qui  donnerait 

r—-pcos<i^,        -— psin'J/ 

cl.  par  c()iisc(|in'nl, 

fir- -^  ciz-^z  dp-  -f-  p- il'\i-  ; 

(le  sorte  i|ne  la  «|nanlilé 

dx'--^  df--¥-  dz- 

serail  Iransloi'nicc  en  celle-ci  : 

Ici  il  esl  clair  i|ne  p  sera  le  rayon  mené  du  ecntrc  des  cooi-donnees  an 
point  de  l'espace  où  esl  le  corps  m,  '|  sera  l'inclinaison  de  ce  rayon 
sur  le  plan  des  xy,  et  o  rani,de  de  la  pr^ojcclion  de  ce  rayiui  sur  le 
même  plan  avee  l'axe  des  -x- ;  cl  l'on  aura,  couinic  dans  rarlicle  i  de  la 
Section  il.  !"■  j'artie, 


.r  r=  p  ces  •]<  COS  O,  Y  '-=^  O  COS  '](  si  11  O, 


=  t>sinil<. 


Kniin,  on  pourra  employer  ;i  volonté  d'aulrcs  suli>Ululi(Mis.  et. 
lorsque  le  système  est  composé  de  plusieurs  corps,  on  pourra  les  rap- 
porter iinniedialcniiMil  les  uns  aux  anli'cs  pai'  des  cdurduniiccs  nda 
tives;  les  circonstances  de  rlia(|ue  pr(ddi'inc  iniiii|ucriinl  lonjnniv 
colles  qui  seront  le  plus  propres.  On  pourra  tnénie,  a|)ri's  avoir  ti'ouxc. 
d'apri'S  une  -^ulislilnlion,  une  ou  (|uel(|ucs  uno  des  c(|uali(Hi>  du  |u'o- 
hli'tne,  dciliiirc  les  aulres  d'autres  sulislilulious:  ce  (jui  l'onruiia  de 
nouveaux  moyens  de  diversilier  ces  ei|uali(uis,  ci  de  Inuixer  les  plu- 
simples  et  les  pins  l'acili'sii  inté^'rer. 


l;i.    Les  antres  termes  des  e(|natiims  d<ml    il    -auil    dependeul   île- 
l'orces  accélératrices  (|U(iu  supjiose  agir  >ur  le>  c(up<  cl  dc>  ci|u,iliou- 


SECONDE  PARTIE.  —  SECTION  IV.  339 

de  condition  qui  doivent  subsister  entre  les  varialiles  relatives  à  la 
position  des  corps  dans  l'espace. 

Lorsque  les  forces  P,  Q,  R,  . . .  tendent  à  des  centres  tixcs  on  ii  des 
corps  du  même  système  et  sont  proportionnelles  à  des  fonctions  quel- 
conques des  distances,  comme  cela  a  lieu  dans  la  nature,  la  quantité  Y, 
qui  exprime  la  somme  des  quantités 

m  /■(  P  dp  -f-  Q  rfy  +  1{  dr  +  ...) 

|)(nir  Ions  les  corps  m  du  système,  sera  une  fonction  algébrique  des- 
distances et  fournira,  pour  chaque  variable  ^  dont  elle  se  trouvera 

composée,  un  terme  fini  de  la  forme  -^^ 

De  même,  les  équations  de  condition 

L  =  o,         M  =  o, 

,.  -,  ,  .  •    I  I     >■  I        ,  -,  oL     âM  .      ■      • 

lonrniront  pour  la  même  variahle  ç  les  ternies  A-^j  ^t^j  •••>  et  ainsi 

des  autres;  de  sorte  qu'il  n'y  anra  qn'à  ajouter  à  la  valeur  de  V  les 
quantités  AL,  \i.M,  ...,  en  regardant  ensuite  À,  [j.,  ...  comme  con- 
stantes dans  les  différentiations  en  o. 

Si  donc  (juelques-unes  des  variables  qui  entrent  dans  la  fonction  T 
n'entrent  point  dans  V,  ni  dans  L,  M,  . . .,  les  équations  relatives  à  ces 
variables  ne  contiendront  que  des  termes  différentiels,  et  l'intégration 
n'en  sera  que  plus  facile,  surtout  si  ces  variables  ne  se  trouvent  dans 
T  que  sous  la  forme  différentielle.  C'est  ce  qui  aura  lieu  lors(|ne,  les 
corps  étant  attirés  vers  des  centres,  on  prendra,  pour  coordonnées,  les 
distances  à  ces  centres  et  les  angles  décrits  autour  d'eux. 

14.  Une  intégration  qui  a  toujours  lieu,  lorsque  les  forces  sont  des 
fonctions  de  distances  et  que  les  fonctions  T,  V,  L,  M,  ...  ne  contien- 
nent point  la  variable  finie  /,  est  celle  qui  donne  le  principe  de  la  con- 
servation des  forces  vives.  Quoique  nous  ayons  déjà  montré  comment 
ce  principe  résulte  de  notre  formule  générale  de  la  Dynanii(|ur 
(Sect.  III,  art,  34),  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que  les  équa- 
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lions  parliculières  déduites  de  celte  loiinulc  luuriiisseiit  toujours  nrir 
é(|uation  intégriilili'.  (|iii  csl  rcllr  île  la  lonsci'valion  des  forces  vives. 
Ces  (''((nations,  considcrces  dans  toute  li-ur  jj;(''Ui''ialil('',  •'•lanl  rliariinc 
de  la  forme    art.  I  I 

,  oT        oT       oV       .  oL  ôM 

0  a-        oc,         01  o;  0; 

si  ou  les  ajoute  enseinldi-  apil's  les  avoir  Uiulli|ilii'es  |iar  les  dinereii- 
ticlles  res[)eftives  (/c,(/\>,  ...  et  (ju'on  fasse  altentiou  (|ue  les  {|naii- 
tit(^s  V,  I>,  M.  ...  sont  j)ai'  riiy|iotlii'se  des  fondions  aii:éliri(|ues  des 
varial>les  H,  6,  ...  sans  /,  il  est  idaii'  (|u'on  aura  re(|iialioM 

{''r4-%)-'^*{''^r%)''**-^ '"--''■■"■  ^  •-™  -■■   '■■■ 

mais, 

L  =  o,        M  =0, 

étant  les  (''(inalioiis  de  eondilion,  on  aura  i,'éii(''ralemeul 

rfL  ■=  o,         dM  =:  o,         ...  ; 

par  cons(''(|uenl,  rc-cpialion  |)rér(''(lente  se  réduira  h 


d  ^-r.  —  —  )  rf;  4- .  .  .  +  rfV  =  o. 
0  «;  0; 


()]■  ou  a 


dz  d  -^—  —  di  y^.  di]  —  ■;r^,  d^  i\ 
od;  \0«4      /        odi 


et  comme  T  est  une  fnnelion  ali,'(d»ri(|Ui'  des  xariahles  :.  •]/, 
leur-  dill'érenlii'lles  d^,  r/'j/,  . . .  sans  /,  on  aura 

-„       qT  ,.        oT     ...       qT  ,,         fj'l'    „, 
oc,  ôdz  O'I    ^       orf'^ 

doue  re(|iial  KHI  de\  ii'iidra 

'/(^-^-'p  '/;  -^-   '']rdi-\^...)-  ,rr  H  ./\'  -  o, 


el    (le 
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laquelle  est  évidemment  intégrable  et  dont  l'intégrale  est 

oT    ,,        oT    ,,  „,       ,, 

--,—r-  'k  -h  ^r-rr  f/l'  + . .  .  —  1  -f-  >  =  consl. 
0  a-     ■       0  d'b     ' 


Maintenant,  pnisque 


■^=Si"'5 


d.c-        dy-        d:- 


il  est  évident  que,  quelques  variables  ({u'on  sulistitive  pour  r.  v,  z,  la 
fonction  résultante  sera  nécessairement  homogène  et  de  deux  dimcn- 
sions  relativement  aux  différences  de  ces  variables;  donc,  par  le  théo- 
rème connu,  on  aui'a 

oT  o'I'    ,.  .p 

-K-p  de,  +  T-pr  rf'J>  + . . .  =  1  r. 

Donc  rintégrale  trouvée  sera  simplement 

T  +  V  =  consl., 

laquelle  contient  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives 
(Sect.  lil,  art.  34). 

Si  la  quantité  V  n'était  pas  une  fonction  algébrique     '  ,  on  n'aurait 
pas 

-^  rf4  H- .  .  .  =  d\  . 

et  si  les  (juantités  T,  L,  M,  ...  eontcnaicnt  aussi  la  variable  /,   alors 


(  ')  Il  faut,  pour  comprendre  ce  passage,  se  rappeler  la  définition  de  la  IVinciinn  V.  On  a 

posé  (art.  9) 

(/Il  --  P  dp  +  0  dq  ~  R  (/r  -I-  .  .  . . 

puis  ensuite 

V  =  SmlI. 

Pour  que  V  soit,  suivant  l'expression  de  Lagrange,  une  fonclion  algchrique.  il  faul  et  il 
suffit  que  n  en  soit  une,  c'est-à-dire  que 

P  dp  ^Qd!]---  li  dr   - .  .  . 

soit  une  différoiUielle  exacte:  si  cela  n'a  pas  lieu,  la  fouclion  U  n'existe  plus,  et  il  eu  est  de 
même  de  V  :  fonction  algébrique  signifie  simplement  ici  fonction,  et  celte  expression  ne 
doit,  en  aucune  façon,  être  regardée  comme  opposée  à  celle  de  fonction  non  algébrique. 

(  /.  Bertrand.  ) 
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leurs  (Nircrcntiollcs  ^/T.  r/l,,  r/M,  ...  coiUiendrait'iit  aussi  les  Icrmos 

-^  dt,   .,- (Il,  -=r  <ll.  ...;  iloiic  les  ié<liictiiins  (iii!  uni   niidii  rriMKitinn 
ti  oi  ot  '  ' 

inlégralilf  n'auiaifiit  plus  lieu,  ni   par  runsiMiucut   le  jHin(i|ic  de  la 

i-onservalion  des  forces  vives. 

I,).  Quoi(|ue  le  théorème  sur  les  fonctions  lioniogènes  ddiu  nmis 

venons  de  parler  soit  démontré  dans  différents  ouvrages,   et  (|u'(mi 

puisse,  par  consé(|uenl,  le  supposer  comme  connu,  la  démoiistralion 

(juc  voici  est  si  simple  que  je  ne  crois  pas  devoir  la  supprimer.  Si  F  est 

une  fonction  homogène  de  dilférentes  variables  a-,  y,  ...,  et  (|u'elle 

soit  de  la  dimension  n,  il  est  clair  queii  y  mettant  ax,  ay,  ...  à  la 

phiic  de  .r,  V,  ...,  elle  deviendra  nécessairement  r/"F,  (luelle  (|iie  snii 

la  (|uantité  a.  Donc,  faisant  «  =  i -l- a,  et  regardant   a   ('(imnie   une 

(|uanlité  infiniment  petite,  l'accroissement  infmiuienl  pelil  de  1",  du 

aux  accroissements  infiniment  petits  c/.x,  av,  ...  de  ,r, y,  ...,  sera  //al". 

.Mais,  en  faisant  varier  .r-,v,  ...  de  a.r,  av.  ....  on  a.  en  f,'énéral,  pour 

la  variation  de  F. 

oF  ôF 

ox  ùy    "^ 

Donc,  égalant  ces  deux  expressions  de  l'accroissemenl  de  F  et  divisant 

|iar  a,  on  aura 

„      ÔF  oF 

IG.  L'intégrale  relative  ;i  la  co/iscndlio/i  des  forces  rias  est  d'une 
grande  utilité  dans  la  solution  des  prohièmes  de  Mécani(|ue.  surtout 
lors(|ue  la  fonction  T  ne  ednlienl  (pie  la  dill'eientielle  d'une  variable 
(|ni  ne  se  trouve  point  dans  la  l'onelion  \  :  eai'  celle  intégrale  servira 
aliU'S  il  (lélerniiner  celle  même  variable  et  à  éliminer  des  é(|ualions 
dilférentielles. 

.\  l'égard  des  intégrales  (|ui  se  rapportent  à  la  rommation  du  mou- 
i'eincnl  du  rentre  de  ^ra^ilè  et  au  principe  des  aires,  et  (|ue  nous  avons 
déjà  trouvées  d'une  manière  géuéiale  dans  la  Section  III.  elles  se  pré- 
senteront d'idies-ménies  dans  la  Siduliou  de  ehai|ue  pi'id)liMne,  pourvu 
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qu'on  ait  soin,  dans  le  choix  dos  variables,  de  séparer  le  mouvement 
absolu  du  système  des  mouvements  relatifs  des  corps  entre  eux,  ainsi 
(jue  nous  l'avons  fait  dans  la  Section  citée. 

Les  autres  intégrales  dépendront  de  la  nature  des  équations  ditléren- 
tielles  de  chaque  problème,  et  l'on  ne  saurait  donner  de  règle  générale 
pour  les  trouver.  II  y  a  cependant  un  cas  très  étendu  qui  est  toujours 
susceptible  d'une  solution  complète  en  termes  finis  :  c'est  celui  où  le 
système  ne  fait  que  de  très  petites  oscillations  autour  de  sa  situation 
d'équilibre.  Nous  destinons  une  Section  particulière  à  ce  problème,  à 
cause  de  son  importance. 

17.  Lorsque  le  système  dont  on  cherche  le  mouvement  est  composé 
d'une  infinité  de  particules  ou  éléments  dont  l'assemblage  forme  une 
masse  finie  de  figure  variable,  il  faut  employer  une  analyse  semblable 
à  celle  que  nous  avons  exposée  dans  le  §  H  de  la  Section  IV  de  la 
I"'  Partie;  mais  à  la  place  de  la  caractéristique  cl,  que  nous  y  avons 
employée  (art.  11  et  suiv.)  pour  désigner  les  différences  des  variables 
relatives  aux  différents  éléments  du  système,  il  faudra  substituer  la 
caractéristique  D,  qui  répond  à  la  caractéristique  intégrale  §,  relative 
à  tout  le  système,  afin  de  pouvoir  conserver  l'autre  caractéristique  d 
pour  les  différences  relatives  au  temps,  auxquelles  nous  l'avons  des- 
tinée dans  la  Section  II  de  la  II"  Partie,  article  7. 

Ainsi,  en  nommant  m  la  masse  entière  et  Dm  un  de  ses  éléments, 
il  faudra  mettre  Dni  au  lieu  de  m  dans  les  expressions  de  T  et  de  V  de 
l'article  10. 

S'il  y  a  pour  chaque  élément  du  corps  des  forces  F,  G,  ...  qui 
tendent  à  diminuer  les  quantités/,  ^'^  ...  dont  ces  forces  sont  fonc- 
tions, il  faudra  ajouter  à  la  valeur  de  V  les  expressions  §  /  Fr//', 
%S^ds 

Et  s'il  y  a  des  équations  de  condition 

L  =  o,         M  =  o,         ... 
qui  doivent  avoir  lieu  à  chaque  point  de  la  masse  m,  il  faudra  mettre 
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J^Xol.,  §[j.o.M,  ...  à  la  place  de  Aol..  ao.M dans  les  roriiiiilc-  de 

rarti.'lr  I  I. 

Les  (jiiaiilitésy",  g,  ....  ainsi  que  I..  M poiivaiil  rfiilViiiicr  des 

difTérenccs  des  variables  relatives  à  la  caïai-térisrKiiie  1),  il  faiidia  alors 
l'aire  <lisparaitre  les  douilles  signes  oD,  ol)'-,  . .  .  par  ropeialioii  connue 
des  intégrations  par  |)arties.  de  manii're  iiii'il  ne  reste  sous  le  signe  ^ 
que  les  variations  simples  marquées  par  o;  et  les  termes  liors  du 
signe  ^  se  lapporleronl  uniquement  aux  extrémités  des  intégi'ales. 

Il  l'andra  enlin  avoir  égard  aus>i  aux  forces  et  aux  c(|ualioiis  de  con- 
dition relatives  à  des  points  déterminés  de  la  masse  m.  et  en  tenir 
compic  dans  la  l'ormide  geneiale:  mais  elles  ne  iliiiincrunl  (|iic  des 
termes  indépendants  du  signe  [*>). 

Les  variations  (|ni  resteront  sous  le  signe  ^  donneront,  eu  égalant 
leurs  eocdlcii'uts  it  zéro,  autant  d'é(|nations  indéfinies  pour  le  iinoive- 
ment  de  chaque  élément  du  systi-me;  et  les  variations  hors  du  signe 
donneront  des  é(]uations  détermiiu'es  pour  cei'taiu<  ])oinls  du  systi'Uie. 
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SECTION  CINQUIÈME. 


METBODE    GÉNÉRALE    D  AI'PFIOXIMATIOX    POUR    LES    PROBLEMES    DE    DYXAMIQLE, 
FONDÉE    SIR    LA    VARIATION    DES    CONSTANTES    ARDITRAIRES. 


Les  équations  générales  que  nous  avons  données  dans  la  Section  pré- 
cédente, étant  du  second  ordre,  demandent  encore  des  intégrations  qui 
surpassent  souvent  les  forces  de  l'analyse  connue;  on  est  obligé  alors 
d'avoir  recours  aux  approximations,  et  nos  formules  fournissent  aussi 
les  moyens  les  plus  propres  à  remplir  cet  objet. 

1.  Toute  approximation  suppose  la  solution  exacte  d'un  cas  de  la 
question  proposée  dans  lequel  on  a  négligé  des  éléments  ou  des  (juaii- 
tités  qu'on  regarde  comme  très  petites.  Cette  solution  forme  le  premier 
degré  d'approximation,  et  on  la  corrige  ensuite  en  tenant  compte  suc- 
cessivement des  quantités  négligées. 

Dans  les  problèmes  de  Mécanique  qu'on  ne  peut  résoudre  (jue  par 
approximation,  on  trouve  ordinairement  la  première  solution  en 
n'ayant  égard  qu'aux  forces  principales  qui  agissent  sur  les  corps; 
et,  pour  .étendre  cette  solution  aux  autres  forces  qu'on  peut  appeler 
perturbai rices,  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  c'est  de  conserver  la  forme 
(le  la  première  solution,  mais  en  rendant  variables  les  constantes  arbi- 
traires qu'elle  renferme;  car,  si  les  quantités  qu'on  avait  négligées  e( 
dont  on  veut  tenir  compte  sont  très  petites,  les  nouvelles  variables 
seront  à  peu  près  constantes,  et  l'on  pourra  y  appliquer  les  méthodes 
ordinaires  d'approximation.  Ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  les 
équations  entre  ces  variables. 

On  connaît  la  méthode  générale  de  faire  varier  les  constantes  arbi- 
traires des  intégrales  des  équations  différentielles,  pour  que  ces  inté- 
XI.  ''  44 
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gralps  conviennent  aussi  ;iiix  hm'hics  ((luatioiis  aujiinciilées  de  certains 
termes;  mais  la  forme  que  nous  avons  donnée,  dans  la  Section  précé- 
dente art.  10),  aux  équations  générales  de  la  Dynamique  a  l'avantage 
dr  fournir  une  relation  entre  les  variations  des  constantes  ari)itraires 
(|uc  l'intégration  doit  y  introduire,  laquelle  simplitie  singulièrement 
les  formules  de  ces  variations,  dans  les  prohif'mes  où  elles  expriment 
l'elfel  des  forces  perturbatrices.  Nous  allons  d'alturd  déinontrcr  cclli' 
r('latii»ii:  nous  donnerons  ensuite  les  é(iuations  les  |dus  simples  pour 
déterminer  les  variatinns  des  constantes  arbitraires  dans  les  problèmes 
diiiit  il  >'ai^it. 

§1.-0//  Ion  déduil  des  équations  données  dans  la  Seet  ion  précédente 
une  relation  générale  entre  les  variations  des  constantes  arhitraires. 

2.  Soit  un  système  quelcon([nc  de  corps  m.  animés  par  des  forces 
accélératrices  P,  Q,  II,  ...  (jui  tciidnit  ii  des  centres  (jmcIcoikiucs,  fixes 
(III  iiiiM,  et  (|ni  soient  proporlioniicllcs  ii  des  fonctions  (|U('lconques  de 
liMiis  (li>taiic('s/>,  (/,  /■,  ...  il  ces  centres. 

Snpj)os()ns  que,  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition  du  sys- 
tème, on  ait  exprimé  les  coordonnées  .r,  y,  z  de  chacun  des  corps  en 
fonctions  d'aulrcs  variables  ^,  •]/,  ç,,  ...  qui  soient  tout  ii  l'ail  indépen- 
dantes entre  elles  et  qui  suffisent  pour  déterminer  la  position  du  sys- 
ti'ine  il  cba(|ue  instant. 

()ii  allia,  ]ioiir  le  mouvement  de  loiil  le  sy>tème,  les  équations  de 
l'article  HJ  de  la  Section  précédente,  et  il  est  facile  de  voir  (pie  ces 
é(|uations  seront  du  sccoml  oidre  par  i  apport  aux  vaiialiles  :,  •^,  ç-,  . . .  : 
de  soile  i|iie  les  valeurs  eoin|)l('tcs  de  ces  variables,  ([u'on  trouvera  par 
l'inlegialioii  et  (|iii  seront  exprimées  en  fonctions  du  temps  /.  e(inlien- 
dront  deux  fois  aulaiil  de  constantes  arbiti'aiiTS  (jii'il  y  a  de  variables. 
Cotninc  ces  eonstantes  (|iii\  eiil  ilemeiiîcr  arbiti'aires.  on  peut  les  faire 
varier  il  volonté;  ainsi  l'on  pourra  dill'ereiitiei'  l("<  e(|iiatioiis  dont  il 
s'a^'il  reiatiMiiieiit  ii  ces  conslantes,  (|iii  --0111  siippo-ecs  eonleiiiie- 
dans  les  expres'Nions  dc^  \aiiables  ;,  •]/.  ■p 
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;î.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

di  —  i;dt,         db  =  ■!;'  dt,         d'3  —  o'dl,  .:.; 

la  quantité  T  deviendra  une  fonction  de  H,  '|,  o,  ...  et  de  ^  ,  'Y,  ^^  . . .  ; 
et  si  les  forces  tendent  à  des  centres  fixes  ou  à  des  corps  du  même  sys- 
tème, la  quantité  Y  sera  une  simple  fonction  de  H,  '\',  o, Dans  ce 

cas,  en  faisant  Z  =  T  —  V,  on  aura 

_aT__j_dZ  1L—-L'3.  oT   _   1    dZ 

àdl~  dt  d'Y  '  â  d']^  "  dl  ai'  '  â  c?ffl  ~  dt  do'' 

où  l'on  pourra  changer  la  caractéristique  o  en  d,  puisqu'elle  ne  sert 

(ju'à  représenter  des  dilTérences  partielles. 

Ainsi  les  équations  différentielles  du  mouvement  du  système  (art.  10, 

Sect.  lY),  étant  multipliées  par  dt,  se  réduiront  à  celte  forme  plus 

simple 

,07.       Ù7.  ,, 

d-—,  —  ^dl  —  o. 


4.  Différentions  ces  équations  par  rapport  à  la  caractéristique  o  {'], 
que  nous  regarderons  comme  relative  uniquement  aux  variations  des 
constantes  arbitraires  qui  sont  censées  contenues  dans  les  expressions 
des  variables  S,  ]/,  9,  . . .  dont  Z  est  fonction;  et  comme  la  caractéris- 

ti(jue  d,  qui  affecte  les  termes  rfy/,'  ^^^'  •••'  'if^^^t  relative  qu'à  la 

variable  t  qui  représente  le  temps,  on  pourra,  par  les  principes  du 
calcul  des  variations,  changer  la  double  caractéristique  cd  en  do;  de 


('  )  On  suppose  ici  que,  ces  équations  ayant  été  intégrées,  on  ait  substitué  aux  variables 
^,  4*1  •  •  •  leurs  expressions  générales  fournies  par  cette  intégration.  Los  équations  devien- 
nent alors  identiques  et  l'on  peut  les  dillércntier  par  rapport  aux  diverses  lettres  qui  y 
figurent.  (■/•  Bcrlm/id.) 
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sorti'  (in'oii  aura  U's  (''(iiialiDiis 

f/o  Y^   —  0  -TT  d/  =  o, 

do  -^-1  —  0   ,,-  (It  r=  o, 


De  iiiomc,  si,  pmir  roprésenler  des  variations  diiïérentes  des  inrmc: 
constantes  aibilraires,  on  emploie  la  caractéristique  A,  on  aura 

■cil  ^7777     —  S    .iT  cil  =^  O, 

,.  i)7.        .  d'L  ,, 
</3  do 


.").  .Multiplions  maintenant  les  premières  équations  respcctivenieni 
|)ar  A:,  Ai,   Ao,   ...,  et  retranchons  de   leur  somme  celle   des  der- 


nieres  equalions  iiiulti|)liees  respeetiviMiient   pai'  o:,  o-i,  o 
aura 

A;  ih  -.-  ^-  A'J/  rto  -T-n  +  Ac3  rto  ^r-;  + 

-o;./A^.-,-o|./A^-ovc/A^  + 


on 


4- 


A^  O-T^     H-  l'b     'J    yy     +  A9      0  -r- 

/,>  .  <)Z       ,,     .  dZ        .      .  <JZ 


.\dt  —  o. 


ttr  l'^ch  yr,  =  «[A;o-Tj;  j  —  f/A;  o-yT7;   mais  <^/A:  =  Af/;  —  ai  <i(,  a 
cause  de  </$  =^  ^''//;  «lonc 


,.  .v(JZ         ,/  ..  ,  (JZ  1        .,,  ,(JZ  , 
A;./o^,=./(^A,o^,,)-A,^o;^c//. 
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On  aura  pareillement 

et  ainsi  des  autres  formules  semblables. 

Par  le  moyen  de  ces  transformations,  l'équation  précédente  deviendra 
de  cette  forme 

I         .:   ^d'L        .  ,    ^  dZ         .      -,  dZ 

A,-ôf  +Ai.o'g   -,-Aoô^   +. 

.  >,  ^  (9Z        .  , ,  ^  <JZ        .    ,  .,  dZ 

+  A;'o^+A^'o^  +  Ao'o^+. 


o'/ 


<?Z       .,    .  (}Z        .     .  dZ 

-j-j-   +  09  A  -^ 


1       Ô4  A^  +ô|  A^  +5o  A 

j        ,-,  .  dZ        ^ , ,  .   dZ        ^  ,  .   ()Z 

(4-04'A^+o.yA^+o9'A^+... 


'  £/<  =:  O. 


6.  Or,  si  l'on  développe  les  expressions  0 -y-",  o^>- •  •)  ainsi  (|ue  les 

Y1  1*/ 

expressions  semblables  -^ -jf'  A  -prj»  •••>  en  regardant  Z  comme  fonc- 
tion de  \,  ■\,  o,  ...  et  de  ^'  '|/',  ^',  ....  il  est  facile  de  voir  que  les 
termes  multipliés  par  f/i  dans  l'équation  précédente  se  détruisent  mu- 
tuellement. En  effet,  on  a 

«;  «ç-  oç  d'4;     ^  de,  de;  a^  d'Y    ^ 

.dZ        d-Z    ...         d'Z    ,,  d-Z    ,.,        d'-Z     .,, 

O'i         (7?  O'I  d'|i^         '  à'\i  dtj  d'\i  d'il 


.dZ        à'-Z    ...        à-Z    .,  d-Z    ...,        d-^z    .,, 

°  "F7  =  T^T^z  °^  +  T"i"3^  O'i  +  .  .  .  H-      -TTTT     Oç  +    ,^,    ,.,  O'i 
£>;         d;  d;  di  d;'     '  d;'-  ^4'  d'f     ^ 


,  dZ  d^Z     ,.,  d-Z     ,,  d'Z     ..„         d^Z      ., 

°dï7  =  d^°«  +  dp4/^'^  +  ---  +  dr^^^-^   d^^   ''^ 


i.r./ 


Xio  MKC  \M(ii  i;  v\  M.^  Ti()(  r:. 


ce  <|iii  donne,   en   ordoiiniiiil   les  ternies    par   ra[i|iiii(   ;in\  dilTcfencos 
p;irti('lles  de  Z,  ce  dc'V(;l()|i|>einenl 


,_    ,      .   .         ,  ...         ... 


\:  ^  _'  -H  A'L  o  -f  -4-  .  .  .  +  A?'  a  ;rj;  +  A'V  0^7^,+. 


lui  cliangeaiil  les  caractéristiques  o.  A  l'une  dans  l'antre,  on  aura  le 
développenienf  de  l'expression  senililalde 

^,  .  OZ       ^,   .  àZ  ^^,  .  dZ        ^, ,  .  dZ 

de,  d'])  dd         '       d'Y 

.Mais  on  voit  que  ce  changement  n'en  produit  aucun  dans  le  développe- 
ment précédent;  d'où  il  suit  que  les  deux  expressions  sont  identiques  : 
de  sorte  (|ue,  comme  elles  se  trouvent  dans  ré(]uation  ci-dessus  avec 
des  signes  dillérents,  elles  doivent  s'vdélniire. 


Ainsi  l'on  aura  sirn|deiiienl  ri''(|nali<in 

(       . .  ^  <>Z        .     .  t>Z        .     ^àZ 

\      AiO-7^  +  A'Iâ-rM -H  A3  0-r-7 +. 

^■.  ,dZ       ^,  .  dZ  dZ 

-o;A-.,-o.|A^-o9A^,-. 


=  o, 


dans  la(|iielle  on  priil  elian;;('r  Z  en  T,  puisque  Z  =  T  —  \  l'I  (|ne  \'  ne 
doit  |)oinl  eoiiliiiir  les  \aiiahles  H',  '\/',  o',  . .  .  (  art.  ')). 
On  voil  pai'  eelle  (''(|iialioii  une  la  (|nanlilé 

.v.dT        .,  .dT        .     ^dT 

^'^°dl^-^^-^'dv'^^^'''d.'-^-- 

..  .  dV       , ,  .  dT        ,     .  dT 

-a;A^-o|A^-o?A^-... 
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est  toujours  nécessairement  constante  relativement  au  temps  t  auquel 
se  rapportent  les  diU'érenticlles  marquées  par  la  caractéristique  d; 
que,  par  conséquent,  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  des  variables  ?, 
■j>,  o,  ...,  exprimées  en  fonctions  de  t  et  des  constantes  arbitraires 
déduites  des  équations  d'un  problème  quelconque  de  Mécanique,  la 
variable  t  s'évanouira  d'elle-même,  quelles  que  soient  les  variations 
qu'on  fera  subir  à  ces  constantes  dans  les  quantités  affectées  des  carao 
téristiques  o  et  A;  ce  qui  est  une  nouvelle  propriété  très  remarquable 
de  la  fonction  T,  qui  représente  la  force  vive  de  tout  le  système,  et  ce 
qui  peut  fournir  un  critère  général  pour  juger  de  l'exactitude  d'une 
solution  trouvée  par  (juelque  méthode  que  ce  soit.  Mais  l'usage  prin- 
cipal de  cette  formule  est  pour  la  variation  des  constantes  arbitraires 
dans  les  questions  de  Mécanique,  comme  nous  allons  le  montrer. 


§  II.  —  Où  l'on  donne  les  équations  différentielles  les  plus  simples  pour 
déterminer  les  i^ariations  des  constantes  arbitraires,  dues  à  des  forces 
perturbatrices. 

8.  Supposons  maintenani  qu'après  avoir  résolu  le  problème  contenu 
dans  les  équations  dillerentielles  de  l'article  3  par  l'intégration  com- 
plète de  ces  équations,  il  s'agisse  de  résoudre  le  même  problème, 
mais  avec  l'addition  de  nouvelles  forces  appliquées  au  même  système, 
tendantes  à  des  centres  fixes  ou  mobiles  d'une  manière  quelconque, 
et  proportionnelles  à  des  fonctions  des  distances  aux  centres.  Ces  nou- 
velles forces,  qu'on  peut  regarder  comme  des  forces  perturbatrices  du 
mouvement  du  système,  étant  d'une  nature  semblable  aux  forces  P, 
Q,  R,  . . .  d'où  dépend  la  fonction  V,  ajouteront  à  cette  fonction  une 
fonction  analogue  que  nous  désignerons  par  ■—  ù.  De  sorte  qu'il  n'y  a 
qu'à  mettre  V  —  i2  à  la  place  de  V,  dans  les  équations  de  l'article  10 
de;  la  Section  précédente,  et,  par  conséquent,  Z  —  O  à  la  place  de  Z, 
dans  les  termes  de  celles  de  l'article  3  qui  contiennent  les  différences 
partielles  de  Z  relatives  à  ?,  •\i,  cp,  . . .,  pour  avoir  les  équations  du  non- 
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voiiii  |nol)li'iiic'.  Ics(|nelles  seront  ainsi 

OY        o<y  do 

•).  Si  l'on  suppose  coiiniics  les  expressions  dos  vaiialtles  ç,  y.  ç,  . . . 
en  /  cl  en  conslanles  arbitraires  dans  le  cas  où  les  seconds  membres 
de  ces  éi|uali()ns  siml  mils,  on  peut,  en  eonservant  ces  mêmes  expres- 
sions mais  en  rendant  vaiialdes  leurs  ronstantes  arbitraires,  faire  en 
sorte  (lu'elies  satisfassent  aussi  à  la  totalité  de  ces  équations:  et  l'objet 
de  l'analyse  (|ne  nous  allons  exposer  est  de  donner  les  formules  les 
pins  simples  pour  la  détermination  de  ces  constantes  devenues  va- 
riables. 

Nous  remarciuerons  d'abord  (|ue,  puisque  ces  constantes  sont  en 

nombre  double  de  celui  des  variables  ?,  'j/,  o comme  nous  l'avons 

déjà  observé  (art.  2),  et,  par  conséquent,  en  nonibre  dniihle  de  celui 
des  équations  auxquelles  il  laiil  satisfaire,  on  pixura  emore  les  assu- 
jettir il  un  nombre  de  conditions  arbitraires  éj^al  ii  celui  de  ces  va- 
riables. 

Les  conditions  les  plus  simples  et  en  même  temps  les  plus  appro- 

•■•Il  .  1  I  1     '/^    ''■■r'    '''-^  I 

priées  a  la  ciiose  sont  (|ne  les  valeurs  ''i-  7;  '  77  '  77  '  '  "  •  eunser\eiil  aussi 

la  même  l'orme  {|ne  si  les  constantes  n'y  vaiiaieiil  point.  De  celle  ma- 
nii're,  non  seulement  les  espaces  parcourus  par  les  corps,  mais  encore 
leurs  vitesses  seront  déterminés  par  îles  Inininles  semblables,  soit  (|ue 
les  constantes  aibilr:iiies  demeiiieiil  iii\  aii;ibles,  comme  lorsqu'il  ii'v 
a  point  de  forces  |ieilillbaliices.  soi!  (|irellc>  de\  iruiieiil  \  a  1  ialile»  par 
l'cllel  de  ces  forces. 

(les  Cl  nid  il  ions  au  roui  de  p!u>  ra\aiilai;c  de  ii'duirc  au  premier  uni  le 
les  équations  dilféreiilielles  eiilic   les    iiouvelle>   \ariables,    de    sorte 
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qu'on  aura  un  nombre  double  d'équations,  mais  du  premier  ordre 
seulement. 

10.  En  employant,  comme  dans  l'article  4,  la  caract«'ristique  o  pour 
désigner  les  différentielles  dues  uniquement  à  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires,  tandis  que  la  caractéristique  </ ne  se  rapporte  qu'aux 
différentielles  relatives  au  temps  /,  les  conditions  dont  nous  venons 
de  parler  seront  exprimées  par  les  équations 

dans  lesquelles  il  faut  remarquer  que  toutes  les  constantes  arbitraii'es 
doivent  devenir  variables  à  la  fois,  de  sorte  que  la  caractéristique  o 
indiquera  dans  la  suite  la  variation  simultanée  (')  de  toutes  les  con- 
stantes arbitraires,  au  lieu  que,  dans  les  formules  de  l'article  4  et  sui- 
vants, la  mémo  caractéristique  dénotait  en  général  les  différentielles 
relatives  à  la  variation  de  toutes  les  constantes,  ou  seulement  de  quel- 
ques-unes d'entre  elles  à  volonté,  ainsi  que  l'autre  caractéristique  A. 

Donc,  en  faisant  tout  varier,  les  différentielles  de  t,  •^,  cp,  . . .  seront 
simplement  d^,  (l\>,  do,  . . . ,  ou  bien  ^'  dl,  ']>'  dl,  ^' dl,  .  . . ,  comme  si  le 
temps  seul  variait. 

Ainsi,  dans  les  équations  de  l'article  8,  la  fonction  Z  sera  la  même, 
soit  que  les  constantes  arbitraires  soient  censées  variables  ou  non; 
mais,  en  regardant  ces  constantes  comme  variables,  les  différences 

jd'L     jdlj     jdZ  .  ,    . ,  -  .,        ,       ,  '^d'L     ■s  ô'L 

"3F/'  "TT7'  "  T-/'  •••  devront  être  augmentées  des  termes  o-rr,)  '^^rn-, 
ôi;        d'il'       d'^  "  de;       d'^ 

S-T",)  •  •  •)  dus  à  la  variation  des  constantes. 

df 

D'un  autre  côté,  comme,  par  l'bypothèse,  les  fonctions  de  l  et  des 
constantes  qui  représentent  les  valeurs  de  i,  '|,  cp,  ...  satisfont  identi- 
quement aux  mêmes  équations,  sans  '.turs  seconds  membres,  dans  le 
cas  où  ces  constantes  ne  varient  pas,  quelles  que  soient  d'ailleurs  leurs 

(')  C'est-à-dire  la  variation  des  fonctions  qui  remplacent  ces  constantes  el  qui,  dans 
cliaque  proljlèmo,  sont  parfaitement  déterminées,  de  telle  sorte  que  leur  valeur  soit  une 
fonction  du  temps  dont  la  variation  n'a  rien  d'arbitraire.  (/.  Bertrand.) 

XI.  45 
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valeurs,  il  est  clair  i|ih'  ii's  (ciiiics 

,,)/.       ,)7.  ,         ,i)l.       (ï/.  ,         ,i)7.       <)7.  ,, 
à^        di,  d<if        d'h  do        tfo 

so  dt'Mruironl  (i'ru\-tiiriiirs  cl  |Hiiiri(iiil.  par  conséqiiciil .  rire  elTacés. 
On   aiiia   liiiiic   simplt'iiicnl,   imuii-  la  xarialioii   ili's  coiistaiiti's  arlii- 
(raires,  les  équalioiis 

àt,         at  d'Y        ^7  oo'        do 

(|ii'il  faudra  coiiihiiicr  avei-  les  équalioii-s  doiinces  ci-dessiis 

3£  =  o,         o'i/  =  o,         09  :=  o,         .... 

Ces  i'(|iiali(Hi.s.  ciaiil  v\\  iiniiilirc  doublo  du  cidiii  dos  \ariablt's  ::,  i, 
C-.  ...  li,  pai'  ((iiiséquonl,  en  iiiônic  nombre  que  les  constantes  arbi- 
traires îarl.  2),  serviront  ii  délerniinoi'  toutes  ces  constantes  devenues 
variables. 

il.  Les  équations  qu'on  vient  de  trouver,  étant  ninlliiiliées  respec- 
tivement par  A;,  \^,  A9,  ...  et  ensuite  ajoutées  ensemble,  donnent 


[-dï^'-^d^^'^'^ô-:^''^-)'"- 


Ici  A^,  A'.];,  Ac.  .  . .  iiidi(|M('nl.  cuninie  dans  l'article  1,  des  diiTércntielles 
des  foiii'lions  ç,  y,  o,  .  . .  pi'ises  en  faisant  varier  seiili'niciit  les  cun- 
slanles  arbitraires  d'une  nianii-re  (|iirlcoiiqiie,  sdit  (inVlles  variiiil 
toutes  en  même  temps,  on  (|uel(|iies-uiies  seulement  ii  \ulonte. 

Or,  en  rei^ardanl  ii  comme  une  fnnclion  de  H,  ■.]/,  ^ on  aura,  en 

dilTérentianl  par  rapport  ii  A, 


|)onc  on  atna 


...       dil  .,      dil.,       dil  . 
de,  d<\>     ^       d(f     ^ 


Al../r--A;o^.,4-A.}o-^,-.-Aç>o^^, 
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Ri'tranclions  du  second  memltre  de  cette  équation  la  quantité 

qui  est  nulle  eu  vertu  des  équations  de  condition 

àt,  =  o,  ô'I  =z  o,  ô(j5  =r  o,  ...  ; 

on  aura  cette  formule  générale 

Ml  <a?;  =  Ac  (5  ^,  +  A'>  0  ^-j-,  -H  Aq?  0  — ;  4- . . .  —  ô£  A  ;P7  —  0'^  A  -p  —  o?  A  ;j-^  —  . . 
"    d^  ^     d<i^  ^    d(j>  '     di.  ÔY  09 

=  A,^â^  +  A.].o^+A^Ô^+..._â>A-^,-o^].A-^-aoA^-.. 

en  changeant  Z  en  T,  comme  dans  l'article  7. 

On  voit  que  le  second  membre  de  l'équation  précédente  est  la  même 
fonction  que  nous  avons  vue  devoir  être  indépendante  du  temps/ (art.  7); 
d'oii  il  suit  qu'après  y  avoir  substitué  les  valeurs  de  \,  ■\i,  9,  ...  en 
fonctions  de  /  et  des  constantes  arbitraires,  on  pourra  y  faire  /  nul  ou 
égal  à  une  valeur  quelconque. 

12.   Donc,  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  toujours  permis,  que  ces  loiu- 

lions,  ainsi  que  celles  qui  représentent  les  valeurs  de  ^.,,  -yr,''  -j~,'  •••> 

soient  développées  en  séries  de  puissances  ascendantes  de  /,  de  celte 
manière 

^  =  a  -+-  ct'<  -t-  a"  <2  +  a"'P  4- .  .  . , 
J/=(3-t-(3'<-H(3"<'-+-(3"'<3  +  ...,    ■ 
cp  =  y +y'<  -h /'/2 +/"<=+..  ., 


dT 

^=1  v+  v'/H-  v"r-4-  v"'«»+  ..  ., 
t/9 
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il  (|ii"tni  substitue  ces  valeurs  dans  le  second  mernhre  de  l'équation  de 
l'ailicle  précédent,  on  pourra  y  faire  /  =  o,  ce  qui  les  réduira  aux  seuls 
|»reuiiers  termes  a,  ^,  -;,  . . . ,  A,  u.,  v,  .  . .. 
(k'tte  équation  se  réduira  ainsi  à  la  forme 

A£2  rfi  --  Aa  ô>.  -H  Ai3  ô/jt  -H  ^y  ov  -h  . . .  -  A>>  ôx  -  A/x  Ô3  -  Av  o-/  -  . . . . 

!."{.  Les  (|uanlités  a,  [ii,  y.  •  •  • .  ^  .  y-.  '^  ■  •  ■  "e  peuvent  être  (|ue  foiic- 
lions  des  constantes  arbitraires  que  la  double  intéijration  introduit 
ilans  les  expressions  finies  des  variables  ^,  t|^,  o,  . . . ,  et  l'on  peut  aussi 
les  prendre  pour  ces  mêmes  constantes. 

Kn  eiïel,  les  constantes  arbitraires  t|ui  dimncnl  ii  la  solution  d'un 
problème  de  Mécanique  toute  l'étendue  (pielle  peut  ;ivoir  sont  les  va- 
leurs initiales  des  variables,  ainsi  que  celles  de  leurs  dili'érences  pre- 
mières, c'est-à-dire  les  valeurs  de  H,  •-}/,  9,  ...  et  de  ^.  ^.  —y  •••> 

liiis(|iie  /  =  o;  ces  valeurs  sont  donc,  dans  les  expressions  de  ç,  ■]/,  ç..  ... 
qui'  nous  avons  adoptées,  a,  Ji,  y k'.  ?' T''  •■••  <^'''  T  elanl  une 

In  II  (il  (in  (1(1  il  II  ce  de  ç,  '^,  0,   ...   el  (le  ;  =  ^  >   'f  ^  --tj>  9  =  ^>  •  •  •  > 

il  est  clair  (| n'en  faisant  /  —  o  dans  les  fonctions  -jr,'  'm?'  à~'  '  '  ^"^'  '!"' 
les  réduit  ii  X,  a,  v,  ...,  ces  constantes  X,  a,  v,  ...  seront  les  mêmes 
fondions  des  constantes  a,  p,  y a',  Ji5',  y',  ...  (|ue  les  fonctions 

-r:7>  -TTT'  ^-/'  •  •  •  le  sont  dcs  variables  ç.  o,  ç. ;  ,  u/  ,  o l'ar 

f)i.     d'Y    df  '      ' 

consé(|tient,  au  lien  de  prendre  immédiatement  a',  j3',  7'.  . . .  |iour  emi- 
stanles  arbitraires,  (Ui  peiil  inciidre  celles-ci,  A,  u,  v (|ni  en  dé- 
pendent. .\insi  l'on  inira  a,  '^,  7 A.  a.  v |toui'  les  ronslantes 

arbitraires  des  expressions  de  ^,  '1,  9,  .  .  ;  et  l'un  voit  (|ni'  le  nombre 
de  ces  constantes  sera  préciséni.^nt  donlile   de  celui   de^  variables  ?, 

De  celle  inaiiiere.  l;i  dillereiilielle  Ml,  dans  laiineile  la  caraele- 
ris|i(|n('  A  ne  (bol  alleder  (|ne  les  eoiislanles  arbiliaires  eoiilennes 
il:m^  12,  il  raison  ib's  valeurs  de  $,  '},  ■^,  .  .  .   ipii   reniernienl   ce^.  ( mi- 
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(leviend 
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Ai2  = 

dx             dp 

dQ. 

Ay+. 
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f" 
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dO.  .  dO.  . 

-—  Aa  +  — -  Av  -1-  . 
op.  ov 


En  la  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  l'article 
précédent  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  différences  mar- 
quées par  A,  on  aura 

(f./.-a>,JA.^(|^.-.>)Ap-.(J^./.-âv)A,.-... 

^-^dt  +  ô«)  A>,  +  (g rf<  +  âp)  Af.  +  (^ dt  +  o>)  Av  + . . .  =  o. 

Comme  on  peut  donner  aux  différences  Aa,  A[3,  ...  marquées  pai' 
la  caractéristique  A  une  valeur  quelconque,  il  faudra  que  l'équation 
soit  vérifiée  indépendamment  de  ces  différences,  ce  qui  donnera  autani 
d'équations  particulières,  telles  que 

dQ.  j        .,  d^J.  ,       ^  JÎ2  j       , 

-- dt  =  OA,  -—^dt^^àu,  -^—  dt=z  ov,  ..., 

dcx  dp  dy 

d^  ,  .  dP.  ^  .„  d9.  j 

-^^dlz^ — oa,  ---rf<  =  — op.  -^dt^—ùy,  .... 

dk  d^j.  (/y  ' 

14.  Les  différences  marquées  par  la  caractéristique  S  sont  propre- 
ment les  différentielles  des  constantes  arbitraires  devenues  variables 
(art.  10);  ainsi,  comme  ces  différentielles  peuvent  maintenant  être 
rapportées  également  au  temps  /,  il  est  permis  et  même  convenable  de 
changer  les  o  en  d,  et  l'on  aura,  pour  la  détermination  des  nouvelles 
variables  a,  p,  y,  . . . ,  X,  [x,  v,  . . . ,  les  équations 


rfa            dQ 
dt'~       dl' 

d?> 
dt 

dO. 

—  diJ.' 

dt 

d^ 
"      dv 

dK            dil 
dt  ~"^  da.' 

d^ 
dt 

dii  . 

d^j 
Tt 

dP. 

(|ui  sont,  comme  l'on  voit,  sous  une  forme  très  simple,  et  (]ui  fournis- 
sent ainsi  la  solution  la  plus  simple  du  problème  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires. 
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I.").  C.nnimc  l;i  (oiicrKm  12  icurciiiic  les  (|ii;mlilcs  a,  [ï,  y,  ...;  A,  u., 
V,  ....  il  faudra  k'S  regarder  aussi  comme  variables  dans  les  dillérences 
partielles  de  cette  fonction  ;  mais,  lorsque  la  valeur  de  il,  (|ui  dépend 
(les  forces  perturbatrices,  est  supposée  fort  petite,  il  est  clair  que  les 
variations  de  ces  quantités  seront  aussi  fort  petites,  et  qu'on  pourra, 
dans  la  première  approximation,  les  regarder  comme  constantes  dans 
les  (lin'ércnces  p:irlltlli's  de  12  et  n'avoir  égard  à  leur  varialiililc  (|iie 
dans  les  approximaliotis  suivantes. 

Dénotons  par  a,  l>.  c  ...;/.  m,  //,  ...  les  parties  constantes  de  a,  jî, 

y,  ...;  A,  [j.,  V,  et  pat-  a',  ji',  y';  A',  a',  v',  ...  leurs  parties  variables. 

qui,  étant  de  l'ordre  de  la  (|uanlilé  12,  seront  nécessairement  tri-s 
petites,  et  soit  0  la  valeur  de  12  en  y  eliangeant  a,  |5l,  y.  ...;  X,  a,  v.  ... 
en  a,  h,  c,  . . .;  /,  m,  rt 

On  aura  ainsi 


«  =  a  -t-  a'. 

(3  =  6  +P', 

y  =  c  +y'. 

X  =  /  4-  V, 

jj.  =  /«  -h  p'. 

•j  =  n  -h  -y. 

l't  l'un  aura,  pai'  le  (IcM'lopprnuMil, 

"  =  0+;^«'+   ,,-(3'+---/+... 


da 

àO,,      dO     ,      àO    , 
01  dm  '         du 


Les  équations  dilTérentielles  de  l'article  précédent  donneront 
,,         dil.,  ,,,         d9.  .^  .,         di2. 

de  dm  '  an 

rf/'  =  -t-  j-  (//,         '/u'  =  -i-  -TT  </<,         rfv'  r=+  -j-  rf/.  ...  ; 

da  ot»  Of 

l'ar  il  est  évident  qui'  les  dill'i'ii'iiccs  parliclles  rrlalives  ii  a,  ^,  y,  ...; 
A.  a,  V,  ...  |)euvenl  être  rapportées  aux  (jnanliles  analogues  a,  h,  c,  ...; 
/,///,/; 
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Pour  la  première  approximation,  on  aura 

i2  =  0, 
0  étant  une  simple  fonction  de  /;  donc  on  aura  par  l'intégration 

==  =  -  j   W  '^''         P  -  -  j   àJ7r  ^''  y-  -  j    dn  ''^         ■■■■ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  Q.,  on  aura,  pour  la 
seconde  approximation, 


o     r.     '^'o  rdO,,     f)o  rdO 

dO  rdO  ,      dO  rdO 
\J  -db'^'-dbj 


dm   1    db  ""       db  ,  /    Ont 


et  ainsi  de  suite. 

16.  11  y  a  ici  une  remarque  importante  à  l'aire.  Si  la  l'onction  0  ne 
contient  le  temps  que  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus,  il  est  clair 
que  la  valeur  de  i2  ne  contiendra,  dans  la  première  approximation,  que 
les  mêmes  sinus  et  cosinus.  Mais  on  pourrait  douter  si,  dans  l'approxi- 
mation suivante,  elle  ne  contiendrait  pas  des  termes  où  le  temps  / 
serait  hors  des  signes  de  sinus  et  de  cosinus,  et  qui,  croissant  conti- 
nuellement, augmenteraient  à  l'infini  la  valeur  de  Q,  et  rendraient,  par 
conséquent,  l'approximation  fautive. 

Pour  lever  ce  doute,  nous  remarquerons  que  de  pareils  termes  ne 
pourraient  venir  que  d'une  partie  constante  de  il,  c'est-à-dire  dégagée 
de  tout  sinus  ou  cosinus  renfermant  le  temps  /. 

Soit  donc  A  cette  partie  qui  sera  fonction  des  constantes  arbitraires 

a,  ^,  Y,  ...;  A,  [t.,  V Ainsi  0  contiendra  une  pareille  fonction  de  a, 

b,  c,  ...;  /,  m,  n,  ...,  que  nous  dénoterons  encore  par  A. 

En  substituant  A  au  lieu  de  0  dans  l'expression  de  il  de  l'article 
précédent,  on  aura  la  partie  de  Cl  due  à  la  constante  A  dans  la  seconde 


3G0  MÉCVMO'l"    XNMVTIOl'E. 

;i|i|»roxiiii;iti<)ii,  et  cctlc  |i;ii'lie  sera 

àX  dX^dX  dA  ^       àX  d\  ^      dk  d.K  ^ 

dl    ôa           ôo    i)l           Ont  ôb          <)li  <)nt 
■+- 

OÙ  l'on  voit  (iiic  les  ternies  airectés  de  /  se  détriiiseiil  imiluellerueiit. 

Ainsi  l'on  est  assuré  que  la  socoiidc  approxim;ition  ne  donne  daif^li 
aucun  tonne  (|ui  croisse  avec  le  temps  /;  mais  il  resterait  à  voir  s'il  en 
pourrait  nailre  dans  les  approximations  suivantes. 

Au  reste,  le  môme  terme  conshnit  A  |Mimr;iil  donner  encore  dan>  il 
des  termes  multi|)lics  par  /,  élanl  eomlMué  avec  des  termes  non  con- 
stants de  la  même  l'on(ti(ni  12:  mais  alors  le  /  (|ni  se  trouverait  dégatté 
di's  sinus  et  cosinus  serait  en  même  temps  inullij)lié  par  des  sinus  ou 
cosinus  d'angles  proportionnels  an  temps.  La  même  chose  aurait  lien 
si  le  coefficient  de  /  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  était  fonction 
des  constantes  arbitraires  a,  [3,  y,  ....  parce  qu'alors  les  diiïérentiations 
partielles  de  il,  relatives  à  ces  constantes,  feront  sortir  /  liois  des  sinus 
ou  cosinus.  Mais  on  peut  remarquer,  en  général,  (|ue,  lorsque  les 
approximations  successives  font  paraître  des  termes  de  la  l'urnie  dont 
il  s'agit,  dans  lesquels  des  sinus  ou  cosinus  se  trouvent  multi[)liés  |)ar 
l'angle  qui  est  sous  ces  sinus  ou  cosinus,  ces  sortes  de  teimes  sont 
presque  toujours  le  résultat  du  développement  d'autres  sinus  ou  cosi- 
nus, et  l'on  peut  les  éviter  en  intégrant  directement  les  équations  dif- 
férentielles entre  les  constantes  arhilraii'cs  devenues  variahles. 

17.  Quoi<|ue  les  constantes  arhitraii'cs  (|ih'  nous  avons  employées 
soient  celles  qui  se  présentent  le  plus  nalnrellement  et  (jiii  donnent 
les  résultats  les  plus  simples,  il  arrive  souvent  (|ne  les  dill'erentes  inté- 
grations introduisent  à  leur  place  d'autres  constantes,  mais  (|iii  ne 
peuvent  être  (|ue  des  fondions  de  celles-Iii. 

Nous  désignerons,  en  général,  les  constantes  arliilraires  qui  s(miI 
censées  entrer  dans  les  expressions  des  variables  H,  ■]/,  ç,,  ...  par  ./.  h, 
r,  ...,  (huit  le  noinlire  doit  ('tre  également  douille  de  celui  des  va- 
riables; et,  pour  avoii'  les  iidations  entre  ces  iniuvclles  constantes  et 
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les  premières,  il  suffira  de  supposer  /  =o  dans  les  valeurs  des  l'one- 

VI  dT    ôT    dT  .    I  '  •      1       I  I .   , 

ions  c,  'Ij,  o,  ..,;  .-,>  tti'  t-;'  •■•  ''t  a  earaler  les  résultats  aux  (luan- 
'      '  à;'    d'Y    d'Y  ^  ' 

(ités  a,  [3, y, ...;  X,  [j.,v, De  eette  manière  on  aura  autant  d'é(|uations 

entre  ces  dilTérentes  constantes,  par  lesquelles  on  pourra  déterminer 

les  valeurs  de  a,  h,  c,  . ..,  en  fonctions  de  a,  [i,  y,  . . .;  A,  ij.,  v,  .... 

Nous  supposerons  dom;  ces  fonctions  connues,  et  la  dili'érenliation 

nous  donnera  tout  de  suite 


(/(/  = 


da    ,         âa   ,„        da   , 


da 
dl 


'//. 


da 


da 


,    du  ^  -^  ch  -\~ .  .  . 
djJ.  d'J 


Donc,  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  (art.  li)  de  <h., 
c/ji et  divisant  par  dl,  on  aura 


da  _       d^  dii       da  d^       da(m 

dt  '~'^  dï  dy.  '^~  dp.  d?>  ~^  d^  Jy 

_  à^  àq  _  da^  dii  _  da  àil 

d^  dï  ~  'd^  ^  '  If/   dv 


ri  il  •  I  I  ,       dh     de 

Il  en  est  de  même  des  valeurs  de   -p.  -p 

dt     dt 


■>  pour  lesquelles  il   n'y 
aura  ([u'à  changer  dans  l'équation  précédente  a  en  />,  en  r 


I<S.  .Mais  ces  formules  contiennent  encore  les  dilrerences  partielles 
de  il  relatives  aux  constantes  a,  f»,  y.  •  •  -t  et  il  s'agit  de  les  changer  en 
didërences  partielles  relatives  à  a,  b,  c,  ...,  ce  qui  est  facile  par  les 
opérations  connues. 

lin  effet,  comme  12  est  censée  maintenant  fonction  de  a,  />,  r,  . . .  et 
que  ces  quantités  sont  elles-mêmes  fonctions  de  a,  p,  y,  ...;  A,  a, 
V,  ...,  on  a  tout  de  suite,  par  l'algorillime  des  différences  partielles, 


dS. 

àQ.  da       àO.  db       dii.  de 

dx 

da  da        db  da        de   da 

dii       dii  da       dii  db       dii  de 
d^~d^d^'^dbd^'^'d^d^ 


XI. 


'.6 


n(i-2 


MÉcwiôiE  \N  uvriot  !•:. 


(t,l  (II, 


l'I  il  n'y  ;iiii;i  plus  (iii'ii  siil)stiliit'r  ces  valeurs  dans  cclli's  dr    ,  ,    ,  ,  •  •  • 
(le  l'article  précédent. 

V.n  faisant  ces  substitutions  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux 

dilTérences  i)artielli's  de  12.  on  vnil  d'almnl  (ine  le  coefficient  de     '" 
'  '  iiit 

est  nul  dans  la  valeur  de    .'  >  que  celui  de  -.y  est  nul  ilans  la  valeiii'  de 


db 


<h, 


Knsnile.  si,  poni'  représenter  la  valeur  de    '  >  un  emploie  la  fnnnnli 


on  aura 


dn       ,      ,^â9.      ,       JQ. 


(«,*)  =  + 


d).  di  ^  âiJ.  dp  ^  h  ày 

da  ()b       àa  db        da  db 
à 7.  â't.       d'P  d\J-       dy  d-J 


da  de        da  de        da  de 
{a,  c)— +--=-  —  +  —-  -    +  — -  —  -+- . .  . 
dK  dx       àiJ.  dp       <7v  dy 

da  de        da  de        da  d- 
~~  dx  dl        d^  d\J-       dy  dj 


,11. 


Va,  i)our  avoii'  la  valeur  de    ,.>  il  n'v  aura  (in'ii  eliauiïer  dans  ces  for- 


mules  (I  en  li  el  h  en  (t ,  en  remarquant  qu(^  l'on  a 

{b,a)=—{a,b); 


on  aui'a  ainsi 


dt 


àii  dii 


(b,e) 


db  de       dh  de       db  de 

d'i.   dx        du  dZ         d'J   dy 

dh  '}£  _ 'lli  àe^  _  <^  '}!: 
dx  dl       d?>  dix       dy  d\> 
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l']n- général ,  si  /•  représente  une  quelconque  des  constantes  arbi- 
traires a,  h,  c,  . ..,  et  qu'on  observe  que  la  valeur  des  symboles  repré- 
sentés par  deux  crochets  devient  nulle  lorsque  les  deux  lettres  renfer- 
mées entre  les  crochets  sont  identiques,  et  qu'elle  change  simplement 
désigne  lorsqu'on  change  l'ordre  de  ces  lettres,  on  aura  ces  formules 
ijfénérales 


dk 
dt 

,.        àp.       ,,    ,,dP.        ,        ÛP. 

{le,  a) 

Ofc  ôa        ôk  ôa        t)k  du 
~"^  âl  dx '^  d[x  à^ '^  '(h   dy  '^  '  " 

dk  da       dk  da        dk  da 

dy-  <)'/.        dp  dix       d-j  di        '  '    ' 

19.  Le  principal  usage  de  ces  formules  est  dans  la  théorie  des  pla- 
nètes, pour  calculer  l'effet  de  leurs  perturbations  en  le  réduisant  à  la 
variation  des  constantes  arbitraires  qui  sont  les  éléments  du  niouve- 
Mienl  primitif.  Elles  sont  surtout  utiles  pour  déterminer  les  variations 
(|ue  les  astronomes  appellent  séculaires,  parce  qu'elles  ont  des  périodes 
très  longues  et  indépendantes  de  celles  ([ui  ont  lieu  dans  les  variables 
|U'imitives. 

Comme  les  équations  de  l'article  18  ne  contiennent  d'autres  fonc- 
tions du  temps  que  les  différences  partielles  de  la  fonction  i2,  si  l'on 
cherche,  par  la  résolution  en  séries  ou  autrement,  la  partie  A  de  la 
fonction  D,  qui  est  indépendante  du  temps  /  et  ne  contient  que  les 
constantes  arbitraires  a,  b,  r,  ...,  il  suffira  de  substituer  dans  ces  équa- 
tions A  au  lien  de  i2,  et  l'on  aura  directement  les  équations  entre  les 
((uantités  a,  b,  c,  ...,  devenues  variables,  et  le  temps  /,  lesquelles  ser- 
viront à  déterminer  leurs  variations  séculaires,  parce  qu'elles  son( 
débarrassées  de  tout  sinus  ou  cosinus. 


:»i'i  Mi:r  wioi  I.   VN  \i  ^  Tinii:. 

;;  m.  où  l'on  (Icinnnlrc  une  proprivlv  iinpnrhtnic  de  ht  (judittilc  (fin 
c.vprinir  la  force  ri\c  ddiis  un  svslnnr  Iroiihlr  par  des  forces  perlitria- 
Irices. 

i20.  Les  conslantos  arbitraires  doiil  nous  venons  de  donner  les  varia- 
tions dépendeiil  de  la  nalnre  de  (dia(|Ui'  |)rold('nie  et  ne  |ienvfiil  l'Irc 
déicrininées  que  dans  les  eas  parlienliers.  Il  v  vn  a  ic|icnil;inl  niir  (|ni 
;i  lien,  en  j,'éiit'ral,  |)onr  tons  les  prohièines  où  V  n'est  fonction  {jui'  de 

^,  1.  Z/ c'est  d'Ile  (|ue  rinté^ration  doil  MJoulcr  ii  /;  cai-,  (•(nniiii> 

les  ('(inalions  dillérenticllcs  ne  renferment  alors  (|ne  l'elénienl  r//.  il 
est  clair  (|ue,  dans  les  expressions  finies  des  variables  en  foiielion  de/, 
on  peut  toujours  metti'C  /  plus  nno  constante  arbitraire  à  la  platr 
de  /. 

Désignons  celte  constante  par  K  e(  rapportons-y  les  dill'ei'enees  mar- 
quées par  la  caractéristique  A  dans  la  formule  générale  de  l'arlii  le  I  I . 
On  aura  ainsi 


Mais,  puisipii'  ;,  ■\>,  o,  ...  sont  foiulioiis  de  /  -t-  K,  il  est  clair  (juon 
aura 

()K  ~  f/t  ~^ 
l'I.  de  menu'. 

t>'|i  d\i  _^  I ,  ào  do , 

JK~  li  ^  ■  '        ,jk  "dt  "'^  ' 


Donc 

A4  =  ;'AI\.         \l       VAk.         A.       .  AK, 

l'ar  la  nirme  raison,  on  aura 


,ff.  iïl. 
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dl    ~  d\'  dt    ~  oy 
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Donc  on  aura 


.  dZ       OZ  .,  .  <)Z       ÙZ  .,, 


Ainsi  la  formule  générale  de  l'article  11  deviendra  par  ces  snhslilu- 
lions,  et  après  la  division  par  AK, 

rfiî,,      ^,^dZ       ,,.dZ         ,^dZ  dZ...      dZ^,       ÔZ  . 

OK  dt!        ^     d'Y        '      à'f'  Oc,  d<h    '        Oo    ■ 

Or  on  a 

^/\.,dZ,         ,,  dZ.  ,  àïj  \       àZ,  ,,,       dZ.  ^,,       dZ  .,  , 

-'(}à^'^^W^'à^'-^---)~ôï'''-dï^'"^-d^'"^—---' 

et  comme  Z  est  censée  fonction  de  ^,  'j;,  ^,  ...  et  de  l',  '.p',  o',  ...,  on 

aura 

,„       ,    àZ  -,       dZ  ,         dZ.  ^ 

dû,     '        d<\i  do 

dZ,  5,»,       t^Z  ^ , ,       dZ.  ^  , 

Donc  l'équation  précédente  deviendra 

d9.  .       .  /.,  àZ       ^,dZ         ,  dZ  „\ 

dont  le  second  membre  doit  être  une  fonction  des  constantes  arbi- 
traires, indépendante  de  l. 

2! .   En  effet,  si  l'on  cbangeZ  en  T  — V  et  ^',  '|',  cp', ...  en  j^>  '^v.  ^^  ••• 


dl     dl     dl 


[art.  3),  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité 


V,  <?Z       , ,  <JZ 


àZ 


-rfF^+'j^+'P'j^"'^----^ 


:J6«  MK<;  \Mol  I-;    W  \l .^  I  KM  K. 

ai  „     31',      5ï  ,  ...    .. 

■^—r-  (Il  -t-  ^r-TT  «vV  -t-  ^^-r  "o  +  •  •  •  —  I  ^  > . 

(|ii('  niiii>  ;ivnns  vue  rlic  lonjoiirs  ('i^'iilc  à  iiiir  ((insliiiilc  l'I  qui  x'  rcMliiil 
à  T-<- V  (Scct.  I\.  ;irt.  li  ,  d'dii  i('siilli' l'rqiialioii  T-1-V=ll,  hi(|m'llc 
cxpiimc  l;i  ciinsorvalioii  des  forces  vives  du  sysli'tnc. 

Ainsi,  eu  prenant  il  pour  une  des  conslanles  arbiliaires,  on  aura, 
pour  sa  variation  due  aux  forées  peitui"l)iitriees  contenues  dans  la  fone- 
lioii  12.  eelle  formule  très  simple 

dll  =  4ir  '"■ 

22.  On  pourrait  aussi  arriver  à  cette  formule  par  un  chemin  |)lus 
court.  Kn  effel,  si  l'on  reprend  les  é(|uations  de  l'article  8,  (]u'on  les 
ajoute  ensemble  après  les  avoir  mullipliées  respectivement  par  (/z.r/l, 

(h el  ((u'on  inlèirre  en  employant  les  mêmes  réductions  (|ue  nous 

avons  pi'arK|uées  dans  l'arlirle  li  de  la  Seclion  précédente,  on  |)ar- 
vieiidra  direcleiiienl  ;i  re([iialion 

dans  la(|ii('lle  la  (|iiaiililc  ijiii  esl  sous  le  si^ne  r/est  pas  iiile^'ralile  en 
liénéial,  |)arce  (|ue  la  l'oiiiii(iii  12,  à  cause  de  la  mobilité  (|u"on  peiil 
supposer  aux  cenlres  des  Auces  ])ei'turba(rices,  est  censée  conlenir. 

(lUlre  les  variables  c.  ,!/,  o encore  d'aulres  variables  indeueiulanlc- 

dcrell,.s-li.. 

\);\u>  le  cas  (III  il  ii'n  a  piiinl  de  forces  perhirbalrices.  (Ui  a  siii)|ilcîiiciil 

•J  -i-  V  =;  H. 

(  )r  il  i'>l  cNidciil  iiii'iiii  peu!  conscivcr  celle  jniinc  ;i  riiile^'i'ale  (|u'(m 
Mciil  de  li'iiiivcr,  en  l'einjaiil  Niii'iable  la  conslaiite  II  el  en  faisant 


,„       i)ii..       OU  ,,        dil  , 

,/»=  rf.+  ,/4,+  ,/ç+...; 


d'l> 


ôo 
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mais  il  est  visible  que  la  quantité 

n'est  autre  chose  que  la  difTéréntielle  de  û,  en  ne  faisant  varier  que 
les  quantités  ^,  '^,  ç,  . . . ,  qui  dépendent  des  équations  différentielles 
primitives  et  qui  sont  supposées  connues  en  fonctions  de  /  +  K,  en 
nommant  K,  comme  dans  l'article  20,  la  constante  qui  peut  toujours 
s'ajouter  à  la  variable  /.  Ainsi,  comme  les  variables  ^,  '^,  o  ne  va- 
rient qu'avec  le  temps  t,  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  don!  il 

09 
s'agit  sera  la  même  chose  que  -^  cil;  par  conséquent,  on  aura,  comme 

plus  haut,  l'équation 

dH_d9 

de  ~  dH.' 

23.  Cette  équation  peut  donc  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

dH_d9 

dt  '^  dt'' 

pourvu  que,  dans  la  différence  partielle  de  O,  on  ne  fasse  varier  le  / 
qu'autant  qu'il  est  contenu  dans  les  expressions  des  variables  E,  '|, 
'^,  ...;  et  il  résulte  de  cette  formule  que,  si  la  fonction  12  ne  contient 
le  temps  t  que  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus,  comme  cela  a  lieu 

dans  la  théorie  des  planètes,  l'expression  de  ^  ne  pourra  contenir 

que  des  termes  périodiques,  parce  que  tout  terme  constant  de  12  s'en 
ira  par  la  différentiation  relative  à  /.  Ainsi,  dans  la  première  approxi- 
mation, où  l'on  regarde  comme  absolument  constantes  les  constantes 

09 
arbitraires  qui  entrent  dans  la  fonction  12,  l'intégrale  de  ,y^■''^  c'est- 
à-dire  la  valeur  de  H,  ne  pourra  pas  contenir  des  termes  tels  que  N/ 
qui  croissent  avec  le  temps  t.  Nous  avons  vu  plus  haut  (art.  16  )  que  la 
seconde  approximation  ne  peut  donner  à  12  aucun  terme  qui  ne  soit 
périodique;  donc  la  même  conclusion  relative  à  la  valeur  de  H  aura 
lieu  encore  dans  le  seconde  approximation. 
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il.  I.;i  (|ii;Milili'  r  i\|>i  iiiif  la  Ibice  vivo  (lu  sy.><li'inc,  cl  elle  est  égale 
il  11  -  \.  L()is(jut'  le  sNslt'iiic  n'csl  lioiilth-  par  aïK'iiiic  Ibri-c  pcrturha- 
Irire,  la  (|iianlil(''  Il  est  coiislaiilc.  cl  la  Ibric  vive  ne  (li'|i(iiil  (juc  des 
IbriT.s  accclcralr-ices  contenues  dans  l'cxpicssion  de  \  ,  lonirnc  oii  l'a 
vil  (  Sert.  III.  art.  '.iV).  Celle  (|iiaiilil<'  divicnl  \arialdc  ipiand  il  v  a  des 
forces  piTiuilialrici's,  par  (■onsé(]iiciil  la  lune  \i\i'  -cra  allercc  par 
l'aiiion  de  ces  t'niTes;  mais,  pai'  ee  (|ne  n(in>  venons  de  dénnmlrei-,  un 
voit  qne  se>  alléraliuns  ne  pourront  être  (|ne  perh>di(]nes  >i  Texpres- 
sion  des  Ibrces  peilurbatriees  est  péi'i()di(|ne.  ilii  iniiin>  dans  les  deux 
|)reniières  approximations,  ('e  résnilal  e>l  d  nne  tjrande  importance 
dans  le  calcul  ilcs  pertnrhalions. 
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SECTION  SIXIÈME. 

SUR    LES    OSCILLATIONS    TKÈS    PETITES    d'iN    SYSTÈ.ME    Ql'ELCO^0UE    DE    COUPS. 


Les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  quelconque 
de  corps  sont  toujours  intégrables  dans  le  cas  où  les  corps  ne  s'écartent 
que  très  peu  de  leurs  points  d'équilibre;  et  l'on  peut  alors  déterminer 
les  lois  des  oscillations  de  tout  le  système.  L'analyse  générale  de  ce 
cas,  qui  est  très  étendu,  et  la  solution  de  quelques-uns  des  principaux 
problèmes  qui  s'y  rapportent  sont  l'objet  de  cette  Section. 

§  I.    —  Solution  générale  du  problème  des  nscillations  très  pclltcs  d'un 
système  de  corps  autour  de  leurs  points  d'équilibre. 

1.  Soient  a,  b,  c  les  valeurs  des  coordonnées  rectangles  .r,  j,  :;  de 
chaque  corps  m  du  système  proposé  dans  le  lieu  de  son  équilibre. 
Comme  on  suppose  que  le  système,  dans  son  mouvement,  s'éloigne 
très  peu  de  sa  situation  d'équilibre,  on  aura,  en  général, 

.r  =  ff  +  a.  j  =  6  +  j3,  ;  —  c  -1-  y, 

les  variables  a,  ^,  y  étant  toujours  très  petites;  il  sulFira,  par  consé- 
quent, d'avoir  égard  à  la  première  dimension  de  ces  quantités  dans  les 
équations  différentielles  du  mouvement.  La  même  chose  aura  lieu  pour 
les  autres  quantités  analogues,  qu'on  distingue  par  un,  deux,  . . .  traits, 
relativement  aux  différents  corps  m',  m  ",  . . .  du  même  système. 

Considérons  d'abord  les  équations  de  condition  qui  doivent  avoir 
lieu  par  la  nature  du  système,  et  qu'on  peut  représenter  par 

L  =  o,        M  =1  o,        .... 

L,  M,  ...  étant  des  fonctions  algébriques  données  des  coordonnées  .r, 
XI.  47 
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V,  z,  a-', y' Coniinr  la  position  d'équilibi'o  est  une  (]p  celles  que 

le  svstème  peut  avoir,  il  s'ensuit  que  les  mêmes  équations  L=  o, 
M  =  <).  ...  devront  subsister  en  supposant  que  -r,  v.  z,  x' ,  ...  de- 
viennenl  </,  />,  r,  u  ,  ...;  d'où  il  est  facile  de  conclure  (jue  ces  équa- 
tions ne  sauraient  renfermer  \v.  temps  /. 

Soient  A,  lî,  ...  ce  que  deviennent  L,  1\I,  ...  lorsque  .r.  y,  =,  x  ,  . . . 
deviennent  ti,  l>,  >■,  a',  ..  .;  il  est  clair  qu'en  substiln:iiil  poni'  r,  >-,  z, 
x',  . . .  leurs  valeurs  a  -h  x,  h  -\-^,  c  +  y,  a' ■+-  a',  ....  (iii  ;iiii;i,  à  cause 
de  la  petitesse  de  a,  p,  y,  a' 

da  do  '^        oc  '        ôci' 

et  ainsi  de  suite.  Donc: 

i"  On  aura 

A  =  o,         B  =  o,         . . . , 

relativement  à  l'ctiuilibre; 
2°  On  aura  les  é(] nations 

û\  0\,,       ,)\  O.S.    , 

da  do  âc  '        Oa 


lesquelles  donneront  la  relation  iiui  doit  subsister  entre  les  variables 

Kn  négligeant  d'abord  les  (|uanlités  très  petites  du  second  (udrc  et 
des  iiiilri's  supérieurs,  on  aura  des  é(juatioiis  linéaires  par  Irsijuelles 
on  déterminera  les  valeurs  de  quelques-unes  de  ces  variables  par  les 
autres:  ensnilo.  pai'  ces  preinil'res  vaicui's.  on  en  trouvei'a  de  ]dus 
exactes  en  Icnaiil  coniple  des  secondes  puissances  cl  des  puissances 
plus  baules,  rouime  on  voudra.  On  aura  ainsi  les  valeurs  de  (|uel((ues- 
unes  des  variables  a.  p,  y,  a',  ...,  exprimées  par  des  fonctions  en  série 
di's  aulics  \arialilcs:  cl  ces  variables  restantes  seront  al(ir>  al)-<(du- 
iiicnt  indépendantes  entre  elles. 
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On  pourra  aussi,  dans  la  plupart  des  cas,  en  ayant  égard  aux  condi- 
tions du  problème,  réduire  les  coordonnées,  immédiatement  par  des 
sul)stitutions,  en  fonctions  rationnelles  et  entières  d'autres  variables 
indépendantes  entre  elles  et  très  petites,  dont  la  valeur  soit  nulle  dans 
l'état  d'équilibre. 

Nous  supposerons  donc,  en  général,  que  l'on  ait 

.2?  =  «  -I-  a,  ^  +  a^  >J>  4-  «3  cp  -f-  .  .  .  H-  «',  ^2  -)- .  .  . , 
y  —  b  -\-  b^l  -+■  b,'l^  +  b^<f  +  .  .  .+  b\l^  +  .  .  . , 
;  =  c  -f-  c,  ç  +  r,  'i  +  C3  9  H- .  . .  -(-  c',  4^  _|_  .  .  .  ^ 

et  ainsi  des  autres  coordonnées  x',  y',  ...;  les  quantités  d,  l>,  <■,  <t,, 
0,,  ...  sont  constantes,  et  les  quantités  H,  'j/,  '^,  ...  sont  variables,  très 
petites,  et  nulles  dans  l'équilibre. 

2.  Il  ne  s'agira  que  de  faire  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  T 
et  V  de  l'article  10  de  la  Section  IV;  et  il  suffira  de  tenir  compte  des 
seconde&dimensions  pour  avoir  des  équations  différentielles  linéaires. 
Et  d'abord  il  est  clair  que  la  valeur  de  T  sera  de  cette  forme 


i-=i[(')S-*')f-<^ 


'dF 


de,  d'L  c^ç  do       ,      „,f/'i/  da 

en  supposant,  pour  abréger, 

{,)^^m{a\-^b\  +  c\). 
{■î)  =  ^m{a\  +  b\  +  c\), 
(3)=:§m(«^+6^  +  C3^), 


(1 , 3 )  =  ^ m  { a, «3  H- />,  63  4- f  1  Cj ), 
(.2,3)  =  [^in(rt2<73 -1-6263+0.03), 


37-2  ^]  EC  A  \  I  0  l'  '•    ^  ^"  \  I  VT 1  O  t  F. 

où  If  signr  ^dciKilc  des  iiilri^iiitidiis  on  soininations  rclalivos  à  tous 
lc<  (lidV'iTiits  corps  III  (lu  sysli'ine,  cl  eu  inriiif  temps  iiidéponilanlcs 

des  variations  l,  '|,  (ji ainsi  que  du  tcm|)S  /. 

Ensuite,  si  l'on  dénote  pni'  F  In  fonction  algébrique  il,  eu  v  met- 
tant a,  h,  r  il  la  place  de  .< .  y,  z,  il  est  clair  que  la  valeur  j^énérale 
de  n  sera  représentée  ainsi 

f  ,         >■  I  ^^ 

i-  -I-  (oiç  +  ai<ii  +  «39  -+-...) -7— 

-+-  ^  i|  i  -i-  tj  A  +  ^3  9  +  ■  •  •  )  -JT 

-+-  (c,c  +CîJ/  +C30  +. .  .)-,— 

de 

(gi|  +  aîtj>  +  a3y  +  .  ■  ■)-  d'V 
1  ôa- 

+  (  a,  ^  +  a,  ^}/  4-  a,  9  +  .  . .  )  (  *i  ç  -H  6j  i{/  -H  ^3  9  +  .  .  .  ) 


rf«<)<» 


2  dft*  ' 


où  il  suftil  d'avoir  éffard  aux  secondes  dimensions  H,  'h.  o 

C  ■  I  É 

.Multipliant  donc  cette  l'omiion  par  m  el  iii(éi,n"inl  avec  le  signe  ^,  ou 
aura,  en  géiiéi"il, 

V^H  +  H.|-^lhtH-ll39+---H-^'^-"-^^^^^^+^^^'?'^--- 


[',2]?^-)-[',3]£9-+-[2,3]<J;9-h...; 
.1       S^m..-, 

11,:=  Vfll      «I -T H  «1  -rr    -^  C.  , 

V^      \      ôa  ôb  ôc  I 

'•'-  W'X'oâ-^^^ôb-^'-'^ôiy 


SECONDE  PARTIE.  -  SECTION  VI.  373 


M  =  S 


1.1= S 


m=S 


«1  ir^  +  ^î  -TFT  -+-  Cl  ^-v 
'  da^  db-  '  dc- 

™  ^  ,      rPF  ()'-F  ,  d'Y    ' 

dadb  da  Oc  db  Oc 


■  Oa-  -  Ob'  -  Oc^- 

,      O'-F  O'-F  ,  O'-F 

2  a.,  b,  -, — T-r  ■+-  3  a,c,  -. — r — I-  2  Ô2C»    ,,    , 
'    '  Oa  Ob  '      Oa  oc  Ob  Oc 


m 


m  ( 


,     (J^F  d^F  ,         O'-F 


rJf7d6  •"  ^  r)«  de  •*   '  Ob  Oc 


rJ^F       ,    ,    O'F  O'F 

rf«^  Ob-  Oc- 


O'-F         ,  ^   O^'-F 

); 

4-  (*,C2  -(-  6,c,] 


ObOc 


Ci"3  -;rr«  +^'1^3 


«Jî'F       ,    ,    O'V  O'F 

()^F         ,  ,    O^F 


[■,3]  =  S^m      +(a,63  +  «-.^)^^^+(«.C3+«3C.)^^^^, 


()-F 


(^^(^C 


0"-F       ,    ,    O^F  O'-F 

Oa-  Ob-  ac- 

0-F         ,  ,    f)2F 


a^F  \ 


-1-  (6,C3   -H    63C2) 


()i  de 


3.  Ayant  ainsi  les  valeurs  de  T  et  V  exprimées  en  fonctions  des  va- 
riables E,  '|,  9 indépendantes  entre  elles,  on  n'aura  plus  aucune 

équation  de  condition  à  employer;  et  comme  la  quantité  T  ne  contient 


:m  Ml-CVMOIF,   AN  M.MIOl  !■:. 

ijuc  les  (liriV-i'cnliollcs  des  variables,  (iii  aura  siu-l('-(liain|i.   pour  le 

iiKUiveiiieiil  (lu  sysli-mc,  les  équations  suivantes  : 


cl  T-r-  +  -^  =  o, 
o  <li         o; 

,  oT        oV 

j  ÔT         oV 
a-:r-^  -(-  ^^  =  o, 

0  f/0        09 


iliiiil  le  nombre  sera,  comme  l'on  voit,  égal  à  celui  des  variables. 

Os  équations  doivent  avoir  lieu  aussi  dans  l'état  d'équilibre,  puisque 
le  système,  y  étant  une  fois,  y  resterait  toujours  de  lui-même;  or,  dans 

l'équilibre,  on  a  constamment  .r  =  a,  y  =  h,  z-  =  c;  x'  =  a', par 

riiypotbèse,  donc 

2  =  0,        0>  =  o,        9  =  0,         ..., 

ainsi  <)ue 

t/i  db  d'-i 

Ttt^''^        i="'         •■•=         ^=° 

Donc  les  termes  d^^-r--'  a^r-rr'  ■■■  seront  nul>.  il  les  termes  -^.  jy, 
0  etc.        0  «y  oz      oy 

•\«  - 

—-,  ■'■  se  réduiront  à  H,.  H...  H., Par  eonséquenl.  (Ui  aura 

09 

H,  =  o,        H.  =  o.        Hj  =  o 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  poui'  ([uc  a,  h,  r.  a',  ...  soient  les 
valeurs  de  .r,  y,  =.  •^'.  •••  pour  l'état  d'équilibre,  comme  on  le  sup- 
pose. 

Kii  ellel,  il  est  visible  ipic 

,YV  =  S  m  (  P  dp  t   Q  d,/  4-  l{dr-^...) 

exprime  bi  somme  des  mnHii'iil>  de  Inntes  les  forces  m  I',  m  (j.  m  \\.  ... 
appliciuées  ii  tous  les  coi'ps  m  du  systi'Mie  cl  (|ui  doiveni  se  détruire 
iiiuliicllcinciil  dans   l'ctal   d'cciuililiii' ;   donc,   par  la   rorrnnlc  i;énér:ilc 
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donnée  (Part.  I,  Sect.  II),  il  faudra  que  l'on  ait 

d\  =  o, 
par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes;  par  conséquent, 

ÔV  ÔV  ÔV 

Oi;  O'ji  Otp 

seront  les  conditions  de  l'équilibre,  lequel  étant  supposé  répondre  à 

l—o,         (]^  =  o,         9  =  0,  ..., 

on  aura 

Hi  =  o,         Hj  =  o,         H3  ^  o.         ..., 

de  sorte  que  les  premières  dimensions  des  variables  ^,  ■\i,  cp,  . ..  dans 
l'expression  de  V  disparaîtront  toujours. 

Substituant  donc  dans  les  équations  générales  les  valeurs  de  T  e( 
de  V,  et  faisant  H,,  Ho,  H3,  ...  nuls,  on  aura,  pour  le  mouvement  du 
système, 

o=(.)g+(.,2)g  +  (.,3)g   -H...  +  [I]?   +[.,2]|-h[î.3]0+..., 
d-'h  d-'  d^o 

o  =  (3)g+(i,3)g  +(2,3)^+...+  [3]9  +  [i,3]^  +[2,3]J>  +  .... 


équations  qui,  étant  sous  une  forme  linéaire  avec  des  coefficients  con- 
stants, peuvent  êti'e  intégrées  rigoureusement  et  généralement  par  les 
méthodes  connues. 

4.  On  peut  supposer  d'abord  que  les  variables,  dans  ces  sortes 
d'équations,  aient  entre  elles  des  rapports  constants,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 


37G  MÉCAMOIE  AWLYTIOIE. 

pai' CCS  subsfitiilions,  dlo  diviiMnlnuit 

[(i)4-(i,2)/  +  (.,3)^-  +  ...]^y +([.]  +  h,2]/+[<,3]^'  +  ...)£  =  o, 

[(2)/+(l,2)  +  (2,3)5'  +  ...]^+([2]/+[..2]  +  [2,  3]^-4-...)£  =  o, 

[(3)«-+(.,3)  +  (2,3)/+...]^5+([3]é'+['.3]-t-[2,  3]/  +  ...);  =  o, 


lesquelles  donnent 


en  l'ai  sa  ni 


/. 


dt^      ^■^  =  °' 


[']  +  ['.  2]/+[.,3]jr- 


(!)  +  (',: 

0/+-(', 

3)»-+... 

[^If-^b 

,2]-h[2, 

.3]„"  +  ... 

(2)/  +  (l 

,  2)+(2, 

,  3).^ -4-... 

[3]é'+[. 

.3]-*-[3 

,  3]/4-... 

{3)^  +  (2,3)  +  (2,3)/  +  ... 

Le  nombre  de  ces  équations  est,  comme  l'on  voit,  égal  à  celui  des 

inconnues/,  g /■;  par  conséquent,  elles  déterminent  exactement 

ces  inconnues;  et  comme,  en  retcnani  |H)iir  iiieniicr  nienilire  le  Icrnie  /■ 
cl  le  multipliant  lespeclivciinMit  par  le  dénominateur  du  second,  on  a 
des  équations  linéaires  en  f,  g ou  pourra  les  éliminer  par  les  mé- 
thodes connues,  et  il  n'est  pas  dillicile  de  voir,  par  les  formules  géné- 
rales d'élimination,  que  la  lésultante  en  /•  sera  d'un  degré  éi,Ml  à  celui 
des  équations,  et,  par  conséqueul,  égal  à  celui  des  é(|uations  dill'éren- 
tielles  proposées;  de  sorte  (|ne  l'on  aura  pour  k  un  pareil  nondirc  de 
diiï'érenles  vali'ius, dont  <diaciiu(',  étaul  substituée  dans  les  cxprcssituis 
de/,  g.  ....  (Ion  liera  les  \  a  leurs  corres|)ondanlcs  de  ces  (iiianlilés. 

Mainlenanl  ré(]uatinn 


diiiinc  jiar  l'intégralion 


d'I       ,. 


£  =  Esin(<\/Â  -H  s). 
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E,  E  étant  des  constantes  arbitraires;  ainsi,  comme  on  a  supposé 
'I  =/^,  9  =  g^,  . . . ,  on  aura  aussi  les  valeurs  de  ']>,  o,  .... 

Cette  solution  n'est  que  particulière,  mais  elle  est  en  même  temps 
double,  triple,  etc.,  selon  le  nombre  des  valeurs  de  k;  par  conséquent, 
en  les  joignant  ensemble,  on  aura  la  solution  générale,  puisque  d'un 
côté  la  somme  des  valeurs  particulières  de  H,  .p,  cp,  . . .  satisfera  égale- 
ment aux  équations  différentielles,  à  cause  de  leur  forme  linéaire,  et 
que  de  l'autre  cette  somme  contiendra  deux  fois  autant  de  constantes 
arbitraires  qu'il  y  a  d'équations  et,  par  conséquent,  autant  que  les  in- 
tégrales complètes  peuvent  en  admettre. 

Dénotant  par  k',  k",  k'\  ...  les  différentes  valeurs  de  k,  c'est-à-dire 
les  racines  de  l'équation  en  k,  et  par  /',  g',  ...  ;  /",  g",  ...  ;  f", 
g",  ...;  ...  les  valeurs  correspondantes  de/,  g,  ...,  et  prenant  un 
pareil  nombre  de  coefficients  arbitraires  E',  E",  E'",  ...  et  d'angles 
aussi  arbitraires  t',  t" ,  t",  ...,  on  aura  ces  valeurs  complètes  de  l, 
•^,  cp,  . . . 

5=  E'sin(^v''^  +  ^')+  E"sin{t\/¥  -hs")  -h  E'"  sui{isj¥  +  s") -{- .  .  ., 
({/=/'  E'  sin  {t  \/k'  +  £')  +  /"  E"  su\{l^'F  +  e")  +  /'"  E'"  sin( ^F  -f-  £'")  -^  . .  . , 
9  =  ^'  E'  sin{l^I'  4-  £')  +  ^"E"  s\n{t\/¥  +  s")  +  g'" E'"  s\n{l^F'  +  £'")  +  ..., 


dans  lesquelles  les  arbitraires  E',  E",  E'",  ...;£',  t",  t'",  . . .  dépendront 

I  I  1      >-     p  di     c/h     do  ,  ,    .       I    . 

(les  valeurs  de  ;;,  '|,  cp,  ...;  -^j  -^,  -^>  •••  lorsque  t  est  égal  a  o,  et, 

par  conséquent,  de  l'état  initial  du  système. 

En  effet,  si,  dans  les  expressions  trouvées  de  i,  ■]/,  cp,  ...,  on  fait  i  =  n, 
et  qu'on  suppose  données  les  valeurs  de  ^,  '1,  cp,  ....  ou  aura  des  équa- 
tions linéaires  entre  les  inconnues  E'sins',  E'sins",  . . . ,  par  lesquelles 
on  pourra  déterminer  chacune  de  ces  inconnues.  De  même,  si  l'on 
fait  /  =  o  dans  les  différentielles  des  mêmes  expressions,  et   qu'on 

regarde  aussi  comme  données  les  valeurs  de  ^,  -/>  -^j  •■•>  un  aura 

°  dl     dt     dl 

un  second  système  d'équations  linéaires  entre  E'coss',  E"cos£\  ..., 
XI.  /i8 
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lesquelles  serviront  à  leur  (létcriMiiKilmn.  I)i'  lii  on  lirera  aisément  les 
Videurs  de  E',  E",  . . .  ;iiiisi  (|iic  de  l;iii;;t',  lange' ,  ...  et  l'iifiii  celles  des 

angles  mêmes  i',  i" 

.Maisvoiei  un  moyen  plus  simple  de  (IriiTiniiici'  (•(•<  imonniies  din-c- 
temenl  el  sans  les  embarras  de  rélimiiiatinn. 

.").  ,1e  reniai(|iir  iin'rii  ajonlaiit  rnscndilr  les  (''(|iia!i(»ns  dillérenlielles 
de  l'article  3,  après  avoir  inulli|)lié  la  deuxième  par  /,  la  troisième 
par  i^\  el  ainsi  de  suite,  et  faisant,  |ioiii'  abréger, 

P  =  [.]     +[,,,]/+[.,  3]„-  +  . 

7   =(2)/-t-(l,   2)       -+-(2,3)^4-. 
Q-[2]/H-[.,2]       +[2,3]^-+. 

'•  =(3)^  +  (i,3)     +(2,3)/+. 
H  =  [3]o-  +  [i.3J     -;[,.  3]/  +  . 


on  a  l'équation 

d'E,  (f-^         d-o  y 

.Mais  les  équations  de  l'arliclc  4  donnent 

l>  =  /./),  O       /.y,  U  -  Ai; 

\)o\\c,  ré(|ualion  précédente  deviendra  de  la  l'orme 

d'ipl  -hf/<li  -h  ro-h. . .)       ,,    -         ,  X 

-^'^ '-^^ — ^ hA(/>^-(-y<^-4-/-o-h...)=o. 

dniil  l'iitlé^rale  est 

p^-h  f}']/  -^  r(f  -h. . .—  Lsin(/v'^'  -+-  ^)« 

L  et  X  elaiil  deux  constantes  arbitraires. 

Celte  é(|iialion  doit  avoir  lien  également  piuir  lnnles  les  dilli  renies 
valeuis  de  /  i|ui  residieni  des  mêmes  é(|uations  de  condition  el  (|iie 
nous  avons  di-nolecs  par  /'.  / ',  ....  Ainsi,  désignant  de  niénie  par  />  . 
/)" ,  .  ■ .  ,  y',  (f ,  . .  ■  les  valeui's  correspondantes  de  /».  (/ e|  |irenanl 
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différentes  constantes  ai'bitraircs  L',  L",  ...,  X',  "k",  ...,  on  anra  les 
équations  suivantes  : 

jo'  ^  -1-  -7'  4>  +  /•'  9  +.  .  .=  L'  sin(<v'^  +  >/  ), 
p"  l  +  7"<|>  H-  /-"cp  +  .  .  .  =  L"  sin(<v/Â^  +  r  ), 
^'"^  -+-  ^'".J;  -H  /-'"cp  -f- . . .  =  L"'sin( <  v^+  >^"'). 


Ces  équations  serviraient  généralement  à  déterminer  les  valeurs  de?, 
•\,  o,  . . . ,  et  il  est  clair  que  ces  valeurs  devraient  coïncider  avec  celles 
(|u'on  a  trouvées  ci-dessus  (art.  4),  puisqu'elles  résultent  les  unes  et 
les  autres  des  mêmes  équations  différentielles.  Ainsi,  en  substituant 
les  valeurs  de  l'article  cité  dans  les  équations  précédentes,  elles 
devront  devenir  entièrement  identiques. 

D'où  il  est  facile  de  conclure  que,  pour  la  première  é([uation,  on 
aura 

ensuite 

/^'+/"7'+^"'-'+---  =  o,         //+/",/+-'",■'  +  ...  =  o,  ...; 

([ue  l'on  aura  de  même,  pour  la  seconde  équation, 

V  =  £",        L"  ={p"+  f" q"  -h  s" r"  + . . . ) E", 
ensuite 

p"+f  q"+ g' !■"  +  ...  =  O,  //+/"V/+ir"'/-"  +  ...  =  0, 

et  ainsi  des  autres. 

Donc,  substituant  dans  les  équations  ci-dessus,  pour  A',  L',  A",  L", 
A'",  L'",  . . . ,  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver,  on  aura  celles-ci 

E' sin(.0P -^s' )=  4^^-^=-^^> 

^    ^  p   -h  q  J  +  J    g"  -h  .  .  . 

,      ,_  .  p"'ï_|_o"'iL4-/-">H-.  .. 

E'"  c  ;  n  I  /  ■  /T™  _i_  c'"  1 "  ^       "    T^^      Y^--- 

P  +  q  J  "1"  '  o  +  •  ■  • 
qui  sont  les  réciproques  de  celles  de  l'article  4. 
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.Maiiilcnanl,  la  ilélenninalion  des  arl)ilraires  K',  E",  ....  t',  t".  ... 
n'a  plus  (le  diiriculté;  car  : 

I"  En  supposant  /  ==  o,  les  premieis  nu'm!)res  des  équations  précé- 
dentes deviennent  E'sins',  E'sinî",  ....  et  les  seconds  sont  tous 
connus,  en  supposant  les  valeurs  de  ;,  '|,  9,  ...  données  dans  le  pre- 
mier instani  ; 

2"  En  dinériiilianl  les  mêmes  équations  et  supposant  ensuite  /  =  o, 
les  pi'cniicrs  niiMiilircs  seront 

\/FE'C0S£',     v'^E'cosô",      ..., 

et  les  seconds  seront  aussi  tous  connus,  en  regardant  comme  données 
les  (|uaiilites  -32»  ■^'  ^'  ■  •  •  lorsque  /  =  o.  Donc,  etc. 

6.  La  solution  du  problème  est  donc  réduite  uniquement  à  la  déter- 
mination des  quantités  k,/,  g,  h,  . .  .\  et  nous  avons  vu  dans  l'article  4 
(|ue  cette  détermination  dépend  de  la  résolution  des  équations 

pli  —  P  =  o.        7/1  —  0  =  0,        rk  —  R  =  o,         . . . , 

en  conservant  les  expressions  de/*,  «y,  /• P,  Q,  H,  .  . .  de  l'article  5. 

Or,  si  l'on  représente  par  A  ce  que  devient  la  (juantité  T  en  y  chan- 
geant ;7^'  ^'  ^'  ■••  ^"  '''/'  O'  ••■  '  i-'  P<"'  ^  LH'  que  (IcvuMit  la  parlir 
de  la  (juantité  V  où  les  variables  i,  '|,  9,  ...  forment  ensemble  deux 

dimensions,  en  changeant  de  même  ces  variables  l'ii  <■,  f.  i,' il  est 

aisé  de  voii',  et  l'on  pourrait  mémi"  s'en  ronvaincre  a  firion.  (|uc  1  mi 
a  u  l'a 


1  = 

dX 

de 

y 

en  laisiinl  ciismiIc  r        1  . 

Donc,  en  général,  si  Ton  l'ail 


A/.-  IJ  =  K, 
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les  équations  pour  la  délenninalion  dos  inconnues  k,  f,  g,  ...  seront 

dK  ôK  dK 

^-=0,  — -;=0,  -r—    =   O,  ..., 

de  df  dg 

en  supposant  e  =  i.  Ainsi,  comme  la  quantité  K  se  forme  immédiate- 
ment des  quantités  T  et  V,  on  pourra  aussi  trouver  directement  les 
équations  dont  il  s'agit,  sans  avoir  besoin  de  les  déduire  des  équations 
différentielles  du  mouvement  du  système. 

Je  remarque  maintenant  que,  puisque  K  est  une  fonction  homogène 

de  deux  dimensions  de  e, /,  g on  aura,  par  la  propriété  de  ces 

sortes  de  fonctions  démontrée  (Sect.  IV,  art.  15), 

dK      JK         dK 

de  dj        ^  dg 

Donc  on  aura  aussi 

K  =  o; 

par  conséquent,  les  inconnues/,  g,  h,  ...  doivent  être  telles  que  \nn\ 
seulement  la  quantité  K  soit  nulle,  mais  que  chacune  de  ses  dilTéren- 
tielles  relatives  à  ces  inconnues  le  soit  aussi;  d'où  il  s'ensuit  (|ue  la 
quantité  k,  regardée  comme  une  fonction  de  ces  inconnues  dépendante 
de  l'équation  K  =  o,  devra  être  un  maximum  ou  un  minimum. 

Si  l'on  fait  d'abord  r  =  i,  et  qu'on  remplace  par  K  =  o  l'équation 
— -  =  o,  on  aura,  pour  la  détermination  des  inconnues/,  g,  h les 

équations 

dK  dK 

'^  =  °'        d7=°'       5i=° 

Si  donc  on  tire  d'al)ord  la  valeur  de  /  de  l'équation  -j-  =  o,  et  qu'en 
la  substituant  dans  K  =  o  on  change  cette  équation  en 

K'=o, 

il  n'y  aura  qu'à  faire  ensuite 

dK' 

dg 
et  substituer  de  même  la  valeur  de  g  tirée  de  cette  dernière  équation 
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(I;iiis  K';--  o;  iilors,  iiiiiiim;iiil 

K'=o 

l'éqnalion  résullanli',  on  l'cra  ilc  ikmivimh 

dK" 

ri  iiiiisi  (le  suite,  l'ar  ce  inuyen,  on  parviendra  ii  une  é(|nali()ii  finale 

i|ni  ne  contiendra  plus  les  inconnues  y,  g,  h mais  seulement  la 

(|nanlilé  /-,  et  (jui  sera  l'équation  clierehée  en  k  dont  les  racines  ont 

été  nommées  k',  k" ,  k" , 

On  peiil  même  réduire  cette  équation  en  une  formule  générale,  en 
ennsidérant  (jue,  puisque  les  quantités/,  g,  li,  ...  nr  lorment  ensemble 

dans  la  valeur  de  K  (iiii'  deux  dimensions,  la  (inaulité  2K-t-t; ^.^v 

'  '  o/  -         àf- 

<P  K 

sera  nécessairement  sans  /,  sa  (lilirreiiliclle  relative  ii  /'étant  2K   ,  .,  df, 

il  fi    • 

et  par  conséquent  nulle.  De  sorte  (|u'on  pourra  l'aire 

et  comme,  dans  cette  (|uaiilité  K',  les  inconnues  restantes^'-,  //,  ... 
ne  nionlent  aussi  (in'ii  la  seconde  dimension,  on  pourra  l'aire  de  même 

et  ainsi  de  suite.  La  deinière  des  (|iianliles  K.  K  ,  K" étant  égalée 

à  zéro,  sera  !'é(|ualion  elier(liée  en  /.  Il  esl  vrai  (pie  celle  équation 
pourra  monter  à  un  degré  plus  liaiil  (|u'il  ne  l'aul,  à  cause  des  facteurs 
étrangers  introduits  dans  les  équations  K"  =  o,  K'"  =  o,  ...;  mais  si, 
en  dévelo|)pant  ces  é(|uations,  on  a  soin  de  l(\s  di'-liarrasseï'  successive- 
ment de  ces  mêmes  facteurs  et  de  ne  preiuiic  ensnilc  pour  les  valeurs 
de  K",  K™,  ...  (|iie  leurs  premiers  niendnes  ainsi  simplities,  ré(|ualion 
finale  se  trouvera  rabaissée  d'elle-même  ii  la  forme  et  au  degré  doiil 
elle  doit  être. 
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Quant  au\  valeurs  de  /,  g,  . . . ,  on  les  déterminera  ensuite  par  les 

équations 

dK  JR' 

-T?  =0,  ^—  =0,  .  .  ., 

en  commençant  par  la  dernière,  et  remontant  à  la  première  par  la  sub- 
stitution successive  des  valeurs  trouvées. 

7.  Comme  la  solution  précédente  est  fondée  sur  la  supposition  que 
les  variables  \,  '\,  ©,  . . .  soient  très  petites,  il  faut,  pour  qu'elle  soit 
légitime,  que  cette  supposition  ait  lieu  en  effet;  ce  qui  demande  que  les 
racines  k' ,  k",  ...  soient  toutes  réelles,  positives  et  inégales,  afin  que 
le  temps  t,  qui  croit  à  l'infini^  soit  toujours  renfermé  sous  les  signes 
de  sinus  ou  cosinus.  Si  quelques-unes  de  ces  racines  devenaient  néga- 
tives ou  imaginaires,  elles  introduiraient  dans  les  sinus  ou  cosinus 
correspondants  des  exponentielles  réelles,  et  si  elles  devenaient  sim- 
plement égales,  elles  y  introduiraient  des  puissances  algébriques  de 
l'arc;  c'est  de  quoi  on  peut  s'assurer,  par  les  méthodes  connues,  en 
mettant  dans  le  premier  cas,  à  la  place  des  sinus  ou  cosinus,  leurs 
expressions  exponentielles  imaginaires,  et  en  supposant,  dans  le  se- 
cond, que  les  racines  égales  diffèrent  entre  elles  de  quantités  infini- 
ment petites  indéterminées;  mais,  comme  le  développement  de  ces  cas 
est  inutile  pour  l'objet  présent,  nous  ne  nous  y  arrêterons  point. 

Si  la  condition  de  la  réalité  et  de  l'inégalité  des  coefficients  de  / 
a  lieu,  il  est  visible  que  les  plus  grandes  valeurs  de  H,  9,  ...  seront 
moindres  que  les  sommes  des  quantités  E',  E",  E'",  ...,  /'E',  /""E", 
/'"E",  ...,  en  prenant  toutes  ces  quantités  positivement;  par  consé- 
quent, si  ces  différentes  sommes  sont  fort  petites,  on  sera  assuré  que 
les  valeurs  des  variables  le  seront  toujours  aussi. 

Mais,  comme  les  coefficients  E',  E",  E'",  ...  sont  arbitraires  et  dé- 
pendent uniquement  du  déplacement  initial  du  système,  il  est  pos- 
sible que  les  variables  l,  '^,  ...  restent  fort  petites,  quand  même, 
parmi  les  quantités  \/k',  \[¥ ,  .  .  .  ,  il  y  en  aurait  d'imaginaires  ou 
d'égales;  car  il  suffit  pour  cela  que  les  quantités  correspondantes  E', 
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K",  ...  Sdiciil  nulles,  ic  i|iii  Ici;!  ilisparailrc  \rs  Icrini-s  (|ui  croilraicnl 
avi'i'  If  temps/.  Alors  la  solution,  sans  être  exacte  en  général,  le  sera 

néaniiioins  dans  li'  cas  |iarliciilicr  iiii  la  oon<lilion  prérédeiitc  aura  lien. 

S.  On  a  des  méthodes  pour  reconnaître  si  une  équation  donnée,  de 
(|uel(|ue  degré  (|u'elle  soit,  a  toutes  ses  racines  réelles  ou  mui,  et  pour 
juj^i'r,  dans  le  cas  de  la  realité,  de  leur  signe  et  de  leur  inégalité: 
mais,  l'application  de  ces  mélhodes  élanl  toujours  un  |ieu  pénible, 
voici  (|uel(|ucs  caractères  simples  et  généraux  (|ni  scrviionl  ii  juger  de 
la  loiine  des  racines  dont  il  s'agit,  dans  un  grarul  nomlu-e  de  cas. 

iùi  prenant  ré(|uation  K  —  o  <ui  A/-  —  B  =  o  (art.  6),  on  a  /c  —  -^•, 

or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  (piantité  .\  a  toujours  nécessaire- 
ment une  valeur  positive,  tant  qui-  /',  i(,  . . .  sont  des  quantités  réelles; 

car  la  fonction  T.  d'oii  elle  résulte  eu  cliaui'eanl  -ft  -—->  —  }  ■■■  en  i. 

"  dt     at     (il 

f,  g,  ...  (art.  cité),  est  composée  de  la  somme  de  jdusieurs  carrés 

iMulti|tliés  par  des  coefficients  nécessairement   positifs.   Donc,  si   la 

(juantité  B  est  aussi  toujoui's  positive,  ce  (|iii  a  lieu  lors(]ue  la  pai'lie 

de  la  fonction  V  où  les  variables  ç,  'ji,  9,  ...  forment  ensemble  deux 

dimensions  est  réductible  à  la  même  forme  que  la  fonction  T,  |)arce 

que  la  (|uanlité  H  résulte  aussi  de  celte  partie  de  V  eu  changeant  r,  'l. 

o,  ...  eu  \,  f,g,  ...,  on  est  assuré  que  les  valeurs  de  /■.  e'est-ii-dire 

les  racines  de  l'équation  en  /•,  seront  toujours  positives  toutes  les  fois 

(|u'elles  seront  réelles. 

Au  conliaire,  si  la  (|uanlile  W  est  toujours  négative,  ce  (|ui  airi\('ra 
quand  elle  sera  composée  de  plusieurs  cai'rés  iniilliplii'-i  par  des  coel- 
ficicnls  négalils.  les  valeurs  ré(dles  de  /•  seront  toutes  négatives.  Dans 
ce  dernier  cas,  la  solution  ne  p(Miria  pas  élre  bonne,  parc(>  ([ue,  les 
racines  de  ré<|uation  en  /  ne  pouvant  étic  (lu'imaginaii'cs  ou  réelles 
négatives,  les  expressions  des  variables  r,  •^,  ...  contiendront  néces- 
riairemenl  le  jenips  /  Inus  des  signes  île  sinus  et  cosinus. 

Dans  II'  premier  cas  0(1  H  est  positive,  nu  voit  seuicmeni  (|ue,  si  les 
racines  sont   réelles,  elles  sont   nécessairemenl   posilivcs;   cl    il    serait 
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peut-être  difficile  de  démontrer  directement  qu'elles  doivent  être 
toutes  réelles;  mais  on  peut  se  convaincre,  d'une  autre  manière,  que 
cela  doit  être  ainsi. 

Car  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives,  que  nous  avons 
démontré  dans  le  §  Vde  la  Section  III,  donne  l'équation  T  + V=  const. 
(Sect.  IV,  art.  14),  laquelle  a  toujours  lieu  puisque  T  et  V  sont  fonc- 
tions sans  l  (Sect.  V,  art.  21).  Or,  si  l'on  désigne  par  V  la  partie  de  V 
qui  contient  les  termes  de  deux  dimensions,  en  sorte  que 

V  =z  H  +  V, 

il  cause  de 

H,=:0,  n,=  0,  H3—  O,  .... 

on  aura  (art.  3) 

T  H- H  +  V'=:  consl.  =  (T)  H- H  4- { V), 

en  dénotant  par  (T)  et  (V)  les  valeurs  de  T  et  V  au  premier  instant; 

donc 

T  +  V'=(T)  +  (V'). 

Donc,  puisque  T  est,  par  sa  forme,  une  quantité  toujours  positive,  si 
V  l'est  aussi,  on  aura  nécessairement 

V'>o,         V'<(T)  +  (V'); 

de  sorte  que  la  valeur  de  V  et,  conséquemment  aussi,  celles  des  va- 
riables \,  'j/,  0,  . . .  seront  renfermées  dans  des  limites  données  et 
dépendantes  uniquement  de  l'état  initial.  Ces  variables  ne  pourront 
donc  pas  contenir  le  temps  /  hors  des  signes  de  sinus  et  cosinus, 
parce  qu'alors  elles  pourraient  aller  en  croissant  à  l'infini.  Or,  lorsque 
la  valeur  de  B  est  constamment  positive,  celle  de  V  l'est  aussi;  par 
conséquent,  les  racines  de  l'équation  en  k  seront  nécessairement  toutes 
réelles,  positives  et  inégales  (art.  7),  et  la  solution  sera  toujours 
bonne. 

Dans  ce  cas,  l'état  d'équilibre  d'où  le  système  a  été  déplacé  sera 
stable,  puisque  le  système  y  reviendra,  ou  tendra  toujours  à  y  revenir, 
XI.  49 
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par  dos  oscillations  tii's  pelilos;   du   moins  il  ih'  pourra  jamais   s'i-n 

écarter  t\iie  tri'S  peu. 

i).  C'est  (le  celle  manière  (jiie  nous  avons  demonlie  ,  l'ail.  I,  Seel.  III, 
art.  23  et  suivants)  que,  lorsque  la  fonction  n  est  un  minimum  dans 
l'élal  il'ciinililire,  cet  état  est  staMe;  car  il  f-t  laiile  de  voir  <|ue  la 
fonction  nommée  11,  dans  l'article  21  de  la  Section  citée,  est  la  même 
(|ne  nous  représentons  ici  par  V,  pnis(]ue  l'une  el  l'anlre  est  l'intégrale 
de  l;i  intalité  (les  moments  des  forces  agissantes  sur  les  différents  corps 
du  système,  totalité  qui  doit  être  nulle  dans  l'équilibre.  Or,  comme 
l'on  a  V  =  H  4-  V',  et  ([ne  V  ne  contient  les  variables  ;,  1,  o,  . . .  (ju'ii 
la  seconde  dimension,  il  s't  nsnil  ([ne  V  sera  un  minimum  ou  un  maxi- 
mum, selon  ([uc  la  valeur  de  V  seia  [)Ositive  ou  négative,  en  donnant 
à  ces  variables  des  valeurs  (|nelcon((nes.  Donc  l'équilibre  sera  néces- 
sairement stable  dans  le  cas  dn  iiiinininm  de  V  (art.  8). 

Au  contraire,  dans  le  cas  du  niaxiniiini  de  \',  la  ([iiantilé  V  étant  ton- 
jours  négative,  la  ([uantité  B  le  sera  aussi,  puisqu'on  faisant 

la  valeur  di'  \  '  devient  ;-l5  art.  6);  et,  par  ce  (jue  nous  avons  démon- 
Ire  dans  l'arlicle  [irécédent,  les  expressions  des  variables  contiendront 
néeessairement  des  termes  où  /  sera  bors  des  signes  de  sinus  et  cosi- 

nn>:  l'iMiinlibrc  ne  jMinrra  dune  pas  otic  stable,  car  le  systi'me.  en  étant 
tant  soit  j)eu  déplacé,  s'en  ébii^nieia  tonjdurs  davantage.  Cotte  seconde 
partie  (In  llieori-me  énoncé  dans  l'endroit  cite  de  la  Stati(|ne  n'axait  jiii 
y  être  (leniiinlrée  faute  des  priniijies  nécessaires  ;  nous  en  avinns  renii'^ 
la  démoi^slratiiHi  ii  la  Dynaini(|ne.  et  c(dle  (|ne  mius  venons  de  (bniner 
ne  laisse  |dns  rien  ii  désirer. 

ht.  An  reste,  enli'e  ces  den\  états  de  slaliilile  el  de  n(Mi-stabi  II  li' 
abs(due,  dans  los(|nels  rei|iiililire.  elaiil  laiil  suit  |ien  dérangé  d'une 
iiiaiiieie  (|iielciiiii|iie.  tend  il  se  rétablir  de  liii-mèine  dU  ii  se  déranger 
de   pliiv   rii    [lins,   il   peiil   \   iiviiir  (les  elals  île   stabilité   cundilionnelle 
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et  relative,  dans  lesquels  le  rétablissement  de  l'équilibre  dépendra 
du  déplacement  initial  du  système.  Car,  si  quelques-unes  des  valeurs 
de  v'^-  sont  imaginaires,  les  termes  correspondants  dans  les  valeurs  des 
variables  contiendront  des  arcs  de  cercle,  et  l'équilibre  ne  sera  pas 
stable  en  général;  mais,  si  les  coefficients  de  ces  termes  deviennent 
nuls,  ce  qui  dépend  de  l'état  initial  du  système,  les  arcs  de  cercle  dis- 
paraîtront, et  l'équilibre  pourra  encore  être  regardé  comme  stable,  du 
moins  par  rapport  à  cet  état  particulier. 

1 1.  Lorsque  toutes  les  valeurs  de  \ik  sont  réelles  et  inégales  et  que. 
par  conséquent,  l'équilibre  est  stable,  les  expressions  de  toutes  les 
variables  seront  composées  d'autant  de  termes  de  la  forme 

qu'il  y  a  de  variables. 

Or  ce  terme  représente  les  oscillations  très  petites  et  isoclirones  d'un 

pendule  simple  dont  la  longueur  est  y:>  en  prenant^  pour  la  force  de  lu 

gravité.  Donc  les  oscillations  des  différents  corps  du  système  pourroni 
être  regardées  comme  composées  d'oscillations  simples  analogues  ii 

,  <r  ijr  tr 

celles  des  pendules  dont  les  longueurs  seraient  f?'  f?'  p?'  — 

Mais,  les  coefficients  E',  E",  ...  étant  arbitraires  et  dépendant  uni- 
quement de  l'état  initial  du  système,  on  peut  toujours  supposer  cet  état 
tel  que  tous  ces  coefficients,  bors  un  quelconque,  soient  nuls;  alors 
tous  les  corps  du  système  feront  des  oscillations  simples,  analogues  à 
celles  d'un  même  pendule;  et  l'on  voit  qu'un  même  système  est  suscep- 
tible d'autant  de  différentes  oscillations  simples  qu'il  y  a  de  corps  mo- 
biles (').  Donc,  en  général,  les  oscillations  quelconques  d'un  système 
ne  seront  composées  que  de  toutes  les  oscillations  simples  qui  pour- 
ront y  avoir  lieu  par  la  nature  du  système. 

(  '  )  Le  nombre  des  oscillations  sim|ilcs  n'est  pas  égal  au  nombre  des  corps  mobiles,  mais 
au  nombre  des  variables  indépendantes.  C"est,  du  reste,  ce  que  Lagrange  dit  lui-même 
au  commencement  du  paragraphe.  (/.  Bertrand.) 
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l):ini(I  Honioiilli  avait  ii'iii:ir(]ii(''  cciti'  r(iiii|ii)silion  d'oscillations 
simples  et  isodiroiics  dans  le  iiiuiivciiioiit  dune  corde  vibrante  char- 
gée de  plusieurs  petits  poids,  et  il  l'avait  regardée  comme  une  loi  gé- 
nérale de  tous  les  petits  mouvements  réciprO(jues  qui  peuvent  avoir 
lieu  dans  un  système  quelconque  de  corps.  Un  seul  cas,  comme  celui 
des  cordes  vibrantes,  ne  suffisait  pas  pour  établir  une  telle  loi;  mais 
l'analyse  que  nous  venons  de  dimner  établit  cette  lui  d'une  manière 
certaine  et  générale  et  l'ait  voir  (|ii(',  (nubjuc  irrégulières  (|iie  |uiissenl 
paraître  les  petites  oscillations  (jui  s'observent  dans  la  naluie,  elles 
peuvent  toujours  se  réduire  à  des  oscillations  simples,  dont  le  nombre 
sera  égal  à  celui  des  corps  oscillants  dans  le  même  système. 

C'est  une  suite  de  la  nature  des  équations  linéaires  auxquelles  se  ré- 
duisent les  mouvements  des  corps  qui  composent  un  système  (|uel- 
conque,  lorsque  ces  mouvements  sont  très  petits. 

12.  Si  les  valeurs  des  (inanlilés  \/,\  yJF',  \fF' ,  ...  sont  incommen- 
surables, il  est  clair  que  les  temps  de  ces  oscillations  seront  aussi 
ineomiiiensui-ables  et  que,  par  conséciiienl,  le  système  ne  pourra  janiai-. 
reprendre  sa  première  position. 

Mais,  si  ces  (juantités  sont  entre  elles  comme  nombre  à  non)bre  el 
que  leur  plus  grande  commune  mesure  soit  jj.,  on  veira  facilement  (juc 
le  système  reviendra  toujours  à  la  même  position  au  bout  d'un  temps 
0  =  — 7  ~  étant  l'anirle  de  i8o".  Ainsi  0  sera  le  teni|»s  de  roscillalion 
composée  de  tout  le  système. 

1:5.  [>a  sdlntioii  (|iie  nous  venons  de  donner  lieniande  ([ne  les  coor- 
données puissent  être  exprimées  par  des  fondions  en  série  de  variables 
Iri's  petites,  et  (jui  soient  nulles  dans  l'i-tal  d'é(|nilibre,  ainsi  (|ue  nous 
l'avons  su|q)osé  dans  l'article  '.i. 

Or  c'est  ce  (|ui  est  toujours  possible,  conirnc  nous  l'avons  vu,  lors<jue 
les  étjnatioiis  (le  I  iindilion,  l'éduiles  en  série,  conlicMniiil  les  premii'res 
puissances  des  variables  supposées  très  |»('lil('s.  parce  ipic  ces  lermes 
iliiiineiil  d'abord   di'S  éi|naliiins  resuliibles  rationiiclleiiiciil.  cl   (|u Cn- 
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suite  on  peut  toujours,  par  la  méthode  des  séries,  avoir  des  solutions 
rationnelles  de  plus  en  plus  exactes. 

Il  peut  néanmoins  arriver  que  les  termes  de  la  première  dimension 
manquent  dans  une  ou  plusieurs  des  équations  de  condition,  ce  qui 
aura  lieu,  par  exemple,  si,  dans  l'équation  L  =  o,  les  valeurs  des 
coordonnées  pour  l'équilibre  sont  telles,  qu'elles  rendent  non  seule- 
ment L  nulle,  mais  aussi  chacune  de  ses  différences  premières;  car  on 
aura  alors 

^—  =  O,  — -   =  o,  .  .  ., 

oa  00 

et  l'équation  L  =  o  ne  contiendra  que  les  secondes  puissances  et  les 
puissances  ultérieures  de  a,  ^,  y.  a',  ...  (art.  1).  Dans  ce  cas,  si  l'on 
réduit  les  coordonnées  en  fonctions  de  variables  indépendantes,  ces 
fonctions  ne  pourront  plus  être  rationnelles,  et  les  équations  différen- 
tielles ne  seront  ni  linéaires,  ni  même  rationnelles.  Ainsi  la  supposi- 
tion des  mouvements  très  petits  du  système  ne  servira  pas  alors  à 
simplifier  la  solution  du  problème,  ou  du  moins  ne  la  rendra  pas  sus- 
ceptible de  la  méthode  générale  que  nous  avons  exposée. 

Pour  résoudre  ces  sortes  de  questions  de  la  manière  la  plus  simple, 
on  fera  d'abord  abstraction  des  équations  de  condition  où  les  premières 
dimensions  des  variables  ne  se  trouveraient  pas;  on  parviendra  ainsi  à 
des  expressions  de  T  et  de  V  de  la  forme  de  celles  de  l'article  2.  Ensuite 
on  ajoutera  à  cette  valeur  de  V  les  premiers  membres  des  équations  de 
condition  auxquelles  on  n'aura  pas  encore  eu  égard,  multipliés  chacun 
par  un  coefficient  indéterminé  et  qu'on  supposera  constant  dans  les 
différentiations  par  o;  et  il  suffira,  dans  ces  termes  dus  aux  équations 
de  condition,  de  tenir  compte  des  plus  basses  dimensions  des  variables 
très  petites.  De  là  on  trouvera  les  équations  différentielles  à  l'ordinaire, 
et  il  s'agira  d'en  éliminer  les  coefficients  indéterminés. 

Si  les  équations  de  condition  étaient  du  second  degré  et  que  les  coef- 
ficients indéterminés  pussent  être  supposés  constants,  la  valeur  de  V 
serait  encore  de  la  même  forme  que  dans  la  solution  générale  ;  par  con- 
séquent, on  pourrait  l'appliquer  aussi  à  ce  cas;  on  déterminerait  en- 
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<iiilc  les  cocrriciciils,  en  sorlc  (|ii('  IfS  r(|uali(ins  de  cniiililiiiii  l'iisseill 
satisl'aites.  On  pourra  donc  toujours  commencfr  par  adopter  celle  siip- 
|)0>ition,  on  verra  ensuite  si  les  valeurs  (|ui  en  résultent  pour  les  va- 
rialjles  peuvent  satisfaire  aux  é(juation>  de  condition,  au(|uel  cas  la 
supposition  sera  légitime  et  la  solution  exacte;  sinon  il  faudra  cher- 
cher à  intégrer  les  équations  diirérentielles  par  des  luélliodes  jiarticu- 
lii'res. 

i^   II.  —    Des  oscillatiuns  iltiii  svs/c//ir  liiu'uirc  de  (•(>//).<, . 

14.  Lorsijuc  les  corps  (|ui  eomposcnt  le  système  pioposc  sont  dis- 
posés, les  uns  par  rapport  aux  autres,  d'une  manière  uniforme  et 
régulière,  on  peut  simplilici'  le  calcid  cl  paivcnir  ii  des  formules  géné- 
rales et  symétriques,  en  employant  la  nolation  et  ralgoritlinie  des  dif- 
férences finies.  Nous  allons  en  donner  un  exemple,  en  exaniiiianl  le 
cas  oii  un  nombre  cpielconque  de  corps,  rangés  sur  une  ligne  droite 
ou  courlte,  oscillent  en  vertu  de  forces  quelconques  combinées  avec 
leni'  action  réciproque. 

Soient  r,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  d'un  quelconque  di's  corps 
du  système,  que  nous  dénoterons  par  Dm,  en  em|)loyanl  la  lettre 
majuscule  D  pour  dénoter  les  dillercnces  finies  (Sect.  IV,  art.  17).  On 
aura  d'abord 

la  earactérisli(jue  ^  représentant  les  sommes  relatives  ii  l(Uil  le  sysli'ini'. 
La  fonclioii  \'  doit  contenir  la  soniiiic  ^11  Dm  |ii(i\cnanl  des  forces 
acccicralrices  P.  (J,  \\ (pion  sujqiose  tidies  (|uc  l'on  ait 

n  =  /  ■(  P  c/p  -+-  O ,/./  ^l\  (Ir  +  ...). 

(a'Ile  foncliou  doit  coiilenir  aussi  la  somme  S^  /  «1>  D.v.  en  snppo>anl 
i\[\r  <!'  soil  la  force  avec  laquelle  deux  corps  voisins  (|ui  sont  ii  la  dis- 
laiici'  \)s  ruii  de  l'antre  .^'allii'ent,  cl  (|uc  celle  force  soil  une  lioiclinii 
de  la  même  dislance  D.v.  l'ii  sorte  (| ne    /  «1>//  D.v  soil  une  i|nanlilc  inlc- 
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grable  dont  la  différentielle  par  o  soit<i»oD^.  Cette  force  <!>,  que  nous 
supposons  fonction  de  D^,  pourra  varier  d'un  corps  à  l'autre  et  sera, 
par  conséquent,  aussi  fonction  du  nombre  ou  de  la  quantité  qui  repré- 
sente la  place  de  chaque  corps  dans  la  série  de  tous  les  corps,  et  ii 
laquelle  se  rapporte  le  signe  sommatoire  Q.  Si  les  corps,  au  lieu  de 
s'attirer,  se  repoussaient,  il  faudrait  prendre  $  négativement. 
On  aura  ainsi 

V  =  §nDm+3yOrfD.v 

et,  par  conséquent, 

ÔV  =  §ânDm  +  [^»I>oD.s. 

Et  il  est  bon  de  remarquer  que  cette  expression  de  oV  serait  la  même 
si  les  corps  étaient  liés  entre  eux  de  manière  que  leurs  distances  mu- 
tuelles fussent  invariables;  car  on  aurait  dans  ce  cas  l'équation  de  con- 
dition oD^  =  o,  laquelle  donnerait  dans  l'expression  de  oV  le  terme 
SAoDi-  (article  cité). 

15.  En  exprimant  l'élément  D*  par  les  différences  finies  de  .r,  v,  z. 
il  est  clair  qu'on  aura 

donc,  différentiant  par  o, 

D.r  ôDx -H  DkoDv -h  D:  5D5 


èBs: 


Bs 


Substituant  cette  valeur,  et  faisant,  pour  abréger,  rr-  =  '*ï",  fonction 
de  D^,  on  aura 

ÔV  —  §o^nDnn-§>r{IKr  oDx  -h  DjoDj  4-  I)--  oDz). 

Comme  les  caractéristiques  D  et  o  sont  indépendantes  entre  elles,  on 
peut  changer  ôD  en  Do,  et  l'on  aura 

ÔV  =  §  m  Dm  +  §'!'( D.r  D o\r  +  Dj  D oy  -t-  De  D  oz). 

On  peut  aussi  faire  disparaître  le  D  avant  le  o,  par  l'intégration  par 
parties  appliquée  aux  différences  finies. 
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H).   |j)  t-d'ci,  on  a,  en  général, 

I)j)-  =  a-  Dr  ■+■  y  Dr  -h  D.r  I)  v  —  {jt  -h  Djc)  I)  v  -t-  >-  D^  =  x,  D  v  H-  v  D.r, 

l'H  ilénolaiil  par  .t\  le  icriiif  (|iii  siiil  .r  dans  la  série  des  termes  consé- 

iiitils  v,  X  -hDx, Donc,  en  passant  des  did'ércnces  aux  sommes, 

on  anra 

^  )   l>,r  =  j-j  — gj-D)-. 

On  Irouvcrail  de  la  niénic  manière 

li  ainsi  de  suite,  œ,  ar^,  x^^,  ...  étant  les  ternies  (jui  se  suivent  dans  la 
même  série. 

Pour  compléter  ces  sommations,  il  fauilra  rapporter  les  termes  liors 
du  silène  [j^  au  dernier  point  de  l'intégrale  tinie  §rDa^  et  en  retran- 
cher les  mêmes  termes  rapportés  au  premier  point.  Ainsi,  en  maninant 
par  un  zéro  et  par  un  /  placés  au  bas  des  lettres  les. termes  qui  se  rap- 
portentau  premier  et  au  dernier  point,  on  aura  ces  sommations  com- 
plètes 

!,orsi|uc  la  caracléristiciue  ^  indi(|ue  des  sommes  totales  d'un  nombre 
de  Icinics  donné,  il  est  clair  (|u"on  peut,  à  la  |dace  des  teinies  .) ,  Dr. 
.!•,,  D)',  . . .  sous  le  signe  ]^,  pi-endre  les  termes  pi-écédents,  (|ne  nous  dé- 
noterons par  .r  Dr.  .(•  Dr,  ....  en  marquant  d'un  trait,  de  deux 

placés  il  ganidie,  li'S  Icrnies  ^^  v,  ,  v  (|ni  précèdent  v  dans  la  série  indé- 
finie ....  „.i,  ,.v,  V,  V,,  v„ 

17.  Ctda  posé,  mettons  dans  les  l'onnules  |trécédentes  o.r  \\  la  |ilace 
de  .«■  e(  M'  D.r  il  la  jilacc  de  }  .  on  aura  ces  traiisriurnalions 

v;  M    i)  r  1) o.r  =  (  H' l).r  ox ),— (M"  l)xa.r)o—Vyâ,i- 1),(M"  D.r); 
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et,  de  même, 

et  l'on  fera  ces  substitutions  dans  l'expression  de  SV. 

Si  le  premier  corps  et  le  dernier  sont  supposés  fixes,  les  variations 
âa^o,  CYo,  S-o  et  8xj,  Sy,-,  8:-i,  qui  s'y  rapportent,  seront  nulles.  Nous 
adopterons  d'abord  cette  hypothèse,  qui  simplifie  les  formules,  et  nous 
aurons,  en  conséquence, 

âV  =  §onDm-§oxD,(WDa')-§â/D,(WD7)-§'5;D,(«I'D;). 

En  général,  comme  il  faut  que  les  variations  disparaissent  toujours, 
si  le  premier  ou  le  dernier  corps,  ou  tous  les  deux,  n'étaient  pas  fixes, 
il  faudrait  supposer  la  valeur  de  W  nulle  au  commencement  ou  à  la  fin. 
(Jn  aurait  ainsi,  à  cause  de  ^i*  =  j— ,  la  condition  à  remplir  tl>„  =  o  ou 

$,  z=  o,  si  le  premier  ou  le  dernier  corps  est  supposé  mobile;  et  si 
tous  les  deux  étaient  mobiles,  on  aurait  les  deux  conditions  $,,  =  0 
et  $,  =  o. 

18.  La  variation  oV  étant  réduite  à  cette  forme  simple,  les  équations 
générales  de  la  Section  IV  (art.  10),  étant  rapportées  aux  variables  .r, 
y,  z  de  chacun  des  corps  du  système,  donneront  pour  ces  variables  les 
trois  équations  suivantes,  dans  lesquelles  je  remets  $  au  lieu  de  WDs  : 

-57-,)=°' 
ODkX 

-Drj  =  °' 

$  Uz  \ 


d'x^       on,, 
di^  ^"^  +  ôx-  ''■" 

-D, 

d^Yr.       ân^ 

-rV  Dm  -t-  ir-Dm 

dl-                à  Y 

-D, 

d-z  ^        on,, 
-i—  Dm  H-  ^^  Dm 

dt-                oz 

-D 

Ds 


Ces  équations  sont  rigoureuses,  quel  que  soit  le  mouvement  des 
corps;  mais,  lorsque  ces  mouvements  sont  très  petits,  les  équations 
se  simplifient  et  deviennent  linéaires,  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut(§I). 

XI.  5o 
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19.  Supposons  (|iu'.  ihius  l'i'lat  (rf(|tiilil)re  du  système,  les  coorilon- 
nécs  o",  V,  ;  (k'vic'unciit  (/,  //,  r,  cl  qu'elles  soit'iit,  claii<  le  imuivemeiit. 
r/ -t- 5,  h  -l-Tp  <■• -H  C  les  (|Miiiililés  H,  r,,  X.  étanl  très  petites.  I.ii  l'onr- 

II     I        ■  I  If  ()\\  -r  ()\\  Ô\\  Y       I-        ■  1,1- 

hou  11  (leviendi'ii  11  4-  -,  -:  +  -,,  r,  +    ,-w.  Ainsi,  en  regardant  doie- 

on  00   '        Oc  '  - 

navauL  II  eounne  une  siiii|>lc  lunctiiui  de  a,  l>,  c,  les  trois  difFéreiices 

..    ,,       oll     611     oll  ,     .  . 

iiartielles  -s— >  -j— >  -,—  ixiin  ronl  s  (•xiniMier  ainsi  : 
'  ox    oy     oz  '  ' 

<m  _  /  j=ii  ,      o'w         o'n 

On        \  On 


i^  <?rt»    ^"^  OaOb'''^  OaOc^)' 
V(}«  dA  ^  "^    ()i=    '^'  "*"  OHOc  7' 

/  ()-n  ,     on\         o-n  \ 

[Oadc^^dOOc'"  "^    de'-   7' 


Par  les  nièines  suli>liliilioiis  de  a  --^  :,  />  -+-  ■/],  <■•  -f-  Ç,  au  lieu  de  .r. 
r,  r,  les  diirérenees  iXr,  l)v,  1)-  dcvicndidiil 

l)n  -i-  I);,      l»A   ■    Dr,.      De-,    1)^. 

.\  l'égard  de  la  quantité  <l',  i|iii  e>l  sii|i|Kisée  foiRiion  de  l).v.  si  l'on 
l'ail,  pour  abréger, 

D/=  v/î)«^td2;^  1)?, 

Oll  aura  d'abortl 

D^  =  D/-„_^i);+„/.nr,-t-„^Dr; 


ensuite,  si   l'on  nomme  V  ce  (|uc  dcviciil   la   ioiiclion  d»  lorsqu'on  v 

cil)/  -  l)/' 


eliani;c  l),v  en  1)/",  cl  (iii'oii  lasse  -...     —  .-;,  on  aura,  par  le  dcvclnp- 


pement, 


Vi>./iv     1)/ 1)/     1)/ 1)// 


et,  par  eonséquenl, 

.|>         I  !■" -  !■'  /  1)./  Df        1)/'  Dr,        Dr  Dr\ 

iTv       !>/  ^     1)/     Vl)/  1)/  "^  D/  1)/    '   1)/  D/r 

20.   On  l'cra  l'cs  snhstiliilions  dan>  lc>  Iniis  é(|iiations  trouvées  ci- 
dessus,  et  comme,  dans  l'clal  d'ciiuilibre,  les  variables  $,  y],  !^  sont 
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3'Jo 


supposées  nulles,  il  faudra  que  ces  équations  se  vérifient  dans  celle 
hypotlièse.  Ainsi  les  ternies  constants  devront  se  détruire,  ce  qui  don- 
nera d'abord  les  trois  équations  de  condition 


o, 


db 
m 

de 


Dm 
Dm 


D,(  F 


-.rr.      =0, 


,Dc^ 


Ces  équations  donneront  les  valeurs  que  les  coordonnées  a,  h,  c 
doivent  avoir  dans  la  situation  de  l'équilibre;  et  il  est  facile  de  voir 
qu'elles  représentent  d'une  manière  générale  celles  que  nous  avons 
trouvées  dans  la  Section  V  de  la  !""  Partie.  |)our  l'équilibre  de  plusieurs 
corps  liés  par  un  fil  extensible  ou  non. 

21.   On  aura  ensuite,  en  faisant,  pour  abréger, 

(;  =  F  -  F', 

,       De 


I)/ 


les  trois  équations  suivantes  entre  les  variables  E,  y;,  'Ç  et  / 


-j-i-  Dm  -h    -;— rc 
CIL-  \  aa-  ' 


-D, 


,d; 


!>/ 


i)n  db  '' 


G  a'    a' 


da  de 
D£ 


r    Dm 


!>./■ 


:  O, 


e/'-n 
dl- 


cn 

dC- 


Dm 


d^n 


(r\i 


D 


daùb-        ôb 
Dr; 


r'') 


Dm 


Dm 


(TW  ..  __   (PTl 

dit  de  '        db  de 


„  ,.,     ,1);         , ,  Dy) 

'"''"D/^'n? 


d: 


dm 

âe' 


:    Dm 


-D,[F„^.-(.c'(r,',-.+^j-+cj^^. 
Ce  sont  ces  équations  qui  servironl  à  déterminer  les  oscillations  du 
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syslcme  supposées  très  petites;  elles  sont  liu  genre  de  celles  qu'on 
nomme  à  différences  finies  et  infiniment  petites,  et  comme  elles  sont  ;i 
cociricicnis  constnnls,  elles  sont  susceptibles  de  l;i  méthode  générale 
exposée  dans  le  paragraphe  précédent. 

22.  Les  équations  de  l'aiaiclc  20,  qui  renferment  les  conditions  de 
ré(|uilihre,  donnent,  en  j)assant  des  différences  aux  sommes. 

1)./        \J  ôc 
A.  15.  (^  étant  liois  constantes  arbitraires;  d'où  l'on  tire  tout  de  suite 


i.(pr>(|ni'  la  (luanlilé  F  est  une  fonelion  (li)nii('c  de  1)/,  ce  <]iii  a  lien 
(pianil  on  suppose  (|ue  les  corps  s'allircnl  ou  se  repoussent  par  uiu' 
l'orée  <!'  ionilimi  de  leni's  distances  D.v,  la  valeur  pi'écM'denle  <le  1'  don- 
nera la  valeur  (le  n/qui  doit  avoir  lieu  dans  l'étal  d'e(|uililire. 

Mais,  lorsque  les  distances  D*  sont  supposées  données  et  invariables. 

alors  la  quantité  <I>,  qui  tient  lieu  du  multiplicateur  A  (art.  14),  est 

inconnue  cl  doit  se  déterminer  par  la  formule  précédente;  mais,  dans 

ce  cas,  on  a 

m  =  1)/ 

el,  par  e()nsé(|uenl  (art.  19), 

ce  (|ui  simplilie  les  équations  de  l'arliele  préeédenl. 

2'{.    i.'espi-it  de  la  méthode  de  l'arrirle    i   consiste  :i  supposer  <|ue 
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chaque  variable  soit  exprimée  par  une  même  fonction  de  /,  mnltipliée 
par  une  quantité  différente  pour  chaque  variable. 
Si  l'on  désigne  par  0  cette  fonction,  on  fera 


et,  après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  les  équations  de  l'article  21, 
on  verra  aisément  que,  pour  vérifier  ces  équations,  il  est  nécessaire  que 
la  variable  6  soit  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 

car  alors,  en  mettant  pour  -tt^  sa  valeur  —  ^0,  et  divisant  tous  les 
termes  par  0,  on  aura  ces  trois  équations  aux  différences  finies 

^X  Dm  =     -^—  X  +  ^ — —  Y  H-  -j — -,-  Z  I  Dm 
V  ua-  ôa  ou  ôa  oc 


„  r„DX      ^.    ,(■  J)y>^       ,,DY        ,DZ\1 


^  r„DZ       ^   ,/    ,I)V       ,,DY         ,DZV1 
24.  L'équation  en  0  s'intègre  facilement;  elle  donne 

E  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires. 

A  l'égard  des  équations  en  X,  Y,  Z,  elles  ne  sont,  en  général,  inté- 
grables  en  termes  finis,  par  les  méthodes  connues,  que  lorsqu'elles  sont 
à  coefficients  constants;  mais,  si  l'on  développe  les  différences  finies 
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iiiarquôos  par  I).  cllts  (Icvii'iiiii'iit  de  la  l'nrim'    ail.  10) 

A\,+  BV,-+-  CZ,  4-  A'X  -^  H'V  -t-  C'Z  -t-  A;\  t-  IJV  +  CZ  =  o; 

les  coofficicnls  A,  H.  C,  A',  H  .  ...  soiil  coiistanls  ou  varialilts.  mais 
iiulépciiilaiils  (If  /,  cl  la  (|uatililc  /•  ii'i'iilrc  (|iic  dans  li'>  valiMii-^  de  A  , 
B',  (7,  cl  sciilcinciit  il  la  |)i('iiii(Tc  d iiiiciision . 

Si  maiiilcnaiil  mi  dcsigiic  par  \„.  \,,  Xo.  X les  valeiir.s  consé- 

culivos  (le  \,  en  coniniençanl  par  la  preniii're.  ipii  répond  au  premier 

eorps  <hi  svslème,  et  de  même  par  Y,,,  Y,,  \\,,  Y Z„.  Z,.  Z., 

7.J,  ...  les  valeurs  consécutives  correspondantes  de  Y  cl  Z,  cl  (|n'(in 
substitue  successivement  ces  valeurs  dans  les  trois  é(|uations,  réduites 
à  la  forme  précédente,  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  premières  don- 
neront les  vali'Ui's  de  X^,  Y^,  Z.  en  iomlions  linéaire>  de  .\„.  \„.  Z„, 
X|.  Y|.  Z,;  (|nc  les  trois  suivantes  donncionl  X,,  Y,,  Z^  en  fonctions 
linéaires  de  X_,,  \  ...  Z.,  X,.  Y,,  Z,,  les(|nelles,  par  la  substitution  des 
valeurs  de  Xo,  V..  Z.,  deviendront  aussi  des  rmiitions  linéaires  de  X„, 
Y„.  Zo,  X,,  Y,,  Z,,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  ;:éiu'ral.  les  valeurs  de  X,,^,.  Y„_,.  Z„_|  seront  de  la  l'ornn- 

AXo-t- BV„+ CZ„4- A'X, -f- B'^  , -H  C'Z,, 

el  il  est  facile  de  s'assnrei',  pai'  le  calcul,  (|iie  li'>  (|iiaiilites  A,  15.  ('. 
seront  des  lonctions  l'alioiinellcs  cl  entières  di'  /■  de  la  dimension 
//  —  -2,  et  (|nc  les  (|nanlités  A  ,  H'.  (!'  siml  de  pareilles  fonctions  de  la 
dimension  //  —  i . 

Nous  avons  supposé  (ai't.  I7'i|nc  le  premier  l'I  le  dernier  corps  iln 
système  étaient  fixes;  le  premier  corps  a|i|)arlient  ii  l'indice  o,  el  si 
l'on  désijinc  par//  le  nombri-  des  eorps  m(d)iles,  le  dcrniei'  corps.  (|ni 
doit  être  fixe,  appartiendra  ;i  l'indice  //  +  i .  Il  faudra  donc  (pic  l'on  ail 


X„=o,         Y„ 


Zu  =  o,         X,,^,  =  o, 


Oi 


'■•«^  I  —  *-*t 


ce  (pii  donneia  entre  X,,  V,,  Z,  trois  éi|iialions  linéaires  de  la  forme 
V  \,  -  H'Y,  H-C'Z,  -=n,  dans  les(|nidles  les  ccllicicnls  V.  H',  (7 
seront  de-  fonctions  ralioiiiudlcs  et  ciilii'ics  de  /•  de  la  dimensi(Mi  n. 
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En  éliminant  les  quantités  X,,  Y,,  Z,,  on  aura  une  équation  en  k  du 
degré  in,  nombre  des  inconnues  X,  Y,  Z,  et  qui  aura,  par  conséquent, 
3/1  racines. 

Les  mêmes  équations  donneront  les  rapports  entre  les  trois  quantités 
Xi,  Y|,  Z,  ;  de  sorte  qu'on  pourra  prendre  à  volonté  la  valeur  d'une  de 
ces  quantités.  Comme  ces  rapports  se  trouveront  exprimés  par  des 
fonctions  rationnelles  de  k\  on  pourra  exprimer  les  valeurs  des  trois 
quantités  X,,  Y,,  Z,  par  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  k,  et, 
par  ce  mo}'en,  les  inconnues  X,  Y,  Z  seront  aussi  exprimées,  en  géné- 
ral, par  des  fonctions  connues,  rationnelles  et  entières  de  ^■. 

25.  Nous  dénoterons  par  k',  k",  k",  ...  ,  X''"'  les  différentes  racines 
de  l'équation  en  k,  dont  la  résolution  doit  être  supposée  connue;  et 

nous  dénoterons  pareillement  par  X',  X",  X'",  ...,  Y',  Y",  Y'" Z', 

Z",  Z",  ...,  les  valeurs  correspondantes  des  quantités  X,  Y,  Z,  qui 
résultent  de  la  substitution  de  ces  différentes  racines  à  la  place  de  /■. 

Donc,  puisqu'on  a  trouvé  (art.  23  et  24) 

^  =XEsin(iv'7"  +  £). 
Y)  =  YE  %\n{l\'7i  +  s.), 
Ç=ZE  sh\[t.\IT;  +  i), 

en  substituant  successivement  les  différentes  valeurs  de  k,  et  en  pre- 
nant différentes  constantes  arbitraires  E  et  z,  on  aura  autant  de  valeurs 
particulières  de  ç,  y],  "(,  dont  la  somme  donnera  les  valeurs  complètes 
de  ces  variables,  par  la  nature  des  équations  linéaires. 

Ces  valeurs  particulières  de  H,  v],  '(  sont  analogues  à  celles  qui  repré- 
sentent les  petites  oscillations  d'un  pendule  dont  la  longueur  serait  j_ 

(art.  11),  pourvu  que  /•  soit  une  quantité  réelle  et  positive;  et  le  mou- 
vement de  chaque  corps  sera  composé  d'autant  de  pareilles  oscilla- 
tions qu'il  y  aura  de  valeurs  différentes  de  k\  de  sorte  que,  si  toutes 
ces  valeurs  sont  incommensurables  entre  elles,  il  sera  impossible  que 
le  système  reprenne  jamais  sa  première  position,  à  moins  que    les 


lOU  MÉCANIQUE    \N\LVriOLE. 

valeurs  do  Ç,  y],  î^nese  réduisent  ;uix  valeurs  particulières  qui  répondent 
à  une  seule  des  racines  k.  Dans  ce  cas,  en  faisant  t  —  o  dans  les  for- 
mules précédentes,  on  aura  XK  sins,  YK  sinï.  ZK  sinî  pour  les  valeurs 

de  H,  r;,  l,  et  XKcosé,  YEcose,  ZEcose  pour  celles  de  ^>  ^'.  ^• 

Ainsi,  pour  que  ce  cas  puisse  avoir  lieu,  il  faudiiKiiic  les  déplacements 

■ ,.    Y  v       •       •  1  •  .    .  .    ,        (/i     (hi     (Il  ■       . 

|ir:iiiilils  :,  r,,  C,  ainsi  que  les  vitesses  initiales  j,  -j-y  -^)  soient  pro- 

poillonncls  à  X,  Y,  Z;  et  il  y  aura  autant  de  manières  de  satisfaire  à 
ces  conditions  iju'il  y  a  de  valeui's  dillérenles  de  X-. 

26.  Si  l'on  désigne,  par  des  traits  supérieurs,  des  constantes  arbi- 
traires différentes,  on  aura 

l  =^\'E'  s\n{t^'k'  -h  £')  ^X'E'  sm{t\/F  +  e")  -hX'E'  s\n{t\//P^  -h  e")  +  .... 
n  =  \'E'  sm{ls/k'  +  e')  -^Y'E'  sin{t\/F  -^  i')  -h^'E"  s\n{t\/F  -h  e"  !  ^  . . . , 
Ç  ^Z'E'  s\n{tsfk'  +  e')  +  Z"E"  sin{t^/¥'  +  e")  -^-Z'"E"'  sin{t\/l^  +  e")  ~  .... 

pour  les  valeurs  complètes  des  variables  S,  r,.  t  (jui  représentent  Ifs 
oscillations  de  chacun  des  corps  du  système  donné,  ([uel  (lue  soit  leur 
étal  initial. 

On  peut  représenter  ces  valeurs  d'une  manière  plus  simple,  en  eni- 
ployanl  le  signe  2]  pour  exprimer  la  somme  de  toutes  les  valeurs  cor- 
respondantes aux  différentes  valeurs  de  X-;  on  aura  ainsi 

ç=:2;|XEsin(<v/Â+£)l, 

r,r=V  |VE  sin(<^Â- -(-£)], 

Ç=V  [ZE  sin(<v/^-  +  £)l. 

et  l'iiM  ;iMi;i  les  expressions  particulières  des  variiibles  H,,  r,,,  >,,  r... 
•fjo,  su'  •  •  •  •  l>'>i'r  iliacun  des  corps  du  systi'nic  en  (  liaii;,'eaiil,  dans  les 

précédentes,  X,  Y,  Z  en  X,,  V,,  Z,,  X^^,  Yj,  Z^ et  prenant  pour  K 

et  £  différentes  constantes  arbitraires  E,,  E^,  ...,  t,,  t., <nii  dé- 
pendent de  l'état  initial  du  système. 
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27.  Pour  déterminer  ces  constantes  de  la  manière  la  plus  simple,  je 
reprends  les  équations  en  ?,  -q,  (de  l'article  21,  et  je  les  ajoute 
ensemble,  après  avoir  multiplié  la  première  par  X,  la  seconde  par  Y 
et  la  troisième  par  Z;  je  prends  ensuite  la  somme  de  toutes  ces  équa- 
tions ainsi  composées,  relativement  à  tous  les  corps  du  système,  et  je 
dénote  cette  somme  par  la  caractéristique  [^;  si  l'on  l'ait  attention  (|ue 
cette  caractéristique  est  indépendante  de  la  caractéristique  r/des  dilTé- 
rentielles  relatives  à  /,  on  aura  l'équation 


Soni  ^.      dm  ^.     dm  ^, 
ôa"- 


x  + 


s 


dm 

àadb 

^  ()m 

3  da  de 


da  db 

dm 

db' 

dm  , 

dbdc 


da  de 


Dm 


\  H-  -T — r-  z    0  Dm 
dadv 


dm. 

dc'- 


Z  KDm 


m'^^    ,   .'A>-' 


D/  D/ 

a'îl-^b'^^ 


D/    '   "  D/ 


DÇ 


^^'«d7  +  'd7-^'d7. 


Dans  cette  équation,  les  ternies  qui  contiennent  des  différences  mar- 
quées par  D  sous  le  signe  sommatoire  §  sont  susceptibles  de  réduc- 
tions analogues  à  celles  des  intégrations  par  parties,  et  dont  nous 
avons  donné  le  type  dans  l'article  16.  Pour  cela,  considérons  en  général 
un  terme  quelconque  de  la  forme  §XD,(VD^);  nous  aurons,  par  les 
réductions  de  l'article  cité,  en  faisant  attention  que  les  quantités  X  et  ^ 
sont  nulles  au  commencement  et  à  la  fin  des  intégrations  marquées 
par  D  (art.  24), 

§XD,(VD;)=-J^VD4D\=:§c:,D(VD\). 

Ui' [^?,D(VDX)  est  la  même  chose  que  §^D,(VDX),  en  prenant  à  la 
place  du  terme  H,  D(VDX)  celui  qui  le  précède. 

XI.  01 
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Donc,  (Ml  général,  nii  aura 

;s;\I),(VDi)=:^:l)  ,\  I)\), 

et  il  en  sera  do  même  des  termes  seniMalilcs.  Ainsi  l'iMinalidii  précé- 
dente ilcviondra  de  la  forme 

^^ S(\|  +  Vn  +  Zr)  Dm -f- J^ [(X);  4- ( Y)r)  +  (Z)Ç]  =  o. 

dans  laquelle  les  quantités  désignées  par  (X),  (Y),  (Z)  conficndroni 
les  mêmes  termes  qui  composent  les  seconds  memhres  des  équations 
de  l'article  23,  de  manière  (|ue  ces  équations  donneront 

(X)  =  Â-XDm,         (Y)=/.YI)ni,         (Z)  = /.Z  Dm  : 

d'où  il  siiil  (|ue  l'équation  ci-dessus  deviendra 

^  §(Xç  -h  Yn  +  Z:)  Dm  -;-  /,-§(X;  -h  \n  -+-  Zr)  Dm  =0. 
I;n|nellc  donne  (ont  de  suite,  par  l'intégration, 

§ (X;  -h  Yrn-  zr)  Dm  =  L  sin  f  /  ^'Z-  +  /.\ 
L  et  A  étant  deux  constantes  arbitraires. 

2S.  Il  est  facile  de  voir,  par  la  nature  du  calcul,  (jue.  si  l'on  substitue 
dans  cette  équation  pourX-  une  des  racines  de  l'équation  en  X-  que  nous 
avons  dénotées  par  X-', /•',  X",  ...  (ai't.  2")),  on  devra  avoir  un  l'ésullai 
Mlenli(|ne  avec  les  expressions  de  ;,  r^,  Z  de  rarli(  le  :2(),  de  sorte  (|n'cn 
substituant  ces  mêmes  expressions  dans  l'équation  précedenic.  elle 
de\ia  devi'iiir  alisolument  identi(|ne  |»our'  toutes  les  \alcuis  de/-. 

(Jn  aura  donc  ainsi  réi|u;iliou  idenlii|ue 

i      \  V  |\Ksin(/v/^-4-£)]  J 
JC     :    >   V  I  VI-:sin(«v/^  +  £    1'  Din-Lsin(<v^-f-),), 
-+-Z  V  IZK  siii(/v'A  -t-£)J 
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pour  chacune  des  valeurs  k',  k" ,  k",  ...  de  ^■;  et  comme  cette  identité 
doit  avoir  lieu  indépendamment  de  la  valeur  de  /,  il  ne  sera  pas  diffi- 
cile de  se  convaincre  que  tous  les  termes  qui  contiendront  le  même 
arc  tsjk  devront  être  identiques  dans  le  premier  et  dans  le  second 
membre  de  l'équation;  d'où  il  suit  d'abord  qu'on  aura  nécessairement 
X  =  c  pour  toutes  les  valeurs  de  X  et  de  t. 

Ensuite,  si  l'on  fait  attention  à  la  valeur  des  signes  sommatoires 
[^  et  ^,  dont  le  premier  §  représente  la  somme  des  quantités  sous  le 
signe  qui  appartiennent  à  tous  les  corps  du  système,  et  que  nous  avons 
dénotées  par  des  nombres  placés  en  forme  d'indices  au  bas  des  lettres 
(art.  24),  et  dont  le  second  V  représente  la  somme  des  quantités  sem- 
blables qui  répondent  à  toutes  les  racines  k',  k" ,  k'",  ...,  /:"",  et  que 
nous  dénotons  par  des  traits  supérieurs  (art.  25),  on  trouvera,  par  la 
comparaison  des  termes  affectés  des  mêmes  sinus,  l'équation 

E§(X^+Y-+Z^)Dm  =  L. 

Donc  on  aura,  en  général, 

T2   ■   ( ,  rf  .     \           h5\n{i\Jk  ^y) 
E  sin  (  /  V' A-  +  £  j  = ^— î — 

et,  par  conséquent,  par  l'article  27, 

§(X?  +  Yn  +  ZÇ)Dr 


m 


Esin(<V^^'  +  2) 


§(X^-i-Y2  +  Z-)Um 
équation  (|ui  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  /•. 

29.  Soient  maintenant,  lorsque  t  =  o, 

1  =  01.,       Y)  =  p,       ?  =  y. 
et. 

S7^"'        Tt~^'        dt"'^'" 
ces  six  quantités  seront  données  par  l'état  initial  du  système  :  si  donc 


•,0V  MÉCANIOl'E   AWr.VTKH  E. 

(111  les  iiiliitdiiil  dans  l'équalioii  précédente  cl  dans  sa  dilTérenlielle 

rehitivc  à  /,  on  y  faisant  /  =  o,  on  aura  les  videurs  suivantes  des  ron- 

slanles  arbitraires  : 

3(Xa  +  Y;3  +  Zy)l)in 


E  sillî  =: 


§(X»-hY»+Z')I)m 


ECOSÏ  r=  -— 


m 


)ni 


V'V.-     ^(\^  +  Yî+Z=)Dr 
Donc  outiu,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  E, 


Tj,  'i  de  l'article  2G,  ou  auia 


ç=-t-y 


-2 


*^iXa  +  Y(3  +  Zy)Dm 
X  ~ ces /y'/' 


§(X=  +  Y-*-i-ZMI)iii 

,^   §(Xa  +  Yi3  4-Z-/)Dm 
\^    §(X-+Y=-t-Z^)Dni 


sin  l  \  I:  j, 


■fi  —  + 


y(    Y  ^ii cos<v7- 

^\  §(X'--+-Y'-+Z=)T)ni  ^ 

v/y   S(^«  +  Yp  +  Zy)l)m 
^\V/^    S(X»  +  Y-  +  Z»)I)Mi 


/       Q(X«4-Y|3  +  Zy)l)m 
Ç  =  +  y     Z  4- ces/ v/.- 

V         s  (X--f-Y»+ 7.^)0.11  ^ 

V-//    S(^«  +  Y(3  +  Zy)Dm 
Vv-^    §(X^H-Y»+Z')I)m 


(!es  rorniulcs,  remar(|uai)lt!S  par  leur  i^énéi'alilé  autant  (|ue  par  leur 
simplicité,  reuferuienf  la  solution  de  plusieurs  prolilèiues  dont  l'ana- 
lyse serait  lorl  dit'Iieile  \y,\v  d'autres  méthodes.  Nous  allons  en  faire 

l'appiieiitidri  il  deux  prolplèini's  di'jii  r-esi)lii^  dans  diirereiil>  Oinraj^es, 
ui;ii>  iriiiir  iiianii'i'e  |dus  nu  inoiiis  ciuiipll'le. 
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!^  III.  —  OÙ  l'on  applique  les  formules  précédentes  aux  vibrations  d'une 
corde  tendue  et  chargée  de  plusieurs  corps,  et  aux  oscillations  d'un  fil 
inextensible,  chargé  d'un  nombre  quelconque  de  poids  et  suspendu  par 
ses  deux  bouts  ou  par  un  seulement. 

30.  Les  expressions  des  variables  ^,  y],  '(  que  nous  venons  de  trouver 
se  simplifient  beaucoup  lorsque,  dans  les  équations  dilTércutielles  de 
l'article  21,  les  variables  dont  il  s'agit  se  trouvent  séparées.  Alors  les 
variables  X,  Y,  Z  se  trouvent  aussi  séparées  dans  les  équations  aux 
dilTérences  finies  de  l'article  23;  et  cbacune  de  ces  équations  donne, 
par  le  procédé  de  l'article  24,  une  équation  particulière  en  k  du 
degré  m.  Si  l'on  dénote  par  /-,  X-,,  k.,  les  valeurs  des  k  qui  répondent 
aux  quantités  X,  Y,  Z  données  par  ces  trois  équations,  et  que  l'on  con- 
serve les  dénominations  de  l'article  précédent,  les  expressions  de  H,  v], 
'C  se  réduiront,  dans  le  cas  précédent,  à  celles-ci  : 


^\       §\n)in  /      ^\  V/'    Sx- Dm 


§Y^Dm  /      '^yv^/M    SYU)m 


^^       S^''^"^  /  \V^-^  §Z^Dm  ^ 


31.  Ce  cas  a  lieu  premièrement  lorsque  les  corps  sont  supposés 
placés'  en  ligne  droite  dans  l'état  d'équilibre;  car,  si  l'on  prend  cette 
ligne  pour  l'axe  des  x,  les  ordonnées  i  et  c  deviennent  nulles  ainsi 
que  leurs  difl'érences  ïib,  De;  et  les  équations  de  condition  de  l'ar- 
ticle 20  exigent  que  l'on  ait 


VUG  .M  EC  A  MOI  I-:   A  \  \  l.\  I  1  g  L  H. 

i''est-ii-(liri'  (jiic  les  forces  |)('r|ii'ii(lifiil;iir('s  ii  l'iixc  suiciil  imllo.  Du 
aura  donc  aussi 

t'I  les  équalioiis  de  l'iirlicle  21  ilc\  iciidninl,  ii  cause  de  «'=  i,  Ij=  h, 
r'=  o  et  de  G  =  F  —  F  , 


dt 


d-t\ 
'dï^ 


|Dm^-^cDn.-l),^F|;;.)=:o, 

D.n-.»,(F;;^.)=o. 


|)ar  c()us('(|ui'n(,  les  éf|uations  de  l'artiilc  23  se  réduiront  à  ('(dlcs-ci  : 

/,VI)m  +  l),(^FÎ*l)  =o, 

/.ZI)m  +  l),(FJ|^')    =0, 

dans  lesquelles  ou  voit  (jue  les  vaiiaMes  sont  se|)arcfs,  de    manière 
(ju'ou  |iiMil  les  dclcruiinei' chacune  en  |)arliculifi-. 

La  conslanlc  indéterminée  /  pouria  donc  être  diUereule  dans  ces 
trois  équations,  et  chacune  d'elles  donnera  une  équation  du  //""""  degré 
|)iMir  la  déterniinalii)u  de  celle  constaule.  On  aura  ainsi  les  iDiiinilcs 
lie  l'ailiclc  |)rcccdcnl. 

■Vl.  l'uis(|u'(in  a,  dans  le  cas  donl  il  s'a^il.  l)/y  =  (),  De  =  o,  on 
aura  \)f^  \)(i  (arl.  19),  et  les  équations  de  l'écjuilibre  (art.  22)  donne- 
ront 

^=s;;" ^- 

.M;iis.  piiur  avoir  la  Miicnr  ilc  la  i|iianlilc  F'    arl.  l'.l  .  il  lamlra  cou- 
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naître  la  valeur  de  F  en  fonction  de  D/  ou  Da;  et  l'on  déduira,  par  la 
différentiation,  la  valeur  de  F'  en  fonction  de  F. 

Si,  par  exemple,  on  suppose  $  =  K(D^)"',  on  aura  F  =  K(\)f  )'"  et, 

de  là, 

V'^jnK{T)fy"—mF. 

Dans  le  cas  où  l'on  ferait  abstraction  de  toute  force  étrangère,  on 

aurait  y- =  o,  ce  qui  donne  F  =  A  et,  par  conséquent,  F  constante 

pour  tous  les  corps.  Mais  la  valeur  de  F'  pourra  varier  d'un  corps  à 
l'autre,  à  moins  que  l'intervalle  Da  entre  les  corps  consécutifs  ne  soit 
aussi  le  même  pour  tous  les  corps.  Dans  ce  dernier  cas,  les  quantités  F 
et  F'  seront  deux  constantes  qu'on  pourra  déterminer  a  posteriori,  sans 
connaître  la  loi  de  la  fonction  $. 

Ce  cas  est  celui  d'un  fil  ou  corde  tendue,  dont  les  deux  extrémités 
sont  fixes,  et  qui  est  chargée  d'un  nombre  quelconque  de  corps  placés 
à  distances  égales  entre  eux;  la  quantité  F  exprime  alors  la  tension  de 
la  corde  ou  le  poids  qui  peut  la  produire;  mais,  pour  la  quantité  F', 
on  ne  peut  la  déduire  de  F  sans  connaître  la  loi  de  l'élasticité  de  la 
corde. 

Ce  problème,  qui  est  connu  sous  le  nom  de  problème  des  cordes  iv- 
brantes,  mérite  un  examen  particulier,  tant  parce  qu'il  est  susceptible 
d'une  solution  générale,  que  parce  qu'il  est  intimement  lié  avec  le 
fameux  problème  des  vibrations  des  cordes  sonores. 

.33.  Nous  supposerons  que  tous  les  corps  Dm  dont  le  fil  est  chargé 
soient  égaux  entre  eux  et  sans  pesanteur,  et  que  les  intervalles  D/ou 
Drt  qui  les  séparent  dans  l'état  d'équilibre  soient  aussi  tous  égaux. 

Comme  n  est  le  nombre  des  corps  mobiles,  si  l'on  désigne  par  M  la 
masse  entière  ou  la  somme  de  toutes  les  masses  Dm,  en  y  comprenant 
la  dernière,  qui  est  supposée  fixe,  et  par  /  la  longueur  de  la  corde  dans 
l'état  d'équilibre,  il  est  clair  qu'on  aura 

M  / 

Dm  = et  D/—  D«  = 


«  -h  I  «  -h  I 


'.os  MECANIQUE  ANM.VIIOUE- 

cl  les  liiiis  r(|iiatioi)S  ni  X,  Y.  Z  de  l'jiiliclc  ;{ I  iIcn  icinlrniil 

/M/- 


(/j-+-i)«F 
/MA 


^X  +  iJ-,X-o, 


(«  +  l)=î 


-  Y+DSV=o, 


lfs(juclles  étant  scniltlal)les  onlrc  elles,  il  siif'tira  de  léstiuilre  la  jue- 
mièrc,  el  il  n'v  aura  plus  qu'à  changer  F'  en  F  pour  avoir  aussi  la  réso- 
lution des  deux  autres. 

'Vi.  Soi!  /•  l'exposant  ou  lindice  du  rang  qu'un  lejine  (|UclcoiH|ue  \ 
lieiil  dans  la  série  des  X;  nous  désignerons  en  général  ce  terme  par  X,., 
et  le  terme  précédent  ,X  sera  X^^,;  ainsi  la  première  équation  >era 

^^^— ^,X,+D-\,._.  =  o. 

Supposons,  pour  résoudri'  ei'lte  e(|ualion, 

X,.=:  II  sin(/-9  -+-  c). 

Il  et  r  étant  deux  constantes  arbitraires;  on  aura,  par  les  Iniinulo  con- 
nues de  la  Miulliplicaliou  des  angles, 

D«X,._,  =  X,.+i  — aX,.  4-  X,._,  =  —  '|II  sin(/-9  +  e)  sin*  ^. 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  rc(|MarKin  précédente,  elle  dcx  icn- 
ilra,  apri's  la  division  par  X,., 


Ia(|uell('  dniiiie 


/MA  ,    .   _9 

—.-,  —  4  sui*  -  =  o, 

(n-ht)-l'  2 


v/A  =  2(«  +  i)y/^j^jSin2- 


()|-  on  a    ail.  2'i)  les  den\  rundilioiis  à  leiiiplir 
Xo  =  o         et         X„+,=-o; 
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la  première  donne  e  =  o;  la  seconde  donne  sin{n  +  i)cp  =  o;  d'où  l'on 
tire  {n  -+-  i)(p  =  pr.,  ~  étant  l'angle  de  i8o°  et  p  un  nombre  qnelcon(|ue 
entier.  Donc  on  aura  o  =  —- — ;  par  conséquent,  en  faisant,  ce  qui  est 
permis,  H  =  i,  on  aura,  en  général, 

X,.  =  sm  — '^ — 

Et  l'on  aura  la  même  expression  pour  Y^  et  pour  Z,.,  qu'on  substituera 
à  la  place  de  X,  Y,  Z,  dans  les  expressions  de  H,  y],  'Ç  de  l'article  30. 

La  même  valeur  de  cp,  étant  substituée  dans  l'expression  de  \A- 
trouvée  ci-dessus,  donne 


v//.  =  3(«-t-.)^^s,n^^ 


.)' 


((il  l'on  peut  mettre  pour  p  tous  les  nombres  entiers  depuis  o  jusqu'à  // 
inclusivement;  car  p  =  «  +  i  donne  X,  Y,  Z  nuls,  et,  au-dessus  de 
//  +  I,  les  sinus  de  ——^ :  reviennent  les  mêmes. 

2  (  «  -t-  1  ) 

Ainsi  l'on  aura  autant  de  valeurs  dififérentes  de  k  qu'il  y  a  de  corps 
mobiles;  ce  seront  les  racines  de  l'équation  en  A-. 

En  changeant  F'  en  F,  on  aura  les  valeurs  des  racines  k,  et  X.,  des 
deux  autres  équations  en  k. 

On  fera  donc  ces  substitutions  dans  les  formules  générales  de  l'ar- 
ticle 30,  et  l'on  observera  que  la  caractéristique  sommatoire  §doit  se 
rapporter  uniquement  aux  exposants  ou  indices  de  rang  r,  depuis  /  =  i 
jusqu'à  r=n,  et  que  la  caractéristique  sommatoire  "^  doit  se  rap- 
porter aux  indices  p  des  différentes  racines  depuis  p  =  i  jusqu'à  p  =  /i. 

A  l'égard  de  la  valeur  de  §X^Dm  =  Dm§X-,  on  aura,  à  cause  de 
9  =  — — >  la  sommation  suivante  : 

>X-=  sin^ip  -+-  sin-29  +  sin^3(p  -4-. . .-(-  siii-«o 

^  -  « (C0S2O  -+-  cos4o  +  CCS 60  -f-. . .  -t-  ces 2//) 

22  ' 

I  I  r ces 2 « 9  —  cos -2  (n  -h  1)0        I  "1  /i  +  I 

2  2  |_  2(1  —  008  2»)  2J  2 

XI.  52 


'»10  MÉ  C  A  M  (M  i:    \  \  V  I.V  1"  I  Q  T  i: 

On  ;iiir;i  de  iiumuo 


Il  -w 

2 


:i.).  Coiiiino  les  valeurs  de  A  sont  incommensurables  entre  elles,  la 
corde  ne  pourra  jamais  reprendre  sa  premii're  pusilii)ii.  ii  nioins  que 
les  expressions  de  H,  r,.  'Ç  ne  se  réduisent  ii  un  seul  Icrnie  arl.  "20  i. 
Dans  ce  cas,  iii  nultaiit  dans  les  formules  <le  l'arlide  cilc,  pour  \,  Y. 
Z  el  /•,  les  valeurs  (lu'oii  vient  de  trouver,  et  faisant,  pour  abréger. 


''-  \/m' 


h  = 


i>u  aura  ces  expressions,  dans  les(|uelies  j  ai  conserve  1  anjile  o  ii  la 
place  de  sa  valeur     '"'    , 


^  =  E  siii/'9  siii  (  /l'C  sin  -  -f- 
Y)  =;  E  sin  r-j  siii  (  /U  siii  -  -h  j  j, 
Ç  =  E  sin/'9  sin  (  /i/  sin  -  -f-  î  |  ; 


mais  il  faudra  que  les  valeurs  initiales  a,  |!i,  y.  ''•.  %  Y.  ((ui  répondent  ii 
/  =  o,  soient  proportionnelles  ii  sinr'p.  (Vest  la  solution  connue,  dans 
la(|n('lle  on  suppose  que  les  corps  ne  l'on!  que  des  oscillations  simples 
el  is()clir(un's. 


.'5().   Pour  avoir  des  expériences  générales  ajtplirahlcs  a  un  élal 


mi- 


lial  (|uelcon(|ue,  il  liuit  employer  les  formules  de  l'article  .{0,  en  y  sub- 
stituanl  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  (art.  34).  Nous  appli(|nerons, 
pour  plus  de  clarté,  aux  variables  ^,  y],  'Ç  l'exposant  ou  indice  /•  placé 
au  bas  de  ces  lettres,  pour  marquer  le  rang  du  corps  ancpud  (dlcs  se 
rap|iiirleul,  cl  ii  ré;;;ird  des  (|uanlilés  a.  [i,  y,  a.  [i.  y  cl  X,  V,  /..  (|ui 
sont  sous  le  signe  sonimaloiie  |^,  nous  emploierons  l'exposanl  s  au  lini 
de/-,  parce  (|ne  ci'i  cxposaul  ol  uni(|uemeiit  rclalil'au  signe  Jji^,  Iciiiici 
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indique  qu'il  faut  prendre  la  somme  de  tous  les  termes  qui  réitoiulenl 
aux  valeurs  de  s,  depuis  o  jusqu'à  n. 
On  aura  ainsi  cette  formule  générale 


Qs!,.  sin.îo  cos    2(«  -t-  i)/(7siii  - 


^  _ -^  asinry  j 

'■=1 —  Zu    .,    ,   .    \ 


sin    2(« 


\)h'tûn- 


2(«  +  i)/('sin  - 


et  [lour  avoir  les  expressions  de  i]r  et  'C  il  n'y  aura  qu'à  changer  h'  en 
/(  et  a,  a  en  '^,  ^  et  en  y,  y. 

Les  variables  H^  représentent  les  excursions  longitudinales  des  corps 
dans  la  ligne  droite  ou  axe  qui  passe  par  les  deux  extrémités  fixes  de 
la  corde,  et  les  variables  rj^,  "Ç^  représentent  leurs  excursions  transver- 
sales ou  latérales  dans  la  direction  perpendiculaire  à  l'axe,  les  seules 
qu'on  ait  considérées  jusqu'ici  dans  la  solution  du  problème  des  cordes 
vibrantes. 

A  l'égard  du  signe  ^,  on  se  souviendra  qu'il  exprime  la  somme  de 
toutes  les  quantités,  sous  ce  signe,  qui  répondent  à  p  =  r,  2,  3,  ...,  n; 
d'où  l'on  voit  que  les  excursions  de  chaque  corps,  tant  longitudinales 
que  transversales,  seront  composées  en  général  d'autant  d'excursions 
particulières,  analogues  à  celles  de  différents  pendules  dont  les  lon- 
gueurs seraient 

ff  „„  g 


4(«  +  i)-A'-  .sin-2 


4(rt  +  i)-/j-sin-2 
2 


(|u'il  y  a  de  corps  mobiles,  g  étant  la  force  de  la  gravité. 

Pour  que  les  valeurs  de  h  et  h'  soient  réelles,  il  faut  que  les  quan- 
tités F  et  F' soient  positives  (art.  35);  donc,  suivant  l'hypothèse  de 
l'article  32,  il  faudra  que  l'exposant  m  soit  positif.  Si  les  corps  se 
repoussaient,  F  serait  une  quantité  négative,  et  il  faudrait  alors  que 
l'exposant  m  fût  aussi  négatif,  et  que,  de  plus,  on  eût  [î  =  o,  [ii  =  o, 
y  =  G,  y  =  o,  pour  rendre  nulles  les  excursions  transversales  y]  et  "(• 


'•I>  MKCWKHT.    WM.VTIOrR. 

.■{7.  Il  V  n  nno  i'eiiiar(juc  iinportanlc  à  l'aire  sur  l'expression  générale 
lie  H^  (|iif  iimis  venons  de  Ironver.  Onni(|ne  nons  avons  supposé  (|ne  le 
nombre  ii  des  cor[)s  mobiles  est  donné,  el  (jue  la  corde,  dont  la  lon- 
i,'ueur  est  aussi  donnée,  est  fixe  par  ses  deux  bouts,  le  calcul  n'est 
pas  arrêté  par  ces  suppositions,  et  Texpressioii  dont  il  s'aiiil  donne 
la  valeur  de  H^  pour  lou(  lorps  placé  sur  la  même  ligne  droite  dont  le 
lang  serait  exprimé  par  un  nombre  quelconque  r  entier,  positif  ou 
négatif. 

En  ellél,  puisque  ce  nombre  r  n'entre  que  dans  sinro,  il  e>t  visible 
(lu'oii  peut  lui  donner  telle  valeur  que  l'on  vent,  et  l'on  voit  en  même 

temps  que,  comme  -^  =  -'-^,  ce  sinus  ne  cliangera  pas  de  valeur  si 

Ton  y  met  2  A(« -f- i) -i- /•  à  la  place  de  r,  et  deviendra  simplement 
négatif  si  l'on  y  cbange  /•  en  2  A{«  -f-  i)  —  /•,  A  étant  un  niuubre  quel- 
conque entier,  positif  ou  négatif.  D'où  il  s'ensuit  qu'en  imaginant,  sui- 
vant l'esprit  du  calcul,  que  la  corde  s'étende  indéfiniment  de  part  et 
d'autre,  et  (ju'elle  soit  cbargée,  dans  toute  sa  longueur,  de  coips  égaux 
et  placés  à  distances  égales  entre  eux,  les  mouvements  de  ces  corps 
seront  tels,  qu'on  aura  toujours 

îs).(n-t-i)±) —  —  ^l'- 
Or il  est  facile  de  Voir  (|ue  la  formule  2  X(« -+- i)  ±  r  peut  repiésenter 
lou>  les  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  en  supposant  /•  compris 
entre  o  el  n  ^  i\  car,  ayant  un  nombre  entier  (|uelconque.  si  on  le 
divise  par  2(« -i- n  jusciu'ii  ce  (|ue  le  reste,  |iosilir  (Ui  négatif,  soit 
moindre  (|ue  /(  -!-  i ,  ce  (|ui  est  toujours  possible,  el  iiii'ou  prenne  A 
pour  le  quotient  el  ±r  pour  le  reste,  ce  nombre  sera  leprésenlé  par 
2  A(« -I- 1)  rh /-.  Ainsi  la  valeur  de  H  relative  à  un  corps  quelcon(|ue 
placé  sur  la  même  ligne,  à  telle  distance  <|u'on  vctudra  de  l'origine  de 
l'axe  /.  se  réduira  toujours  à  la  valeur  de  \  pour  un  de?-  < orps  placés 
sur  ce!  axe. 

Comme  la  r(dalioM  (|iie  nou>  venons  de  lron\cr  entre  les  dilleiciites 
valeur^   de   ^   est   générale,   i|ii(d   (jiii'  soil    le    nomlire  /■.  m   l'on   \    nicl 


SECONDE  PARTIE.—  SECTION  IV.  413 

X(«  +  i)  -+-  /'à  la  place  de  r,  et  qu'on  prenne  les  signes  inférieurs,  elle 
devient 

D'où  il  est  facile  de  conclure  que,  si  l'on  imagine  toute  la  longueur 
indéfinie  de  la  corde  divisée  en  parties  égales  à  l'axe  /  de  la  corde 
donnée,  les  valeurs  de  ?,  dans  chacune  de  ces  parties,  seront  les 
mêmes  à  égale  distance  des  points  de  division,  mais  de  signes  diffé- 
rents dans  les  parties  contiguës.  Si  donc  on  représente  les  valeurs 
de  ^,  pour  tous  les  corps  placés  sur  l'axe  /,  par  les  ordonnées  des 
angles  d'un  polygone  décrit  sur  cet  axe,  il  n'y  aura  qu'à  transporter  ce 
polygone  alternativement  et  symétriquement  au-dessous  et  au-dessus 
de  l'axe  prolongé  des  deux  côtés  à  l'infini ,  de  manière  que  les  côtés 
qui  aboutissent  aux  points  de  division  soient  les  mêmes,  mais  placés 
en  sens  contraire  et  dans  la  même  direction;  on  aura  ainsi  à  chaque 
instant  les  valeurs  de  ^  pour  tous  les  corps  qu'on  supposera  distribués 
sur  la  même  ligne  droite  prolongée  à  l'infini  par  les  coordonnées  des 
angles  de  ce  polygone  composé  d'une  infinité  de  branches.  Ces  valeurs 
seront  nulles  dans  chaque  point  de  division,  de  sorte  que  les  corps 
placés  dans  ces  points  seront  d'eux-mêmes  immobiles;  et  c'est  ainsi 
que  le  calcul  satisfait  à  la  condition  que  les  deux  bouts  de  la  corde 
donnée  soient  fixes. 

Ce  que  nous  venons  de  démontrer  par  rapport  aux  variables  ^  a  lieu 

In- 
également pour  les  différentielles  -^-j  car,  en  différentiant  l'expression 

de  ^,.  par  rapport  à  /,  on  a  une  expression  de  -^  à  laquelle  on  peut 
appliquer  les  mêmes  raisonnements. 

dt 


Donc  les  valeurs  de  a  et  de  a,  qui  représentent  celles  de  H  et  de  ^ 


au  premier  instant,  et  qui  sont  arbitraires  pour  tous  les  corps  placés 
sur  l'axe  /,  seront  représentées  par  une  pareille  construction  dans 
l'étendue  de  la  corde  de  longueur  indéfinie. 

Comme  les  expressions  des  deux  autres  variables  v]  et  'i  ne  diffèrent 
de  celle  de  H  que  par  les  valeurs  initiales  [3,  ^  et  y,  y,  qui  sont  à  la 


i  1 V  M  É C  A  M  (J  l  i:   A  .\  M.^  1  I  n  L  E. 

place  du  a,  a,  les  iiiriiios  résullats  aiinml  lini  ;itissi  poi'  r.ippnr(  à  ros 
aiitros  varialilcs. 

38.  On  conclura  donc,  en  général,  que,  si  une  corde  tendue  d'iiiu' 
longueur  quelconque,  est  chargée  de  corps  égaux  et  placés  à  distances 
égales  entre  eux,  et  qu'ayant  divisé  cette  corde  en  plusieurs  parties 
égales,  comprises  chacune  entre  deux  corps,  tous  les  corps,  à  l'excep- 
tion de  ceux  qui  sont  dans  les  points  de  division,  soient  ébranlés  à  la 
l'ois,  de  manière  que  rébranlcment  soit  le  même,  mais  dans  un  sens 
opposé,  pour  ceux  qui  sont  à  distances  égales  de  paît  cl  (l'aiitri'  de 
chaque  point  de  division,  les  corps  placés  dans  ces  points  de  division 
(IfiMfureronl  immobiles  d'eux-mêmes,  et  chaque  partie  de  la  corde 
aura  le  même  mouvement  que  si  elle  était  isolée,  et  que  ses  deux 
extrémités  fussent  absolument  fixes. 

Il  résulte  de  là  qu'une  corde  tendue,  de  la  longueur  /,  fixe  par  ses 
deux  extrémités  et  chargée  d'un  nombre  n  de  corps,  étant  divisée  en 
V  parties  égales,  v  étant  un  diviseur  de  n  -m,  si  l'état  initial  est  tel 
que  les  corps  placés  dans  les  points  de  division  n'aient  rc^u  aucun 
êbiaiilcnicMt,  et  (juc  ceux  qui  sont  en  dcçii  et  en  dclii  (riiii  puinl  de 
division  ;i  distances  égales  aient  reçu  des  ébranlements  égaux,  mais 
en  sens  contraire,  la  corde  oscillera  connue  si  les  points  de  division 
étaient  fixes  cl  (jue  la  corde  n'eut  que  la  longueur  -• 

39.  La  séparation  des  variables  dans  les  équations  en  H,  r,.  "Ç  peut 
encore  avoir  lieu  sans  supposer  ([ue  les  corps  soient  disposés  en  ligne 
droite  dans  l'état  d'équilibre,  mais  en  supposant  <|ue  leurs  distances 
mutuelles  ne  varient  pas  dans  le  mouvement.  Nous  avons  remarqué 
dans  l'arliile  I  i  (|ne  ce  cas  dépend  des  mêmes  formules  générales,  en 
y  regardant  la  (juantilé  il>,  et,  par  eniise(|iienl  aussi,  la  (piantile  F, 
(•(iMiMie  indéterminées;  et  nous  avons  \ii,  dans  railiile  '12.  ijuc  l'un  a 
alors  re(|iiati()n  de  eiindition 

Dr/  ...       \)b  ^^  ])c  „„ 
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laquelle  fait  disparaître,  dans  les  équations  générales  de  l'article  21, 
tous  les  termes  multipliés  par  G. 

En  n'ayant  égard  qu'à  la  pesanteur  des  corps,  et  prenant  l'axe  des 

abscisses  a-  etrt,  vertical  et  dirigé  de  bas  en  baut,  on  aura  -^  égale  à 

la  force  accélératrice  de  la  gravité,  que  nous  désignerons  par  g,  et,  de 

plus,  -rr  =  o,  -r-  =  o;  et  les  équations  de  l'article  cité  deviendront 
^  00  de  ' 


t^- 

-•(^i 

^»- 

M^w. 

^J- 

-<^w 

=  o, 


=  0, 


où  les  variables  sont  séparées. 
La  valeur  de  F  sera  (art.  22) 


F  =  s/ig'^  Dm  +  A)'-  +  B^  -f-  C^ 
Les  équations  en  X,  Y,  Z  deviendront  donc  (art.  23) 

A-XDm  +  D,(^FÎ^)=o, 
/.■YDm  +  D/F^Wo, 
/.Z  Dm+D,(F|^)=o, 

qui  sont,  comme  l'on  voit,  tout  à  fait  semblables  entre  elles;  de  sorte 
qu'on  pourra  supposer  X  =  Y  =  Z,  parce  que  les  constantes  arbitraires 
par  lesquelles  ces  quantités  peuvent  différer,  devant  être  déterminées 
par  les  mêmes  conditions,  deviendront  aussi  les  mêmes.  Ainsi  les 
valeurs  \,  r\,  X,,  données  par  les  formules  générales  de  l'article  30,  ne 
seront  différentes  que  par  les  valeurs  initiales  a,  p,  y,  a,  p,  y,  qui 
peuvent  être  quelconques. 

Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  l'expression  générale 
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(Ii>  X;  mais  c'est  à  quoi  l'on  ne  saurait  parvenir  |)ar  les  mrtliodos 
connues. 

Ce  cas  est  celui  d'un  fil  inextensible  chargé  de  plusieurs  poids  et 
(ixement  arrêté  dans  ses  deux  extrémités. 

10.  Lors(|iie  le  lil  n'est  arrêté  (jue  par  une  de  ses  extrémités,  (|ue 
nous  prendrons  pour  l'extrémité  supérieure,  le  corps  le  plus  lias  devani 
être  libre,  il  faudra,  par  l'article  17,  ipie  la  valeni-  de  «1»  ou  de  F  soit 
nulle  à  l'extrémité  inférieure.  Or,  en  prenant  celle  extrémité  pour 
l'origine  des  abscisses,  que  nous  supposons  dirigées  de  bas  en  haut, 
et  y  faisant  commencer  la  somme  ^Dm,  la  valeur  de  F  y  sera  nulle, 
pourvu  qu'on  ait  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o.  On  aura  ainsi  F  =  ^§Dm. 

(^omme  on  a,  dans  ce  cas, 

on  OU  àU 

dâ=^'         ^=°'         ^c="' 

les  équations  de  l'article  22  donneront  Da  -  !)/,  1)/^  =  o,  0^  =  0, 
c'est-à-dire  que  les  ordonnées  b,  c  seront  conslanles;  de  sorte  (iirmi 
aura,  pour  l'étal  d'équilibre,  une  ligne  droite  parallèle  à  l'axe  veiliral 
des  abscisses  a.  Ainsi  l'on  peut  faire  // =  o,  c  =  o,  en  |ucnant  pour 
l'axe  des  a  la  verticale  qui  passe  par  le  point  de  suspension  dn  lil. 

Ce  cas,  (]ni  est  celui  des  oscillations  Iri-s  petites  d'un  fil  suspendu  à 
un  |)oint  tixe  et  chargé  d'un  nombre  quelcon(|ue  de  poids,  est  aussi 
susceptible  d'une  solution  générale  lorsque  les  poids  sont  tous  égaux 
entre  cux'et  placés  à  distances  égales  les  uns  des  anires. 

1 1.  Dans  ce  dernier  cas,  en  nommant  n  le  nombre  des  corps,  M  la 
somme  de  leurs  masses  Dm  el  /la  longueur  dn  fil.  on  a 

el  si  l'on  iKUiiine,  de  plus,  /  le  nniulii'e  des  corps,  à  commencer  du 
jikis  bas  jusqu'il  celui  ;iii(iiiel  repondeiil  les  variables  E,  yj,  Z,  on  aura 

(/•  — i)M. 


V;i)m=:(/-i)l) 


m 
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et,  de  là,  on  aura 


L'équation  en  Xde  l'article  39,  étant  multipliée  par  —ri»  deviendra, 
en  mettant  X^  au  lieu  de  X,  et  observant  que  ,X  devient  X,._|  cl  (|iic 
X,  devient  X^-^, 

—  X,-+- !)[(/■-. )I)X,.,]=o, 

savoir,  en  exécutant  les  dilFérentiations  indiquées  par  la  caractéris- 
tique D,  suivant  la  formule  de  l'article  16, 

—  X,.+  (X,+,-X, 1  H- (/■-!)  (X,._,-2X,+  \,_^,)  =  o- 

Cette  équation,  à  cause  dn  coefficient  variable  /■,  ne  pent  pas  être 
traitée  comme  celles  qui  donnent  les  suites  récurrentes  ordinaires; 
mais  on  peut  en  déduire  successivement  les  valeurs  de  X^,,  X, 

Pour  cela,  il  n'v  a  qu'à  la  mettre  sous  cette  forme,  où  //  =  — . 
_  2  /■  -  A  -  1  '-'x 

^^■r-i-l  —  -  -^/- ~ —  ^^r  -!• 

De  là,  en  faisant  successivement  /•  =  i ,  2,  '^,  . . . ,  on  aura 

X,=  (.-/OX,. 

..        3-//--        iv        /  ,       /''\v 


x,= 


5  — A-,        2,.        /        ., ,        3 A-         /''  \ .. 


3 


X.=  (^.-4A+  — -^^  +  -3-^jX„ 
et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

L  4  4-9  J 


I  I  )  Le  terme  général  est  (—  i)p ^    ",'  '  ~ -//fX,.  (J.  Bertrand.) 

XI.  53 
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L'extrémité  supéi'ieure  ilii  til  ili'v;iiil  lin'  lixc,  on  pciil  supposeï' 
qu'elle  réponde  ;iu  corps  dont  le  rang  sérail  «  -f-  i  ;  ainsi  il  faudra  que 
l'on  ait  X,,,.,  =  o,  ce  (]iii  donne  réijtiation  suivante,  en  reinetlant  |»onr 

Il  sa  valeur  — , 

A'" 
•       //.        (n  —  \)l^k-        {n  —  i)(n  —  i)Pk^ 

laquelle  sera,  par  rajjpoil  ii  /■,  du  degré  n,  et  donnera,  par  conséquent, 
les  //  valeurs  de  k,  que  nous  désignerons  en  général  par  /:-?'. 

42.  Il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer,  dans  les  l'oruiules  de  l'ar- 
ticle 30,  l'expression  précédente  de  X^  à  la  place  de  X,  de  Y  et  de  Z. 
et  celle  de  X'»^  à  la  place  de  k,  et  ensuite  exécuter  les  sommations  indi- 
quées par  les  signes  S  et  ^.  ^lais  il  faut  observer  que  dans  le  cas 
préseni,  où  Ton  suppose  \)b  ^  o,  De  =  o  (art.  10),  l'équalion  de  con- 
dition de  l'arlicle  ^59  donne  D:  =  o  et,  par  conséquent,  H  égale  ;>  une 
constante  pour  tous  les  corps,  mais  (|ui  peut  êtie  une  fonction  de  /; 
donc  on  aura,  pour  le  commencement  du  mouvement,  a  et  a  égales  à 
des  constantes:  or,  le  premier  corps  étant  supposé  fixe,  les  valeurs 
initiales  y.  et  x  sont  nulles  pour  ce  corps;  donc,  elles  seront  aussi 
nulles  pour  tous  les  autres.  Par  conséquent,  l'expression  générale  de- 
là variable  ;  deviendra  nulle.  (!ela  a  lieu  en  négligeant,  comme  nous 
l'avons  l'ail,  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  des  variables  E. 
r,,  'C,  supposées  très  petites.  En  elïét,  l'équalion  D^  =  D/ de  l'ar- 
ticle 19,  à  cause  de 

i).s-^=:D.t=4-Dj=-+-D-' 

et  de 

\)b  ^=  o.         De  ^  o, 

<lonne 

Da^rrr  (D«  -h  D?)-+  Uyi»-4-  DÇ-, 

d'où  l'on  lire 


m-- 


aDrt 


de  sorte  que  les  variables  ^  seront  du  second  ordre  par  rapport  ii  r, 

ctr. 
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Désignons  maintenant  par  <I>,.  cotte  fonction  de  /•. 


('■- 

^  (IJ 

-!)(/■-  2)   //AiP'V 
4                      \    .^"    ) 

('■- 

-!)(,■- 

■2)(/- 

-3)///.-(p'y  , 

4-9  \8'tJ 

et  mettons  dans  l'expression  générale  de  la  variable  r\  de  l'article  30,  à 
l'imitation  de  ce  que  nous  avons  fait  dans  l'article  36,  y],,  an  lieu  de  y], 
et$,.  au  lieu  de  Y  dans  les  termes  qui  sont  hors  du  signe  §;  mais,  dans 
ceux  qui  sont  sous  ce  signe,  nous  changerons  r  en  s,  et  nous  mettrons 
[i,,  p,  au  lieu  de  [ï  et  ^.  On  aura  ainsi,  pour  un  corps  quelconque  dont 
le  lang  est  r  en  montant, 

oîi  le  signe  ^  exprime  la  somme  des  termes  (|ui  répondent  à  *  =  i,  2, 

3 /?,  et  le  signe  V  représente  la  somme  des  termes  qui  répondent 

à  p  =  I,  2,  3,  ...,/?,  en  supposant  que  X:'",  X'-\  /' ' ,  . . .,  /-'"'  soient  les 
racines  de  l'équation  en  /(•'?',  représentée  par 

On  aura  une  expression  tout  à  fait  semblable  pour  la  variable  "(,.  en 
changeant  simplement  (3j,  ^j  en  y,,  y,. 

Le  problème  des  oscillations  infiniment  petites  d'un  fil  chargé  d'un 
nombre  quelconque  de  poids  égaux  est  donc  complètement  résolu;  il 
ne  reste  qu'à  déterminer  les  racines  de  l'équation  en  X'?',  ce  (jui  ne 
paraît  pas  possible  en  général. 

43.  Au  reste,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  déterminer  ces  racines,  on 
peut  néanmoins  être  assuré  qu'elles  doivent  être  toutes  réelles,  posi- 
tives et  inégales;  autrement  les  valeurs  de  \,  r],  'Ç  contiendraient  des 
termes  qui  iraient  en  augmentant  avec  le  temps,  ce  qui  ne  peut  être, 
puisqu'il  est  évident,  par  la  nature  du  problème,  que  les  oscillations 
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ilii  til  iliiivi'iil  toujours  rtic  ili'  jm'II  (l'iiciuluL',  si  les  Viilciirs  iniliiiles  de 
;,  ■/;,  'Ç  sont  très  petites. 

I,e  contraire  aurait  lie»  si  l'on  supposait  la  (|uantilé  g,  qui  oxpiimc 
la  graviti'".  néi^ativc,  c'est-ii-diic  agissant  en  sens  opposé;  car  ce  serait 
le  cas  iiii.  le  point  de  suspension  du  fil  vertical  étant  placé  à  son  extré- 
inilf  inicriciui',  le  lil  cMlhulerait,  pour  jicu  (pTil  lût  déplacé  de  la 
siliKilioH  vciticalc.  Kn  cllct,  en  faisant  g  négative  dans  rci|uatiiui  en  /■. 
tous  ses  tei'mcs  deviennent  positifs,  de  sorte  (|u'(lli'  iir  peut  avoir  ipie 
des  racines  imaginaires  ou  réelles  négatives. 

On  peut  aussi  trouver  ces  résultats  a  priori,  par  les  principes  établis 
dans  l'article  <S,  ce  (jui  peut  servir  à  montrer  la  justesse  de  ces  prin- 
cipes. En  effet,  si  l'on  a  égard  à  la  condition  de  l'inextensihilité  du  lil, 
laquelle  donne  (article  précédent),  en  prenant  les  sommes  comptées 
du  corps  le  plus  bas, 


Çi-- 


s 


2Da 


la  valeur  de  V  sera  simplement  [j^lIDin,  et  l'on  aura 


n 


.Mais,  puisque  le  corps  le  plus  liaul,  (]ui  répond  ii  /i  -t- i ,  est  sup 
posé  iixe,  la  valeur  de  ;  y  devra  être  nulle;  ainsi  l'on  aura 


^■=lO       ...Da      j' 


en  supposant   (|ue  la  somme  renfermée  entre  <leux  eroidiets  soit   la 
somme  totale.  Donc  on  aura 


^=S 


'l)r)'-t-l);' 


nii  le  signe  ^  dénote  les  sommes  piiscs  ;i  rebours,  ii  conimeiicer  p;ir 
le  eoi'|)s  le  plus  liant,  et  (|ui  siuit  les  diirérences  de  la  siunmc  lnlalc  cl 
des  S(uiimis  jiarliclli's  di'iiolccs  p;ir  ^,  lcs(|ucllcs  doivcul  commencer 
;iu  corp^  le  plus  bas,  où  est  l'oi'igiuc  des  abscisses. 
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On  aura  donc  ainsi 

r  Dr,'- +  Dr- 


V=:..S«»--^^'S'*'"S 


îDn 


OÙ  l'on  voit  que  la  partie  de  V  qui  contient  les  secondes  dimensions 
des  variables  •/]  et  'C,  qui  sont  maintenant  indépendantes,  est  nécessai- 
rement toujours  positive,  et  que,  par  conséquent,  les  racines  de  l'équa- 
tion en  k  seront  toutes  réelles,  positives  et  inégales.  Ce  serait  le  con- 
traire si  l'on  donnait  à  g  une  valeur  négative. 

§  IV.  —  Sur  les  vibrations  des  cordes  sonores,  regardées  comme  des  cordes 
tendues,  chargées  d' une  infinité  de  petits  poids  infiniment  proches  l'un 
de  l'autre;  et  sur  la  discontinuité  des  fonctions  arbitraires. 

44.  La  solution  générale  que  nous  avons  donnée  du  problème  des 
cordes  vibrantes  a  lieu,  (juel  que  soit  le  nombre  n  des  corps  mobiles, 
et  quel  que  soil  aussi  leur  état  initial;  par  conséquent,  elle  doit  s'ap- 
pliquer aussi  au  cas  où  le  nombre  n  deviendrait  infiniment  grand,  et 
les  intervalles  entre  les  corps  diminueraient  à  l'infini,  de  manière 
que  la  longueur  de  la  corde  restât  la  même  :  alors  le  mouvement  de 
cbaque  corps  se  trouvera  représenté  par  une  série  infinie  de  termes 
dont  la  somme  sera  équivalente  à  une  fonction  finie,  différente  de 
celle  de  cbacun  de  ses  termes.  Ce  cas  est  celui  d'une  corde  sonore  uni- 
formément épaisse,  et  l'on  a  coutume  de  le  résoudre  directement  par 
le  Calcul  différentiel;  cependant  il  peut  être  intéressant  pour  l'Analyse 
de  faire  voir  comment  on  peut  le  déduire  de  la  solution  générale,  sur- 
tout parce  que,  de  cette  manière,  on  sera  assuré  d'avoir  une  solution 
applicable  à  quelque  figure  que  la  corde  puisse  avoir  au  commence- 
ment de  son  mouvement. 

45.  Nous  remarquerons  d'abord  qu'en  supposant  n  infini,  la  valeur 
de  \!J:  (art.  34}  devient  i/ttïP'^»  parce  (jue  la  dernière  limite  de 
2(n  -+- 1)  sin    ,  '   — -  est  p-,  de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  en  /-. 
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qui  élaient  toutes  incommensurables  entre  elles,  tant  (jue  le  nomlire  // 

dos  corps  ni(»liilcs  était  fini,  deviennent  teintes  cnmmensni-aiili's  l(ii'S(|n(' 

//  est  inlini,  ayant  pour  commune  mesui'e  ~  V  tyî  ''-'"^  '''^  excursions 
longitudinales  ;,  et  ~\/  jri  àans  les  excursions  transversales  r,  et  ^; 
d'où  il  >uit  i)ne  la  corde  reprendra  toujours  sa  |)remii're  figure  par  rap- 
port il  Taxe,  au  bout  d"un  temps  égal  à  2l/-p->  (piel  (]ue  puisse  être 
son  elal  initial. 

Il  est  vrai  que,  le  nombre  p  pouvant  aussi  devenir  inlini,  il  y  aurait 

des  cas  où  l'on  ne  pourrait  plus  supposer  a ( /t  -f-  i )  si n  ^^  —  pr.; 
mais,  ((unine  cela  ne  peut  avoir  lieu  (ju'apri's  un  luuultre  infini  de 
teiioe>  dans  les  séries  infinies  marquées  par  ^,  il  s'ensuit  de  la  théorie 
connue  de  ces  séries  que  ces  cas  particuliers  ne  sont  point  une  excep- 
tion au  résultat  général. 

On  peut  d'ailleurs  s'en  convaincre  directement;  car,  dans  le  cas  de 
//  infini,  les  différences  finies  marquées  par  D  deviennent  infiniment 
petites:  ainsi  l'équation  en  X  de  l'article  X\  devient,  en  idian^reant  D 

en  a,  et  mettant  pour  /?  -f-  i  sa  valeur  -7-' 


/F'  (Jrr^ 


l;i{|uelie,  étant  intégrée,  donne 

X  =  H  sui  [f\/  jpi  "t"  ^  ]  ■ 

Il  Tant  (|ue  \  soit  nul  lorsque  a  =  o  et  lorsiiue  a  =  /,  parce  (Jim'  les 
deux  extrémités  de  la  corde  sont  fixes;   la  premii're  c(tndition  donne 

£  =  o.  et  la  seconde  donne  ^  \/  jr-,  =  p~.  •'  <»"  '  ""  'i'''  \  ^'  ^^  r~  \  '  7m  ' 
comme  plus  haut. 

On  n'a  donc  jias  besoin,  dans  ce  cas,  |tonr  (pie  la  corde  i-evieniic 
toujours  il  son  piemicr  état,  de  sup|)Oser  (|ii"elie  ne  fasse  (jiie  des  oscil- 
lations simples  el  >ciiililaldes  ii  celles  d'un  |ieiHlnle.  cninme  d;in>  1  ar- 
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ticle  35;  car,  quel  que  soit  son  état  initial,  on  est  assuré  que  ses  vibra- 
tions seront  toujours  isochrones  entre  elles,  et  synchrones  à  celles  d'un 
pendule  simple  de  longueur  égale  à  |;  mais  la  loi  de  ces  vibrations 
sera  différente  de  celle  des  vibrations  des  pendules,  et  dépendra  de 
l'état  initial  de  la  corde. 

Pour  connaître  cette  loi,  il  faut  voir  ce  que  deviennent  les  expres- 
sions générales  de  H,  r,,  t  dans  le  cas  de  n  infini;  c'est  ce  que  nous 
allons  examiner. 

46.  Faisons,  dans  la  formule  générale  de  l'article  36,  les  substitu- 
tions de     '^"     à  la  place  de  o  et  de  —~ — r  à  la  place  de  sin^,  en  sup- 

/i  -r-  I  '  '  2  (  «  -h  I  )  '^  2  " 

posant  n  infini  ;  et  au  lieu  des  exposants  ou  indices  r  et  s  qui  dénotent 
le  rang  des  corps  auxquels  appartiennent  les  variables  ç  et  a,  em- 
ployons, ce  qui  est  plus  simple,  les  parties  mêmes  de  l'axe  ou  les 
abscisses  qui  répondent  à  ces  corps,  en  dénotant  par  x  l'abscisse  rela- 
tive à  E  et  par  a  l'abscisse  relative  à  a  et  à  a.  Comme  la  longueur 
totale  de  la  corde  est  supposée  égale  à  /,  on  aura 

r  X  s  a  l 


y    7  ,     t  ft    -r-    1      -77—    , 

et  la  formule  dont  il  s'agit  donnera  cette  expression  générale  des  ex- 
cursions longitudinales  E 

;  — 2  >  sui*-^    A<?'cos(p7:/i'0  4-A<Pi '_        '    . 

en  faisant 

Le  signe  V  dénote  ici  une  suite  infinie  de  ternies  qui  répondent  à 
p  =  I,  2,  3,  . . .,  à  l'infini;  et  le  signe  §  dénote  d'autres  suites  infinies 

de  termes  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  de  a,  Drt,  sDa,  3D« 

à  l'infini,  à  cause  de  Drt  infiniment  petit. 
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On  aura  île  pareilles  expressions  pour  les  excursions  liaii-veisales  r^ 
e(  i  en  ebanijeant  //'  en  //  et  a,  k  en  ^i,  [i  et  en  y,  y. 

47.  Daniel  Bernoull.i,  en  généralisant  la  solution  du  pniltliine  des 
eordes  viluantes  donnée  par  Taylor,  était  parvenu  à  une  fornuile  seni- 
l»lal)le  à  la  précédente,  mais  dans  laiiueile  les  coefficients  À'?' étaient 
nuls  cl  les  coefficients  A?'  dénotaient  simplement  des  constantes  ar- 
liiliaires  dépendantes  de  la  figure  initiale  de  la  corde  (Mémoires  fie 
Berlin,  1703);  et  il  avait  cru  pouvoir  expli(|uer,  par  les  difiérents 
termes  de  sa  formule,  les  sons  harmoniques  (ju'une  corde  sonore  fait 
entendre,  avec  le  son  principal.  Notre  formule,  dans  la(|uelle  ces  coef- 
ficients sont  exprimés  par  les  valeurs  initiales  a,  a,  nous  met  en  état 
d'apprécier  cette  explication,  (jui  a  été  adoptée  par  plusieurs  auteurs 
après  lui. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  (|ue  le  son  principal  de  la  corde  sera 
iliMiné  j)ar  le  premier  ou  les  deux  |)remiers  termes  de  la  série,  i|ui 
répondent  ;i  p  --  i ,  et  que  les  sons  harmoniques  successifs,  c'est-ii-dire 
l'octave,  la  douzième,  la  double  octave,  la  dix-septième,  etc.,  seront 

donnés  par  les  termes  suivants,  qui  répondent  à  c  =  -i,  3,  '\,  ï 

Donc,  pour  (jue  le  son  principal  domine  parmi  tous  les  autres,  et  (|u"il 
n'y  ait  que  les  premiers  des  harmoniques  qui  se  fassent  entendre  en 
même  temps,  il  faut  supposer  que  les  coelficients  A'",  A'"' soient  beau- 
coup plus  grands  que  tous  les  autres  pris  ensemble,  et  que  les  coeffi- 
lients  suivants  : 

A(!),     A!",     A"),     ...;     A<",     À!",     À'",     .... 

Ibiinent  des  séries  extrêmement  convergentes.  .Mais,  par  la  nianii're 
dont  ces  coefficients  dépendent  des  valeurs  initiales  a  et  a,  on  voit  (|ue 
celte  suppiisilidii  est  inadmissible,  en  reganlani  l'élat  initial  de  la 
corde  comme  a  ri  titra  ire;  on  \(iil  ni(''mi'  i|iie,  dans  lu  plupart  des  cas,  ces 
coefficients  l(nineronl  des  séries  divergentes,  ce  (|ni  ii'i'mprcliera  |)as 
ipie  la  coide  ne  las-e  des  vibrations  isoclirones  on  d'ég;ilc  durée,  seule 
condition  néces.saire  pour  la  formation  d'un  ton. 
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48.  Quoique  les  formules  de  l'article  46  donnent  rigoureusement 
le  mouvement  de  la  corde  au  bout  d'un  temps  quelconque  t,  les  séries 
infinies  qui  entrent  dans  ces  formules  empêchent  néanmoins  qu'elles 
ne  représentent  ce  mouvement  d'une  manière  nette  et  sensible;  mais, 
en  envisageant  sous  un  autre  point  de  vue  la  formule  générale  de  l'ar- 
ticle 36,  on  peut  en  tirer  une  construction  simple  et  uniforme  pour 
déterminer  l'état  de  la  corde  à  chaque  instant,  quel  que  puisse  être 
son  état  initial. 

Reprenons  cette  formule,  et  mettons-la  sous  la  forme  suivante,  ce 
qui  est  permis  à  cause  de  l'indépendance  des  signes  sommatoircs  § 

et  V: 

n      x:i(2sin/-o    .  V    ,  ^,,     ■    o~\) 

ç,.=  -H  V  a^  >     ^ — -  sin«9  cos    2(«  +  i)/<  <sin  -    J 


S-  v^  1  2  SI  n  /■  o    . 
Cf.,  y  { ^sin^o 


sin    3{« 


\)li' t  sin  - 


(/i  4-  t)  A' si  11  - 


Nous  tirerons  d'abord  de  cette  formule  une  conséquence  (jui  nous 
sera  fort  utile.  Comme  on  a  supposé  que  a  est  la  valeur  initiale  de  ^ 
(art.  29),  il  faut  qu'en  faisant  t  =  o  dans  l'expression  précédent  de  ?,., 
elle  se  réduise  à  a,.,  et  qu'on  ait,  par  conséquent,  cette  équation  iden- 
tique 

Sv^  2  siii/'o    . 

Il  est  évident  que  le  second  membre  de  cette  équation  ne  peut  se 
réduire  à  a^,  à  moins  que  l'on  n'ait,  en  général, 


2; 


-SII1.Ç9  =;  o. 


tant  que  s  est  différent  de  r;  et  que,  lorsque  s  =  r,  on  ait 

v^  2  sin/o    . 
>  -smro 

^    n  ^  i 


I  > 


Ci  étant  éeal  à  " — -,  et  le  siarne  V  étant  rapporté  aux  valeurs  succes- 


XI. 


u4 
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sives  I,  2,  3,  .  . . ,  n  ûc  p  :  ce  (|iii  (loiiiic  une  sriit-  l'oriiK'c  des  iiroiliiits 

(le  sinus  iranules  imilliiilcs  de        '"      cl  .   (Imit  l;i  sniiiiiic  ilcvi"! 

'^  '  Il      [         Il  ■  \ 

(■'tic  (onjoiiis  nulli'  (Luis  le  premier  cms,  cl  i-ii-Ai'  à  — —  dans  le  second. 

C'est  aussi  ce  (luOii  |iciil  (IciiKiiilicr  dircclcincnl  par  les  fdrinulcs  cnii- 

nues,  pour  la  sdinmalidii  de  ces  sortes  de  suites. 

Dans  ces  foiiiiiilcs,  /•  et  a  sont  supposés  des  nombres  quelconques 

iiiticrs  comnils  enirc  o  et  «  -^-  i;  niais,  a  cause  de  o  ^  —^ — >  o  étant 
'  '        «  -i- 1     ' 

aussi  un  nombre  entier,  si   i'dn  met  2A(«-t-i)±r  à  la   place  de  r. 
A  étant  un  nombre  queleon(|ii('  entier  pdsitil'du  m'^atif,  dii  aura 

sin[2>.(«  -H  i)  ±  /-Jç  :=±  sin/'o; 

par  conséquent,  un  aura,  en  général, 

V(2sinr2).(/n-i)±/-]c5    .         ) 
,     { !^— • ='-=- sin *(?>:;=  ±  I   ou  =o, 

•«^  (  «  -i-  I  ) 

selon  (lue  .v  sera  égal  à  rou  non. 

La  formule  2'k{n -h  \)  ±r  peut  rcprcsciilcr  tous  les  noiiihrcs  entiers 

positifs  ou  négatifs,  cdiuinc  nnjis  i'avdns  vu  dans  l'article  37;  ainsi, 

ayant  un  iidiulirc  quelconque  entier  N,  on  peut  l'aire  N  =  2A(«H- i)±r, 

ce  (|ui  donucia 

/•  =  ±[\-2},(/, --,)], 

et  l'on  aura,  en  général,  quel  que  soit  N, 

■vi  sinN  o  sin.so  i 

y ■■ ^  —±.-  ou  =0, 

-fc^        rt-t- 1  a 

scliiii  (|ii('  s  scia  égal  il  ±  [  N  —  2  Ai^«  "*~  'jj  ^u  lion,  .v  clant  un  iituiilue 
entier  entre  o  et  /;  -f-  i . 

19.  C(da  posé,  comme  l'expression  de  :,.  est  composée  Ac  deux  par- 
lies,  d(Hil  la  prciuil'ic  conliciil  les  valeurs  initiales  y.  de  lu  variable  ^, 

et  diuit  la  scc(Midc  ((Uilicnt  lc<  valeurs  initiales  a  des  dlll'crciili(dlcs  — . 

fit 

ii()ii>  considérerons  ces  deux  |iailics  separeiiient.  et  nous  désignerons 
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la   première   par  H^  et  la  seconde   par  H^.,   de  manière  que  l'on  ait 

Y  Y'  Y" 

En  supposante  intini,  l'angle  cp  =  — —  devient  intiniment  petit,  et 
sin-  se  réduit  à  -  fart.  461.  Faisant  cette  substitution  dans  l'expros- 
sion  de  E^.,  on  aura  (art.  48) 

^;,  =  XasX sin/- 9  sin^o  cos(«  +\)h'tn^\ 

et  développant  le  produit  sin/-'pcos(/<  -i-  i)///^, 

Comme  n  est  supposé  un  nombre  infiniment  grand,  on  pourra  tou- 
jours regarder  comme  un  nombre  entier  le  nombre  [n  -+-  \)h' i,  quel 
que  puisse  être  le  nombre  exprimé  par  ht. 

Ainsi,  en  feisant,  dans  la  dernière  formule  de  l'article  |)récédent, 

N  =  /•  +  («  H- 1)/('^ 

on  aura 

S-V  i  sin[r-)- (n-n)/i'<](p    .         )        ,    , 

où 

5  =  ±  [/--H  («  +  !)/;'<  — 2).(/i  +  i)]; 
et  faisant  N  =  r  —  [n  +  \)h'i,  on  aura  pareillement 


sin[/-  — (rt  +  i)/i'<]9   .         )        ,    , 
/i  H-  1  '  ) 


ou 

s'  —  ±[r  —  {n  -i-  \)h' t  —  il' [n  +  i)], 

X  et  X'  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  ou  zéro. 
Donc,  réunissant  ces  deux  valeurs,  on  aura  simplement 
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où  les  signes  onibigiis  do  a,  et  de  a,   ié'|)oiiden(  à  ceux  des  valeurs 
de  .V  et  de  .v'. 


.")U.  .Mais,  à  la  [tlace  des  exposants  ou  indices  r  el  s  qui  dénuleiil  le 
rang  des  corps  auxquels  appartiennent  les  variables  ^  el  a,  il  est  plus 
commode  d'employer  les  parties  mêmes  de  la  corde  comprises  enlic  la 
piirnicrc  extrémité  fixe  el  ces  mêmes  corps. 

Désignons,  comme  dans  l'article  46,  par  .r  la  partie  de  l'axe  ou 
l'abscisse  qui  répond  à  H,  el  para  celle  qui  répond  à  a;  la  longueur 
de  la  corde  étant  /.  on  aura 


a; 

S            a 

■  r 

n  -h  I  ~  /  ' 

s' 

a' 

n  -t-i 

■  r 

et  de  même 


ce  qui  donne 

/•_ 2 ,         5_ j ,         s- j ; 

et  il  la  place  de  H,,,  a,,  a,,  on  pourra  écrire  simplement  E'^,  a„,  a,,. 

Substituant  ces  valeurs  de  r,  s,  s'  dans  les  formules  de  l'article  jiré- 
cédenl,  miilli|)!ianl  pai/el  divisaiil  |)ai'  //  -■-  i ,  on  aura 

a  =±{x-\-lh'l  —  ill), 
a'  =  ±{a:  —  lh'l~  -il' l), 

les  signes  ambigus  de  a„  et  a,,  répondant  à  ceux  de  a  et  a  :  et  \'iu\  dé- 
terminera ces  signes,  ainsi  (|ne  les  valeurs  de  n  el  de  a' ,  par  la  condi- 
tion que  ces  valeurs  soicnl  [losilives  e(  moindres  (|ue  /. 

51.  Représentons  par  A  el  A'  les  valeurs  de  ±  a„  el  ±  a.,,,  en  sorte 

que  l'on  ait,  en  géiu'ial, 

..       A  -H  A' 
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Donc  : 

1°  Si  X  -h  Ih't  est  entre  o  et  /,  on  prendra  «  =  x--l- /A' ^  et  A  =  ■+-  a„; 

2°  Si  iT  +  Ih'l  est  entre  /  et  2/,  on  prendra  «  =  -  {x+lh'i  —  il)  et 
A  =  —  a„  ; 

3°  Si  ^  +  Ih't  est  entre  il  et  'M,  on  prendra  a  =  x  +  Ih't  —  2/  et 
A  =  +  a„.  Et  ainsi  de  suite. 

De  même  : 

i"  ^i  X  —  Ih't  est  entre  /  et  o,  on  prendra  a'  =  x  —  Ih't  et  A'=  a„; 

2"  Si  X  —  Ih't  est  entre  o  et  —  /,  on  prendra  a  =  —  [x  —  Ih't)  et 
A'  =  —  a„'  ; 

3"  Si  o:  —  Ih't  est  entre  —  /  et  —  2/,  on  prendra  a  =x  —  Ih't  +  2/ 
et  A'=  a,/.  Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  ces  différents  cas  se  réduisent  à  déterminer  les  abscisses  a 
ou  a',  en  ajoutant  ou  en  retranchant  de  l'abscisse  x  la  ligne  Ih't,  de 
manière  que,  lorsqu'elle  passera  l'une  ou  l'autre  extrémité  de  l'axe  /, 
elle  soit  repliée  en  arrière  et  comme  réfléchie  par  des  obstacles  placés 
à  ces  deux  extrémités,  et  à  prendre  l'ordonnée  correspondante  a„ou 
a„'  positive,  si  le  nombre  des  réflexions  est  pair,  ou  négative,  si  ce 
nombre  est  impair. 

52.  Mais  il  est  encore  plus  simple  de  continuer  la  courbe  des  a  sur 
le  même  axe  /prolongé  des  deux  côtés,  de  manière  qu'on  ait  directe- 
ment les  ordonnées  a„  et  a,^  qui  répondent  aux  abscisses  x -\- llî t  et 
X  —  Ih'  t. 

Pour  cela,  ayant  décrit  sur  l'axe  /  le  polygone  d'une  infinité  de  côtés 
ou  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a^,  pour  une  abscisse  quel- 
conque X,  et  qui  sera  donnée  par  les  valeurs  initiales  des  excursions  ^j; 
de  tous  les  points  de  la  corde,  il  n'y  aura  qu'à  transporter  cette  même 
courbe  alternativement  au-dessous  et  au-dessus  du  même  axe  prolongé 
indéfiniment  des  deux  côtés,  de  manière  qu'il  en  résulte  une  courbe 
continue  formée  de  branches  égales  situées  symétriquement  autour  de 
l'axe  et  se  joignant  par  les  mêmes  extrémités,  dans  laquelle  les  ordon- 
nées prises  à  distances  égales,  de  part  et  d'autre  de  chacune  des  deux 
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extrémilés  do  l'axe  /,  soient  loujours  égales  entre  elles  et  de  signe 
eon  traire. 

Kn  prenant  dans  cette  eourbe  les  ordonnées  qui  répondent  aux 
abscisses  x  -t-  Ui't  et  x  —  lli't,  on  aura  les  valeurs  de  A  et  de  A',  et  la 
varialile  H^  sera  représentée,  au  bout  d'un  Icnips  qucleoniiuc  /,  par 
la  formule 

On  aurait  pu  déduire  tout  de  suit''  crlli'  continualion  de  la  courbe 
(|ui  représente  les  valeurs  de  a,  de  ce  (pic  nous  avons  dcnionlré  en 
général  dans  l'aiticlc  37,  en  supposant  ([ue  la  corde,  au  lieu  d'être 
terminée  aux  deux  points  fixes,  s'étende  de  [);irl  et  d'auli-e  à  l'intini; 
le  polygone  que  nous  avons  imaginé  dans  cet  article  deviendra  ici  une 
courbe  continue,  laquelle,  étant  appliquée  au  premier  instant  du  mou- 
vement, sera  la  courbe  des  valeurs  de  a  prolongée  à  l'intini. 

53.  Considérons  maintenant  la  seconde  paitii'  de  H^.  <!'"'  'i"i'^  dési- 
gnons par  E,..  et  qui  est  représentée  (art.  46)  par  la  l'ormule 

l       .  sin    2(«  -+■  t)h'  t  sin- 

^'^  O         -^   J       "  -t-  I  ,  Ml      ■       9 

11  laul  coMimencer  par  la  délivrer  du  dénominateur  sin  ;^i  pour  la 
rendre  semblable  à  celle  de  ^'^  et  susce|)tible  des  mêmes  réductions. 

Pour  cela,  je;  prends  la  différence  D^\.,  et  comme  l'exposant  /•  n'entre 
que  dans  sin/-^,  il  suffira  d'affecter  ce  sinus  de  la  caraclérislique  !). 

Or,  par  les  tbéorèmes  connus,  on  a 

h  siii/o      siii(/-  -+- 1)9  —  sin/-9  -—  2  sin  -  cos(/'  -1-5)9. 
Siilisliluant  donc  celle  valcui'  dans  l'expression  d<'  !):* .  (Ui  ani-a 

w^y,  >  C-     V  i  2COS(/--l-i)9     .  •      r     -  x/i,     ■      '-!) 

Dt..= ,;N^<  7     ^ î^-!-sin.îosm    ï!(/i -h  0^' 'Sin  -      • 
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Faisant,  pour  le  cas  de  n  infini,  siii  -  =  ^,  et  développant  le  pro 
duit  cos(r-f-  ^)çisin(«  +  i)li'l'D,  on  aura 

Dt[.  —  +  , rryN^^s   7 ^^ ^^  SllliO) 


sin[/-  —  (/«  +  i)/('<  +  |]o^. 


r,  X^tj  7  ■ ^= ^ '-—  sin.çca. 

/i  -t-  I  )  /i'  O      -^ 


Cette  expression  de  D^^  est  composée  de  deux  parties  semblables  à 
celles  de  ?,.  (art.  49);  on  peut  donc  y  appliquer  les  mêmes  raisonne- 
ments et  la  ramener  à  une  construction  semblable. 

Ayant  donc  tracé  sur  l'axe  /  le  polygone  d'une  infinité  de  côtés  ou 
la  courbe  dont  les  ordonnées  pour  chaque  abscisse  œ  soient  a^,  et  qui 
sera  donnée  par  les  vitesses  initiales  a,  on  la  transportera  alternative- 
ment au-dessous  et  au-dessus  du  même  axe  prolongé  indéfiniment  des 
deux  côtés,  de  manière  que  l'on  ait  une  courbe  continue  semblable  h 
celle  de  l'article  précédent.  Alors,  en  mettant  r     ou  .-p  à  la  place  de 

/(  +  I,  et  nésrliaeant  comme  nul  le  terme  — ;  vis-à-vis  de  r,  on 

°      ^  2  (  /i  -h  1  ) 

trouvera 

„  _  Dj;    •  ■ 

et  passant  des  différences  aux  sommes, 

54.  Ces  sommes  ou  ces  intégrales  représentent,  comme  l'on  voit, 
des  aires  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a;  et  il  faut  que  ces 
aires  ne  commencent  qu'aux  points  où  ar  =  o  et  où  les  abscisses  sont 
th't  et  —  Ih'i  ;  mais  il  est  plus  commode  de  les  faire  commencer  à  l'ori- 
gine commune  des  abscisses,  qui  est  l'extrémité  antérieure  de  l'axe  /. 
Pour  cela,  il  faudra  retrancher  de  l'aire  qui  commence  à  ce  point,  et 
qui  répond  à  l'abscisse  œ  +  l/i't,  l'aire  qui  répond  à  l'abscisse  Ih't,  pour 
que  l'aire  restante  ne  commence  qu'au  point  où  a7  =  o;  et  quant  à 
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l'aire  qui  répondra  ;i  l'abscisse  or  —  ///'/,  il  faillira  y  ajouter  l'aire  rela- 
tive il  —  ///'/,  pour  en  rapporter  le  (•((inniencemeiil  au  même  point  île 
l'oriiiiiH'  lies  abscisses. 

Dénotons  en  général  par  (  j  ff.f/.r)j.  tonte  aire  (|ui  eommenee  ii  ecttr 
origine  et  (|ui  répond  ;i  une  abscisse  (|neIcon(|ue  .r;  d'après  ee  (juc 
nous  venons  de  dire,  on  aura,  dans  l'expression  de  ç^. 

On  substituera  done  ces  valeurs,  et  l'du  i'eniari|uera  ([u'on  a,  en  gé- 
néral, 

ij  a(f.c),,,,-i-  ij  cxelx).,/,i=o, 

puisque,  par  la  nature  de  la  courbe  des  a,  les  ordonnées  qui  répondent 
à  des  abscisses  égales,  mais  de  signe  différent,  sont  aussi  égales  et  de 
signe  diflërent;  de  sorte  qu'on  a  constamment  oi,^;-^  ^-/ht=  o- 
Donc  on  aura  simplement  (article  précédent) 

?i=  ^,[{  I' y(/.t"i^^,A;—  (fxdj:)^-,,.,]- 

50.  Donc  eiilin,  réunissant  les  valeurs  de  H^  et  de  E^.,  on  aura  cette 
expression  générale  de  ç^.,  au  bout  d'un  temps  (|uelcon<|ue  /. 

On  aura  des  expressions  semblables  pour  les  variables  rp.,  Zj..  en  cban- 
i;canl  seulement  //'  en  //  et  a,  a  en  '^i,  [i  et  y.  y.  et  en  sn]i|>i>sanl  qu'on 
ait  tracé  de  la  même  iiianiire  les  courbes  correspondantes  aii\  \aleins 
initiales  ^,  fl  et  y,  y. 

.Avant  ainsi  les  excursions  longitudinales  H,,  et  les  excursions  laté- 
rales ^r^J.,  '(,j.  de  cliaque  point  de  la  corde  (jui  lépond  ii  l'abscisse  .r  juisc 
dans  l'axe,  on  connaîtra  l'elat  de  la  corde  au  bout  d'un  temps  (|iicl- 
cou(|ue  /  écinilc  depuis  le  cKinmencenienl   du   mimvement,  et  comme 
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les  valeurs  initiales  a,  [3,  y,  ainsi  que  a,  ^,  y,  sont  absolument  arbi- 
traires, on  voit  que  rien  ne  pourra  limiter  cette  solution,  tant  que  les 
courbes  formées  d'après  ces  valeurs  auront  une  courbe  continue  et  ne 
formeront  point  d'angles  finis,  ce  qui  produirait  des  sauts  dans  les 
expressions  des  vitesses  et  des  forces  accélératrices. 

On  a  supposé  (art.  .3.5)  ^*  — v/t]»?'  '''"V/tm'  tétant  la  longueur 
de  la  corde  et  M  la  masse  de  tous  les  poids  dont  elle  est  chargée 
(art.  33);  ainsi  M  sera  la  masse  ou  le  poids  do  toute  la  corde,  qui  est 
supposée  uniformément  épaisse;  de  sorte  que,  si  l'on  nomme  P  sa 
pesanteur  spécifique,  qui  dépend  de  la  densité  et  de  la  grosseur,  on 
aura  M  =  /P;  par  conséquent,  on  aura 


^'=\sj\'     "=i\/%- 


A  l'égard  des  quantités  F  et  F',  nous  avons  vu  que  ce  sont  deux  con- 
stantes, dont  l'une,  F,  exprime  la  tension  de  la  corde  et  est,  par  consé- 
quent, proportionnelle  au  poids  qui  la  tend;  mais  F'  dépend  do  la  loi 
de  cette  tension  relativement  à  l'extension  de  la  corde  (art.  32). 

56.  Pour  peu  qu'on  examine  la  nature  des  courbes  qui  représentent 
les  valeurs  de  a  et  a,  il  est  facile  de  voir  que  les  ordonnées  éloignées 
entre  elles  de  l'intervalle  2/ seront  toujours  égales  et  de  même  signe, 
et  que  les  aires  qui  se  termineront  à  ces  ordonnées  seront  aussi  égales 
entre  elles,  parce  que  toute  aire  qui  répond  à  un  intervalle  il,  pris 
dans  un  endroit  quelconque  de  l'axe  prolongé  à  l'infini,  est  toujours 
nulle,  étant  composée  de  deux  parties  égales  entre  elles,  mais  de  signe 
contraire. 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  E^.  demeurera  la  même  si  l'on  augmente 
le  temps  /  de  la  quantité  y,  ou  d'un  multiple  quelconque  do  cette  quan- 
tité; donc  les  excursions  longitudinales  de  la  corde  reviendront  les 

mêmes  au  bout  d'un  intervalle  de  temps  égal  à  ^  ou  -xlsj -^t'^  c'est  la 

durée  des  vibrations  longitudinales. 

XI.  55 
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Il  en  sera  de  même  des  valeurs  de  r],  et  de  w,.  f"  chanjjeant  h'  en  h, 
c'est-à-dire  F'  en  F;  ;iiiisi  I:i  <hirée  dos  vibi'alions  transversales  sera 

Tous  les  auteurs  (|iii  oui  Iraitc'  jusqu'à  pn'-sent  des  vibrations  des 
cordes  sonores  n'ont  considéré  (juc  les  vil)r;ilions  transversales,  cl  ils 
ont  trouvé  pour  leur  durée  la  niénie  formule  (|uc  nous  venons  de 
donner. 

A  l'égard  des  vibrations  longitudinales,  M.  Chiadni  est  le  seul,  que 
je  sache,  qui  en  ait  fait  mention  dans  son  intéressant  Traité  d' Aroiis- 
lùjuc,  §  43;  il  donne  le  moyen  de  les  produire  sur  une  corde  de  violon, 
et  il  remarque  que  le  ton  qu'elles  rendent  n'est  pas  le  même  que  celui 
des  oscillations  transversales,  d'où  il  suit  que  F'  est  différent  de  F; 
par  consé(|uent,  dans  l'hypothèse  très  vraisemblable  que  la  force  élas- 
tique piar  laquelle  chaque  élémcnl  de  hi  coide  résiste  à  être  allongé, 
ou  tend  à  se  raccourcir,  soit  proportionnelle  à  la  puissance  ni  de  cet 
élément,  c'est-à-dire  qu'on  ait  <Ï>  =  K(D5)"'  (art.  l'ij,  il  faudia  (]ue/// 
soit  différent  de  l'unité  (art.  32);  et  si,  comme  M.  Chiadni  parait  l'in- 
sinuer, le  ton  longitudinal  est  toujours  plus  élevé  que  le  transversal, 
il  faudra  que  F'>  F  et.  par  conséquent,  /;/  >•  i . 

57.  Nous  avons  vu  (art.  36)  qu'une  corde  tendue,  de  la  longueur  / 
et  chargée  de  n  corps,  peut  se  mouvoir  comme  si  elle  n'avait  qu'une 

longueur  ->  v  étani  un  diviseur  de  n    \- \ .  Lorsque  //  esl  un  nombre 

infini,  v  peut  élre  un  nombre  entier  quelcouiiue;  ainsi  une  corde 
sonore  de  la  longueur  /  pourra  osciller  comme  une  corde  dont  la  lon- 
gueur serait  y.  c'est-à-dire  une  partie  arKiinite  de  /,  cl  la  durée  de  ses 

oscillations  se  réduira  ;dors  à  —  i/ït?'  pour  les  oscillations  longitudi- 
nales, et  à  —  v/r  '  pour  les  oscillalions  transversales. 

Fn  cll'el,  si  les  valeurs  iiillinles  cl  arbilraircs  a  et  a  soni  (elles,  (|ue 
les  courbes  ou  les  lieux  de  ces  valeui's  sui'  l'axe  /  c(iu|>enl  cet  ;i\e  en 
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deux  ou  en  v  parties  égales,  et  que  les  branches  qui  répondent  à  ces 
parties  soient  les  mêmes,  mais  situées  alternativement  au-dessus  et 
au-dessous  de  l'axe,  de  manière  qu'à  distances  égales  de  part  et  d'autre 
de  chacun  de  ces  points  d'intersection  les  ordonnées  soient  égales  et 
désigne  contraire;  ces  courbes,  étant  ensuite  prolongées  à  l'infini,  sui- 
vant la  construction  de  l'article  49,  auront  la  même  forme  que  si  elles 

provenaient  d'une  corde  dont  la  longueur  ne  serait  que  ->  et  l'expres- 
sion générale  de  H^r  («ii'l-  52)  fait  voir  que  les  valeurs  de  \  qui  répondent 
aux  points  d'intersection  sont  toujours  nulles;  de  sorte  que  la  corde, 
dans  ses  oscillations  longitudinales,  se  partagera  d'elle-même  en  autant 
de  parties  égales,  qui  oscilleront  comme  si  leurs  extrémités  étaient 
fixes. 

Il  en  sera  de  même  par  rapport  aux  oscillations  transversales  repré- 
sentées par  les  variables  y]  et  '(. 

58.  Comme  le  ton  que  donne  une  corde  sonore  ne  dépend  que  de  la 
durée  de  ses  oscillations  isochrones,  laquelle,  pour  une  même  corde 
tendue,  est  proportionnelle  à  sa  longueur,  il  s'ensuit  qu'une  corde,  en 
se  partageant  ainsi  d'elle-même  en  parties  aliquotes,  rendra  des  tons 
qui  seront  au  ton  principal,  dans  lequel  l'oscillation  est  entière,  comme 
les  fractions  qui  expriment  ces  parties  sont  à  l'imité.  Ainsi,  si  la  corde 
se  partage  en  deux,  trois,  quatre,  ...  parties  égales,  ces  tons  seront 
exprimés  par  les  fractions  {,  \,  ^,  {,  •  •  • ,  et  seront,  par  conséquent,  à 
l'octave,  à  la  douzième,  à  la  double  octave,  à  la  dix-septième,  ...  du 
ton  fondamental. 

On  appelle  ces  tons  qu'une  même  corde  peut  donner  d'elle-même 
tons  harmoniques,  et  l'on  sait  qu'on  peut  les  produire  à  volonté  en  tou- 
chant légèrement  la  corde  pendant  sa  vibration,  dans  un  des  points 
de  division  qu'on  nomme  nœuds  de  vibration  d'après  Sauveur,  qui  a 
expliqué  le  premier,  par  ces  nœuds,  les  sons  harmoniques  de  la  trom- 
pette marine  et  des  autres  instruments,  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de   1701.  Wallis  les  avait  déjà  observés  dans  les 
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cordes  (|iii  sont  à  l'octave ,  à  la  dou/iètne ,  ii  la  double  octave,  ... 
au-dessous  (i'uiie  corde  (|iriiii  fiiil  rcsomicr,  et  ([ui  IVéniissent  en  se 
divisant  naturellement  en  deux,  trois,  quatre,  ...  parties  égales,  dont 
chacune  donnerait  le  niènie  ton  que  la  conle  qu'on  (ait  résonner.  '  Voir 
le  Chapitre  107  de  son  Algcbre.) 

.59.  La  théorie  et  l'expérience  sont  bien  d'accord  sur  la  pi'oihutinn 
des  sons  harmoniques;  ni;H>  il  n'est  pas  aussi  facile  de  rendre  raison 
de  ce  (|u'on  appelle,  d'après  Hameau,  (|ui  en  a  fait  la  base  de  son  Sys- 
ti'me,  la  résonance  du  corps  sonore,  et  (|ui  consiste  dans  la  réunion 
des  sons  harmoniques  avec  le  son  principal  de  toute  corde  qu'on  fait 
résonner  d'une  manière  quelconque. 

Si  ces  sons  harmoniques  sont,  en  effet,  produits  par  la  même  corde, 
en  mènic  li'iii|>s  ([ur  le  son  |)rincipal,  il  l'aul  supposer  (juc  la  corde  l'ait 
il  la  fois  (les  vibrations  entières  et  des  vibrations  partielles,  et  (|ue 
ses  vibrations  elfectives  sont  composées  de  ces  différentes  vibrations, 
comme  tout  mouvement  peut  être  composé  ou  regardé  comme  com- 
posé di'  plusieurs  autres  mouvements. 

Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  fart.  47)  qu'on  ne  peut  expliquer  d'une 
manière  plausibh?  la  coexistence  des  sons  harmoniques  par  la  formule 
de  Daniel  IJernoulli;  on  peut  ajouter  que  les  séries  (|ui  pourraient 
donner  ces  différents  sons  disparaissent  de  la  formule  lor'S(iu'on  sup- 
pose le  nombre  des  corps  iiiliiii,  cl  qu'il  eu  rcsiillc,  jiour  cli;i(|iic  point 
de  la  corde,  une  loi  d'isochrouisme  simple  et  uniforme  qui  dépend 
imnicdiatcmenL  et  simplement  de  l'état  initial,  comme  nous  venons  de 
le  démontrer. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  à  toute  foice  expliiiuer  la  résonance  mul- 
tiple des  cordes  par  les  vibrations  composées,  il  faudrait  reirardcr  la 
iii^'ure  initiale,  par  exemple,  comme  formée  de  dillèreutes  couibes 
superposées  l'une  ii  l'autre,  de  maniJ're  que  l'une  serve  d'axe  à  la 
suivante,  cl  doni  la  picmii'rc  ne  l'orme  qu'une  branche  dans  lonle 
l'étendue  de  la  rnide:  la  sccondi'  l'oime  liens  blanches  égales  et  pla- 
cées symetri(|in'ni(iil.  qui  (li\i>ciil  les  axes  en  deux  parties  égales;  la 
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troisième  forme  trois  branches  égales  qui  divisent  l'axe  en  trois  parties 
égales,  et  ainsi  de  suite. 

Alors  les  vibrations  de  la  corde  pourront  être  regardées  comme  com- 
posées de  vibrations  entières  dans  toute  la  longueur  de  la  corde,  et  de 
vibrations  qui  ne  répondent  qu'à  la  moitié  de  la  corde,  au  tiers,  au 

quart, Mais  cette  composition  de  courbes  et  de  vibrations  n'étant 

qu'hypothétique,  les  conséquences  qu'on  pourrait  en  déduire,  rela- 
tivement à  la  coexistence  des  sons  harmoniques,  seraient  tout  à  fait 
précaires. 

60.  Revenons  à  la  formule  générale  trouvée  dans  l'article  55.  Comme 
les  quantités  a_p+^/,  (  et  a^-MV  sont  les  coordonnées  d'une  courbe  donnée, 
qui  répondent  aux  abscisses  x  +  lk't  et  x  —  Ili t ,  on  peut  les  repré- 
senter par  des  fonctions  de  ces  abscisses  de  la  même  forme.  Ainsi,  en 
désignant  par  la  caractéristique  F  une  fonction  indéterminée,  on  aura 

otx+iht  —  '^{j^  +  Ih'l),  ax^,/ri=V{-^  —  Ih'  t). 

Pareillement,  en  prenant  une  autre  fonction  désignée  par  la  caracté- 
ristique/, on  pourra  faire 

(fxdx)^+„a=/{-i:-^  Ih'l),         (J  ciidx)^^,,,i—f{x  —  Ih'  t). 

Ainsi  l'expression  de  ^^  (art.  55)  pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

.   _  F(j  +  //i'0  +  F(.g  — //i'n       f{x-\-lli't)—  f{x  —  lli't) 

dans  lesquelles  les  fonctions  marquées  par  les  caractéristiques  F  et/ 
sont  arbitraires,  puisqu'elles  dépendent  de  l'état  initial  de  la  corde. 

On  peut  même  réduire  cette  expression  à  une  forme  plus  simple, 

,                ,            Y(x-\-lh'f)        /{x  +  lh't) 
en  observant  que f-  — — -jj-, — -  ne  représente  proprement 

(ju'une  fonction  de  x -\- Ih' t  qu'on  peut  marquer  par  la  caractéris- 

tique  <P,  et  que  ^ —  -^ — jp — -  ne  représente  aussi  qu  une 

seule  fonction  de  .r  —  Ih't,  mais  différente  de  la  précédente,  et  qu'on 
peut  marquer  par  une  autre  caractéristique  W. 
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De  l'ctic  iiKiniiMc,  l'expression  générale  de  ;  ilevieinlra  siinplemenl 
f  =  «I)(x^-/^'0  -i-W(x-  l/i'i). 

<)l.   On  peu!  parvenir  direclement  à  eetle  expression  pai  ré(jualion 
(iiiïérenlielle  qui  détermine  la  variable  H    ail.  '.)[   .  (lellc  é(|na(i(in,  en 

faisant  -r—  =  o  el  F' constant,  comme  dans  rarliclf  M,  et  ciiaiiseant 

(lu 

la  caractéristique  D  des  diU'erences  Unies  dans  la  caiactéiislique  (/des 
(linérences  infiniment  petites,  devient 


& 
dt 


|.„,-F..(|)=o 


M 


F' 


Si  maintenant  on   fait   (lf^=dx,   rfm  =  yr/a-  et  ^'=V/7\ï'   *'*'''•' 
•quation  devient 


l-h  -;5— ,  —  o, 


laquelle  est  aux  difTércnces  partielles  du  second  ordie,  euli'c  les  trois 
variables  ?,  x  et  /,  et  (]ui  a  pour  intégrale  compli'lc 

les  signes  *I>  et  W  dénotant  deux  fonctions  arbitraires  comme  ci-dessns. 
(les  fonctions  doivent  cire  déterminées  par  l'état  initial  de  la  corde 
et  par  les  conditions  que  ses  deux  bouts  soient  fixes.  Si  on  les  décom- 
pose en  deux  autres  fonctions  marquées  par  les  signes  V  cl  /.  et  l(dles 

Vf  F  /" 

(lue  <1>  H — 777  et  "9'  = ~'  de  manière  (luc  l'on  ait 

y_  ¥(x  +  Ih' t)  +f(x  —  lli' t)       /{x-hlh't)  —f{x  —  lU't) 
'■''-'  2  "^  ilh'  ' 

comme  nous  l'avons  déduit  de  notre  construction,  la  iircniiiTc  condi- 
(ioii  (l'HiMcra,  cil  faisant  /        o, 

di. 


;=:F(.r.)  =  «  Cl 


ùl 


:/'(;r)--=«; 


u  on  I  on  lire 


/(x)=:/«rf.r; 
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ainsi  on  a  tout  de  suite  les  valeurs  des  fonctions  ¥{x)  et  /(a:-)  dans 
toute  l'étendue  /  de  la  corde,  par  le  moyen  des  valeurs  initiales  a  et  a. 
Les  conditions  de  l'immobilité  des  extrémités  de  la  corde  donnent 
^  =  o,  lorsque  a:  =  o  et  lorsque  œ  =  l,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /. 
En  assujettissant  séparément,  ce  qui  est  permis,  à  ces  deux  conditions, 
les  deux  fonctions  F  et/,  on  a,  pour  la  première, 

F{-l/i't)=—¥(lh't),         F(/+  lh't)^-F{l-lh't), 
et,  pour  la  seconde, 

/(-lh't)^/{l/,'t),  /{l+lk'l)^f{l-lh'L)- 

ce  qui  donne  par  la  différentiation 

— /'(-  Ih't)  =/'{//('0,        S'il  +  lh'l)~=~-/'{l-lh't), 

d'où  l'on  voit  que  les  conditions  de  la  fonction  /'  sont  les  mêmes  ([ue 
celles  de  la  fonction  F. 

Ces  conditions  déterminent  les  valeurs  des  fonctions  F{œ),f'[.v)  pour 
les  abscisses  x  négatives  ou  plus  grandes  que  /,  d'après  les  valeurs  de 
ces  fonctions  pour  les  abscisses  comprises  entre  o  et  /;  et  il  est  facile 
de  voir  qu'il  en  résulte  les  constructions  données  dans  les  articles  52 
et  53. 

Si,  au  lieu  des  excursions  longitudinales  ^,  on  considère  les  excur- 
sions transversales  ■/]  et 'C,  on  a  la  même  équation  difTérentiellc  et,  par 
conséquent,  aussi  la  même  intégrale  et  les  mêmes  constructions,  en 
changeant  seulement  h'  en  /i,  et  a,  a  en  p,  p  ou  en  y,  y. 

Ces  constructions  sont  semblables  à  celle  qu'Euler  avait  donnée  pour 
déterminer  la  figure  de  la  corde  dans  un  instant  quelconque,  d'après  sa 
figure  initiale,  en  faisant  abstraction  des  vitesses  imprimées  au  com- 
mencement du  mouvement.  Mais  il  faut  remarquer  que,  comme  elles 
ne  sont  fondées  ici  que  sur  les  fonctions  qui  représentent  les  inté- 
grales des  équations  aux  différences  partielles,  elles  ne  peuvent  avoir 
plus  d'étendue  que  ne  comporte  la  nature  des  fonctions,  soit  algé- 
briques ou  transcendantes.  Or,  l'équation  différentielle  étant  la  même 
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pour  tous  les  points  de  la  coidc  cl  poiii-  (oiis  k-s  inslants  de  son  nion- 
vcniciit,  la  relation  (|n'elie  représente  doit  iéij;ner  eonslaninienl  et  inii- 
lorinénienl  entre  les  variables,  quelque  étendue  (|u"on  leur  donne;  par 
eonsé(iuent,  quoique  les  (onctions  arhitraii'es  soient  en  clles-niénies 
d'une  l'orme  indéterminée,  néanmoins,  lorsque  cette  rornie  est  donnée 
dans  une  certaine  élendui'  par  l'élat  initial  de  la  cortie,  il  est  natuiel 
d'en  conrliire  (iiTclIc  doit  demeurer  la  même  dans  toute  l'étendue  de 
la  (oiictiuii,  et  qu'il  n'est  pas  permis  de  la  eliani,'er-  pour  l;i  |dier  aux 
conditions  (|ui  dépendent  de  l'immobilité  supposée  des  extrémités  de 
la  corde. 

Aussi  d'Alemi)ert,  à  qui  on  doit  la  découverte  de  cette  intégrale  en 
fonctions  arbitraires,  a  toujours  soutenu  (]ue  la  construction  (|ui  en 
résulte  n'est  légitime  que  lorsque  la  couibe  initiale  est  telle  (ju'elle 
ail  par  sa  nature  des  branches  alternatives  égales  et  semblables,  toutes 
renfermées  dans  une  même  équation,  |ioiii'  cpie  la  même  fonction  puisse 
représenter  celle  cmirbe  avec  toutes  ses  branches  ;i  l'infini.  Kulei',  au 
contraiic,  en  adoptant  la  solution  aiialvti(|iie  de  d'AIenilierl,  a  cru  (|n'i! 
suffisait  de  transporter  la  courbe  initiale  allei  iiativemeni  au-dessus  ou 
au-dessous  de  l'axe  à  l'infini  pour  en  formel'  une  courbe  continue,  sans 
s'embarrasser  si  ses  dilféreutes  branches  pouvaient  être  liées  par  une 
même  équation  et  assujetties  à  la  loi  de  continuité  des  fonctions  ana- 
lytiques. Voir  les  Mémoires  de  Berlin  de  1 7/17,  1 7:'|8,  et  les  Tomes  1  et  IV 
des  Opuscules  dr  d'Alendierl. 


62.  Comme  les  l'urmules  (|ui  donnent  le  mouvement  d'une  corde 
fendue  cl  chargée  d'un  iiumbie  indéfini  de  corps  égaux  ne  smil  >Mjetles 
à  aucune  difficulté,  parce  (|iie  le  mouvement  de  chaciue  corps  est  dé- 
terminé |)ar  une  équation  particulii're,  il  est  évident  que,  si  l'on  peut 
aiqdi(|uer  ces  mêmes  formules  au  nK)Uvemenl  d'une  corde  unil'ornié- 
ment  épaisse,  en  supposant  le  nond)re  des  corps  infini  cl  leurs  dis- 
tances niutucdles  inlinimeiil  peliles,  la  lui  qui  en  résultera  pour  les 
\  i  lirai  ions  de  la  coi'de  sera  eiilii'i'emenl  iiidepeiidaiile  de  >on  elal  i  m  liai  ; 
et,  si  cette  loi  se  trouve  la  même  (|ue  celle  (|ui  se  deduil  île  la  conside- 
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ration- des  fonctions  arbitraires,  il  sera  prouvé  qnc  ces  fonctions 
peuvent  être  d'une  forme  quelconque,  continue  ou  discontinue,  pourvu 
qu'elles  représentent  l'état  initial  de  la  corde.  C'est  ainsi  que  je  dé- 
montrai, dans  le  premier  Volume  des  Mémoires  de  Turin,  la  construc- 
tion d'Euler,  qui  n'était  encore  fondée  que  sur  des  preuves  insuffisantes. 
L'analyse  que  j'y  employai  est,  à  quelques  simplifications  près  que  j'y 
ai  apportées  depuis,  la  même  que  je  viens  de  donner,  et  j'ai  cru  qu'elle 
ne  serait  pas  déplacée  dans  ce  Traité,  parce  qu'elle  conduit  directe- 
ment à  la  solution  rigoureuse  d'une  des  questions  les  plus  intéressantes 
de  la  Mécanique. 

La  généralité  des  fonctions  arbitraires  et  leur  indépendance  de  la 
loi  de  continuité  étant  démontrées  pour  l'intégrale  de  l'équation  rela- 
tive aux  vibrations  des  cordes  sonores,  on  est  fondé  à  admettre  ces 
fonctions,  de  la  même  manière,  dans  les  intégrales  des  autres  équa- 
tions aux'différences  partielles;  j'ai  même  fait  voir,  dans  le  second 
Volume  des  Mémoires  cités,  comment  on  pouvait  intégrer  plusieurs  de 
ces  équations  sans  la  considération  des  fonctions  arbitraires,  et  par- 
venir aux  mêmes  solutions  que  l'on  trouverait  par  le  moyen  de  ces 
fonctions,  envisagées  dans  toute  leur  étendue. 

Maintenant,  le  principe  de  la  discontinuité  des  fonctions  est  reçu 
généralement  pour  les  intégrales  de  toutes  les  équations  aux  différences 
partielles;  et  les  constructions  que  M.  Monge  a  données  d'un  grand 
nombre  de  ces  équations,  jointes  à  sa  théorie  de  la  génération  des 
surfaces  par  les  fonctions  arbitraires,  ne  laissent  plus  aucune  incer- 
titude sur  l'emploi  des  fonctions  discontinues  dans  les  problèmes  qui 
dépendent  des  équations  de  ce  genre. 

63.  C'est  une  chose  digne  de  remarque  que  la  même  formule 
qui  satisfait  à  l'équation  en  différences  partielles 

XI.  ^6 
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satislail  aussi  à  la  même  c(|iiali(iii  en  (lillfrences  linics.  (iii'nn  peut 
rcnrésiMiKM'  par 


pourvu  (|u'oii  V  suppose  D^  =  /!)/.  it  I)/ constant.  Hn  efTet,  on  a.  en 
ne  faisanl  varici'  que  x, 

I)',*(x  +  /.7)  =  *(^-4-I)jr-h/7)  -  2ib{x  -^  kt)  -h  ^(x  —  l)x  -~  /a), 

cl.  en  ne  faisant  varier  que  le/. 

h-  ,*l>{ôc  -^  Al)  —  <b{x  -h  /^t  ^-  /c])l)  —2^(x-h  Al)  +<i>(x-^  Al  -A\)l). 

expressions  cjui  deviennent  égales  en  faisant  I).r  =  ^D/;  et  l'on  ttuu- 
vera  la  même  chose  pour  la  fonction  W(x  —  h). 

Dans  rinfiniment  petit,  la  condition  dr  —kdt  disparait,  et  l'intê- 
grale  a  toujours  lieu;  la  raison  en  est  qu'alors  l'expression  -r-,",  qui 
parait  représenter  la  dillércnce  seconde  de  \  divisée  par  le  carré  de  la 
diirérence  de  /,  n'est  plus  qu'un  symbole  qui  exprime  une  fonction 
simple  de  /.  dérivée  de  la  fonction  primitive  ç  et  diiîérenle  de  celte 
fonction.  la(|uelle  est  tout  à  fait  indépendante  de  la  valeur  <le  di.  Il  en 
est  de  même  de  l'expression  y^,;  par  rapport  à  a-;  c'est  dans  ce  clian- 
gemenl  de  fonctions  que  consiste  réellement  le  passage  du  fini  à  l'infi- 
niment  petit  et  l'essence  du  Calcul  diirérenliel. 


(ri.  J'ajouterai  encore  ici  une  remarque  i\m  peut  étie  utile  dans 
plusieurs  occasions;  elle  a  pour  (dijcl  iiiie  nouvelle  méthode  d'inli'rpo- 
larmn  (pii  résulte  des  formules  de  l'ailide  iS. 

Nous  avons  vu  i|iie  la  formule 


V 


■'"{m'^'M.m 


devient  égale  ;i  a^  lorsque  /  =  i,  2,  3 /'.  Donc,  si  l'on  a  une  suite 

lie  (|uanlilés  a,,  a^,  a;, a„.  ddiil  li'  iioiniuc  M)it  //.  un  ponri'a  repré- 

seiilci'  par  la  formule  luérédcnle  un  Icrnu'  (|ui'Iiimi(|ii('  inlerinediaiii' 
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dont  le  rang  serait  marqué  par  un  nombre  quelconque/-,  entier  ou  frac- 
tionnaire, puisqu'on  faisant  successivement  a=  i,  2,  3,  . . . ,  «.  la  for- 
mule donne  a,,  a^,  a , a„. 

Le  signe  ^  indique  la  somme  de  tous  les  termes  qui  répondent  à 
.V  =  1 ,  2,  3,  ...,«,  et  le  signe  ^  la  somme  de  tous  les  termes  qui  ré- 
pondent à  p  =  i,  2,  3 n,  la  quantité  tï  étant  l'angle  de  deux 

droits. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'un  terme  a,  donné,  on  fera  n  —  \,  s  =  1, 
p  =  I,  et  l'on  aura,  pour  l'expression  générale  de  a^. 


.    rr. 
y.,.-=i  a,  sin 


Soient  n  =  2,  et  les  deux  termes  donnés  a,,  a.;  on  fera  v  =;  i ,  2, 

p  =  I,  2,  et  l'on  aura 

2  /. ,   .    i-K  ,    .     2/-7:\ 

«,.  —  ^  I  A  sm  -5-  -+-  A  sni  — =--  1 , 


en  supposant 

t:  .     27: 

5   +-^«'«-3 


A':=:a,  sin  tt    +  3(2  sin-77-") 


.  „  .    2  7r  .    4  TT 

A  =  a,  sm-„ — f-  «2  sin  -^• 

Soient  n  =3,  et  les  termes  donnés  a,,  a^,  a.,;  on  fera  s  =  i,  1,  3,  et 
p  —  1 ,  2,  3,  et  l'on  aura 

2  /.,    •     ''7t  »,,    •     2/-7T  . ,,,     .     3/-T: 

a,.=  7    A' sin -7-  +  A  sm— =—  ■+■  A    sin  —r- 
4  \  4  4  4 

où  les  coefficients  A',  A",  A'"  sont  déterminés  par  ces  formules 

.  ,  .      r.  .27:  .    3  71 

A^^a,  sin   7   +  a,  sin -7 — h  «3  sin -^1 
4  4  4 


A   =  3!,  sin  -7 — 1-^2  sm  -; — i-  x.,  sin  -7- , 
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A  =  «1  sin  —, — ha,  sin  —^ — h  «j  sin  ^, 
4         '        4  4 


et  ainsi  de  suite. 
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Dans  la  mélhode  ordinaire  d'interpolation,  on  suppose  qu'on  fasse 
passer,  par  les  extrémités  des  ordonnées  (jui  représentcnl  1rs  termes 
donnés,  une  courbe  paralinlique  de  hi  l'orme 

j  ^  a  -t-  bx  H-  cx--k-  dx^  -+-.... 

Dans  la  méthode  précédente,  au  lieu  d'une  courbe  parabolique,  on 
suppose  une  courbe  de  la  i'ormc 

...      T.X  .„     .      2T.X  „     .      iT:x 

Y  =  A  sin H  A  sm h  A    sm 1- . . . , 

•^  a  a  a 

qt  il  y  a  bien  des  cas  où  cette  supposition  peut  être  préférable  comme 
plus  conforme  à  la  nature  de  la  question. 


NOTES 


NOTE   I. 

Sur  un  point  fondamental  de  la  Mécanique  analytique  de  La  grange; 

par  M.   Poi.NSOT. 


1.  On  sait  que  Lagrange,  dans  ce  Livre  célèbre  qu'il  a  intitulé  Mécaniijue 
analytique,  a  eu  pour  objet  de  réduire  la  Mécanique  à  des  formules  générales, 
toutes  tirées  du  seul  principe  des  vitesses  virtuelles,  ou  plutôt  de  la  formule 
difTéreniielle  qui  est  l'expression  de  ce  principe.  Pour  la  perfection  même  de 
son  Ouvrage,  l'auteur  a  soin  de  n'employer,  dans  aucune  des  questions  qu'il 
traite,  ni  figures,  ni  aucun  raisonnement  tiré  de  considérations  géométriques 
ou  mécaniques;  tout  se  fait  par  le  calcul  et  de  simples  changements  de  coor- 
données, et  ce  n'est  môme  que  sous  une  forme  purement  analytique  qu'on 
y  voit  présentée  la  question  si  naturelle  et  si  simple  de  la  composition  des 
forces  appliquées  sur  un  point. 

«  Si  des  forces  quelconques  P,  Q,  R,  . . .,  dirigées  suivant  les  lignes  p,  <j, 
r,  . . .,  agissent  sur  un  même  point,  et  qu'on  veuille  réduire  toutes  ces  forces 
à  trois  autres  S,  II,  1,  dirigées  suivant  les  lignes  |,  tt,  o-,  il  n'y  aura,  dit  l'au- 
teur, qu'à  considérer  l'équilibre  des  forces  P,  Q,  R,  . .  .  et  S,  W,  <S>,  appli- 
quées à  ce  même  point  et  dirigées  respectivement  suivant  les  lignes  p,  q, 
r,  . . .,  —  ç,  —  li,  —  9,  et  former,  en  conséquence,  l'équation 

P  rfyj  +  Q  rfqr  +  R  c?/-  ^- . . .  _  Z,  f/ç  —  W  d\i  —  <bd(f  —  o, 

laquelle  doit  être  vraie  de  quelque  manière  qu'on  fasse  varier  la  position  du 
point  de  concours  de  toutes  les  forces.  Or,  quelles  que  soient  les  lignes  (?, 
Tt,  c7,  il  est  clair  que,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  toutes  dans  un  môme  plan, 
elles  suffisent  pour  déterminer  la  position  de  ce  point;  par  conséquent,  on 
pourra  toujours  exprimer  les  lignes  p,  q,  /•,  ...  par  des  fonctions  de  l,  tt,  g, 
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el  l'équalioii  précédeiile  devra  avoir  lieu  par  rapport  aux  varialions  de  ces 
trois  quanlilés  en  particulier;  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura 

6/7  (/3-  07 

Telles  sont  les  formules  doiinros  par  Lagrange  pour  réduire  dos  forces  P, 
(J,  li.  . . .,  appliquées  sur  un  même  point  et  dirigées  suivant  des  lignes/),  «/, 
/ ,  . . .,  à  trois  autres  forces  £,  H,  i,  dirigées  suivant  trois  lignes  quelconques 
données  l,  t.,  a;  expressions  d'ailleurs  toutes  semblables  à  celles  qu'on  aurait 
pour  transformer  un  système  quelconque  de  forces  qui  agissent  sur  différents 
points  liés  entre  eux,  comme  on  voudra,  en  un  autre  système  équivalent  de 
forcesZ,  n,  i,  ...,qui  seraient  appliquées  aux  mêmes  points  suivant  d'autres 
directions  i,  -,  7,  .... 

■1.  Mais  il  y  a,  sur  ce  point  de  doctrine,  une  roiiiarf|Mc  e.-seiilielle  à  faire, 
et  qui  paraît  avoir  échappé  à  l'auteur  de  la  Mccanù/iic  anah  li'/iic  :  c'est  ipie 
les  formules  dont  il  s'agit  ne  conviennent  point,  comme  on  pourrait  le  croire, 
à  toute  espèce  de  lignes  ou  coordonnées  ;,  -,  5-,  .  .  . ,  bien  que  ces  lignes 
soient  propres  à  déterminer  les  lieux  des  corps.  Les  formules  ne  sont  bonnes 
qu'autant  que  ces  lignes  nouvelles  seront  (comme  les  premières  p,  (/,  r,  . . .) 
les  dislances  de  ces  corps,  soit  à  des  centres  /ires,  soit  à  i\cs  plans  fixes, 
comme  il  arrive  dans  le  cas  des  coordonnées  ordinaires  ./■,  .)•,  ;,  lesquelles 
marquent  les  distances  du  point  que  l'on  considère  à  trois  plans  fixes  rectan- 
gulaires entre  eus:;  el,  en  général,  on  jumiI  dire  (juc,  pour  l'exaclilude  de  ces 
formules,  il  faut  que  les  lignes  ç,  -,  7.  . . .  soient  de  telle  nature,  que  leurs 
(litférenlielles  il-,  dr.,  du,  . . .  expriment  les  vitesses  virtnrl/cs  menus  du  point 
d'application  des  forces  Z,  II,  2,  . .  .,  c'est-à-dire  que  cliacuiic  irclles.  dl.  soit 
la  piojeclion  orthogonale,  sur  la  direction  de  la  force  Z,  du  déplacement 
(jiicl(iirii|iic  inliinnieiil  |iclil  (|ii'oii  snppiise  donné  à  ce  imlnl  dans  l'espace  ; 

(  ',»  Los  li!;nos  qui  précèdent  sont  extraites  de  Id  i"  édition,  page  (n;  elles  ont  été  légè- 
rement modifiées  par  Lagrange.  dans  la  ■}.'  édition  publiée  p;ir  lui  (vtnr:  p.  ii;»  de  ce 
VoUuno);  mais  les  remari|ucs  de  M.  Poinsol  s'ap|iliqucrit  ii  l:i  iciliulion  nouvelle  aussi  bien 
qu'il  l'ancienne.  '  ^^  Hf  rira  ml.  ) 
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sans  quoi  toutes  ces  transformations  analytiques,  quoique  exactes  en  pure 
Analyse,  seront  en  défaut  dans  la  Mécanique  et  conduiront  à  de  fausses  con- 
séquences. 

3.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'un  seul  point  tiré  par  des  forces 
quelconques  P,  Q,  R,  ...,  dirigées  suivant  les  lignes  ou  rayons  vecteurs/», 
</,/',  . . . ,  et  qu'on  veuille  réduire  ces  forces  à  trois  autres,  î.  II,  2,  suivant 
les  trois  coordonnées  £,  tt,  ct,  parallèles  à  trois  axes  fixes  obliques  entre  eux  : 
il  semble,  d'après  l'auteur,  qu'on  aurait  pour  les  forces  cherchées 

de,  de,  de, 

OT  a-n  an 

à(j  a<j  aa 

ce  qui  n'est  pas  vrai,  car  on  peut  prouver  que  la  résultante  des  forces  P,  Q, 
R,  . . .  n'est  pas  la  même  que  celle  des  trois  forces  S,  H,  1,  déterminées  par 
ces  équations. 

Soit,  en  elïel,  f{p,  cj,  /•,...)  une  fonction  quelconque  des  rayons  vecteurs 
p,  q,  r,  . . .;  et  désignons  par /'(p),/' (q), /'{/■),  ...  les  fonctions  primes  de 

cette  fonction  prises  relativement  aux  lignes/?,  y,  /■ J'ai  démontré  (') 

que  des  forces  P,  Q,  R,  . . .,  proportionnelles  à  ces  fonctions  primes  et  diri- 
gées suivant  les  lignes  respectives /j,  q,  r,  ...,  ont  une  résultante  perpendi- 
culaire à  la  surface  courbe  qui  serait  donnée  par  l'équation 

f(p,q,  r,  . . .)  =  const., 

en  y  regardant  p,  q,  r,  ...  comme  variables. 

Or  supposons  maintenant  trois  axes  obliques,  non  situés  dans  le  même 
plan,  et  soient  c,  t.,  n  les  trois  coordonnées  du  point  d'application  des  forces 
par  rapport  à  ces  axes  :  on  pourra  toujours  exprimer  les  lignes  p,  q,  r,  ... 
par  les  trois  coordonnées  î,  tî,  a;  et  si  l'on  met  ces  expressions  au  lieu  de  p, 
q,  r,  ...  dans  la  fonction /(/>,  q,  r,  . . .),  on  aura 

/(/j,  r/, /■,...)  =  9(5, 71,  (t)  =:const.; 

(')  Forez  la  Statique  de  M.  Poinsol  et  un  Mémoire  intitulé  :  Théorie  générale  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  des  systèmes  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  Xlir  Cahier"). 

(7.  Bertrand.) 
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d'où  l'on  lire,  en  différentiant  successivement  par  l'ajipon  à  ;,  t.,  a. 

Donc,  suivant  les  formules  de  l'aiileur,  les  trois  forces  Z,  II,  1.  auxquelles 
les  forces  /' {p),  f  (fj),  /'(''},  ...  se  trouveraient  réduites,  seraient  expri- 
mées par 

£:  =  <p'(?),        n=.<?'(7r),        2  =  9'(^)- 

Ainsi  il  faudrait  que  9'(ç),  9'(7:),  o'(o-)  représentassent  trois  forces  dont  la 
résultante  fût  la  môme  que  celle  des  proposées /'(/»), /'(y), /'(/),  ...  et, 
par  conséquent,  fût  perpendiculaire  à  la  .«urface  donnée  par  l'équation 

f(p,  q,r,  .  .  .)  =const. 

Or  cette  surface  est  la  même  que  celle  qui  serait  donnée  par  l'équation 

o(ç,7:,a)  =  consl. 

entre  les  coordonnées  obliques  £,  t.,  a.  Donc,  en  considérant  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation 

9(^,7:,  a)  =  const. 

entre  les  trois  coordonnées^,  tî,  a,  relatives  à  trois  axes  obliques,  on  pourrait 
dire  que  trois  forces  dirigées  suivant  ces  coordonnées  et  proportionnelles  aux 
trois  fonctions  primes  9'(ç),  9'(~),  9'(c)  donnent  une  résultante  perpendi- 
culaire à  la  surface  dont  il  s'agit,  ou  se  font  équililire  sur  cette  surface;  ce 
(|ui  est  faux,  comme  on  peut  s'en  assurer  immédiatement  par  le  pi-incipe 
même  des  vitesses  virtuelles. 

Et,  en  elïel,  pour  l'équilibre  du  point  ;ni(|iicl  les  trois  forces  <p'(0»  ?'('')•  ?'((?) 
sont  a()pliquées,  il  faudrait  (juc  la  sonnne  des  moments  virtuels  de  ces  forces 
fût  nulle  ])our  tout  déplacement  infiniment  petit  r/.s-  (]u'on  voudrait  dotuicr  à 
ce  point  sur  la  surface.  Si  donc  on  désigne  par  Si,  or.,  èi  les  trois  projections 
oribogonales  de  ds  sur  les  trois  axes  (iiiiii|iies  des  t,  -,  7.  il  faudrait,  jiour  l'é- 
ipiilibre.  (ju'on  eùl  tnujours  l'équation 

o'(l)èl  ■+■  9'(i:)Ô7:  ■+-  9'((t)Ô(7  —  o; 
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ou  bien,  comme  ds  esl  la  diagonale  d'un  rhomboïde  dont  les  difTérenlielles  d-, 
dn,  drs  sont  les  arêtes,  et  que  les  trois  projections  de  ds  sur  les  directions  de 
ces  arêtes  sont  exprimées  par 

(5^  =  rf;  +  >.  d-K  H-  fjt  f/ff , 

Su  ^  dt:  -h  V  dv  +  X  dl, 
§a  =^  da  -\-  IX  d^  H-  v  du 

(>,,  /i,  V  étant  les  cosinus  des  angles  t,n,  ^a,  na,  que  les  axes  forment  entre 
eux),  il  faudrait  que,  en  mettant,  au  lieu  de  è'E,  on.  Sa,  ces  valeurs,  on  eût  tou- 
jours, entre  les  différentielles  f/4,  dn,  da,  l'équation 

i  +[9'(T)+f/<p'(0  +  v9'(7r)]rf^  =  o. 

D'un  autre  côté,  le  point  mobile  restant  toujours  sur  la  surface,  il  faudrait 
qu'on  eût  en  même  temps  l'équation 

(2)  (p'(^)(y|  +  9'(7r)c?7r4- 9'(a-)  c/o- =  0. 

Or  il  est  clair  que  ces  équations  (i)  et  (2)  ne  peuvent  subsister  ensemble  à 
moins  que  les  coefficients  de  r/ç,  di:,  da  dans  l'une  d'elles  ne  soient  propor- 
tionnels aux  coefficients  des  mêmes  indéterminées  dans  l'autre,  et,  par  con- 
séquent, à  moins  qu'on  n'ait  les  deux  équations 

9'(?)  [v  9'(^) -+- >' 9'(0]  -  ?'(7r)  [X  ?'(7:)  +  F  o'(a)]  =  o, 

équations  qui  ne  peuvent  avoir  lieu  en  général,  c'est-à-dire  indépendamment 
des  variables  ^,  ti,  ct  et,  par  conséquent,  de  la  position  du  point  sur  la  surface 
que  l'on  considère. 

Ainsi  le  point  mobile,  aux  coordonnées  quelconques  |,  tt,  a,. ne  peut  être 
tenu  en  équilibre  sur  la  surface  par  les  trois  forces  9'(0>  t'C^t)»  ?'(<'■)  ■  la  l'é- 
sultante  de  ces  forces  n'est  donc  pas  normale  à  celte  surface,  et,  par  consé- 
quent, elle  n'est  pas  la  même  que  celle  des  forces  proposées /'(/?), /'(</), 
/'(/■),  ...  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

k.  Les  formules  de  Lagrange  pour  la  réduction  des  forces  sont  donc  en  défaut 
dans  cette  hypothèse  de  coordonnées  obliques  4,  t.,  g;  il  n'y  a  qu'un  cas  sin- 
gulier oi^i  l'erreur  pourrait  s'évanouir  :  c'est  le  cas  où  les  coordonnées  Ç,  r.,  a 
XI.  57 
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sulisferalciil  aux  doux  cf|ualions  précédenles,  en  môme  temps  qu'à  ré(|ualion 

<li'  la  surface 

9(£,  ::,  ff)  =consl., 

ce  i|ui  ne  répond,  comme  on  voil,  «lu'à  un  certain  |i(iiiii  de  celte  surface,  ou 
il  une  certaine  proportion  délerininée  entre  les  trois  forces  <a'{^),  <p'(7r),  <i>'(a). 
Mais,  dans  ce  cas  singulier  même,  si  la  résultante  des  trois  forces  E,  II,  ^  a  la 

même  direction  que  la  résultante  des  forces  proposées  /'(/)), /'(7) on 

irouvei-ait  (juclle  n'a  pas  la  mémo  grandeur,  de  sorte  qu'il  y  aurait  encore 
iM-reui-  de  ce  côté. 

Lorsque  les  cosinus  >.,  ;ji,  v  sont  tous  trois  /////.?.  les  deux  conditions  précé- 
denles ont  toujours  lieu  d'elles-mêmes,  et  les  formules  de  Lagrangc  sont  tou- 
jours exactes.  C'est  le  cas  des  coordonnées  1,  ti,  t  relatives  à  trois  axes 
reclangulaires  entre  eux.  El  en  effet,  pour  de  telles  coordonnées,  les  diffé- 
rentielles dl,  d-,  (h  sont  les  expressions  mêmes  des  vitesses  virtuelles  du 
piiinl  ijéci-ivant  eslimées  suivant  ces  lignes,  et  réi|uaIion  (lilVcrcnlii'llo 

T''{^)di,  -+-  9'(7r)f/-  -I-  o'  {■j)da  =  o, 

lirée  de  réquation  de  la  surface,  exprime  l'égalité  à  zéro  do  la  somme  des 
nionicnls  virluels  des  trois  forces  (f'{l),  ©'(tï),  o'(o-)  et,  par  conséquent, 
l'équilibre  de  ces  forces  sur  le  point  qu'on  suppose  assujetti  à  décrire  celle 
siu'faco. 

Mais,  dans  toute  aiilic  ii>potlicse  que  celle  de  >.,  ,u,  v  tous  les  trois  nuls,  les 
deux  conditions  ne  peuvent  êlre  remplies  indépendamment  de  £,  -.  7.  cl  les 
formules  snnl  tnujoius  fautives. 

o.  Soil,  par  exemple,  le  cas  très  simple  d'un  point  posé  sui-  la  circoulérence 
d'un  cercle  fixe.  Si  l'on  prend  l'équation  de  ce  cercle  en  coordoimées  rec- 
tangles X  et  )•,  on  aura 

/(.r,7)  =  .r= -)-/'=  const., 

d'où 

/'  (x)  dx  -+-  /'{y)  dy  =  2xdx  -h  2  j-  dy  =  o  ; 

et  l'on  pouira  très  Mcn  dii'c  ici  (|uc  deux  forces  \  et  \,  élanl  prises  le  long 
des  coordonnées  dans  le  rappoii  des  fonclions  piiiiies/'{x),/'{y).  doniK'nl 
leur  résullante  perpendiculaire  ;i  la  circonférence  du  cercle  el  lieiuieni  ainsi 
le  point  d'application  en  équilibre  sur  celte  circonférence. 

Mais  si,  au  lieu  de  ces  coordonnées  rectangles  x  et  y,  un  en  picnd  deux 
anlres;  cl  Trde  um'-uic  origine,  el  par  exenipli'  liine,  f,  suivant  les.r.  l'autre  -. 
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inclinée  d'un  angle  a  sur  la  première,  ce  qui  donnera 

,r  =:  t  H-  t:  cos  a,         r  :=  7r  sin  a, 
on  aura,  en  substiUianl, 

f{x,y)  =  cp  (ç,  rr)  =  71-  +  ^-+  a;:;  cosa  =  const.; 
d'où 

9'(ç)  c?^  H-  9'(7t)  (/7t=  2  (5  +  Tt  cos  a)  ofi;  +  2(7ï  +  4  cos  a)  dTï=io. 

Or  il  est  évident  que  deux  forces  proportionnelles  à  <p'(0  et  «p'Cr),  c'esl-à-dlie, 
ici,  à  (^  +  71  cosa)  et  (71  +  4  cosa),  ne  donnent  point  leur  résultante  perpendi- 
culaire à  la  circonférence  du  cercle  dont  il  s'agit;  car  il  faudrait  pour  cela  que 
cette  résultante  allât  passer  jiar  le  centre,  et  que,  par  conséquent,  ses  deux 
composantes  le  long  de  ^  et  tt  fussent  simplement  proportionnelles  à  i  et  tz, 
et  non  pas  à  (Ç  -f-  7:  cos  a)  et  (tï  -t-  çcosa). 

Donc,  quoiqu'on  ait  ici,  en  faisant  (p'(^)rr:S,  (fi'{r.)z^n,  les  équations 

on  ne  peut  pas  dire  ([ue  les  deux  forces  X  et  Y,  dirigées  suivant  les  axes  rec- 
tangles X  et  K,  soient  réduclihles  aux  deux  forces  E  et  II,  dirigées  siiivanl  les 
axes  obliques  |  et  7t. 
Pour  que  l'on  eût 

Ç  -H  71  cos  a:7i:-i-çcosa::ï:7r,- 

il  faudrait  que  l'on  eût 

cos  a  r=  o; 

ce  qui  est  le  cas  des  coordonnées  ^  et  71  rectangulaires  enivc  elles. 

Ou  bien  il  faudrait  ^  =  7r;  ce  qui  ne  scrail  qu'un  cas  particulier  de  la  posi- 
tion du  point  proposé  M  sur  la  circonférence  du  cercle  dont  l'équalion  est 

©{t,  71)  =  const. 

Mais,  dans  ce  cas  singulier  même,  où  la  résultante  des  deux  forces  Z  el  II 
aurait  la  même  direction  que  celle  des  deux  forces  X  et  Y,  on  trouverait  {|iie 
ces  deux  résultantes 


v/S^-l-aSIIcosa-i-II-         et        \/X-  -+-  \- 

n'ont  pas  la  même  valeur,  el  que  la  première  est  à  la  seconde  comme  1  +  cos z 
est  à  l'unité. 
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Ainsi,  tiiiil  (|ue  cosa  n'est  pas  nul,  ou,  ce  qui  esl  la  incline  chose,  tant  que 
les  coordonnées  £  et  ::  seront  oi)liques,  les  forces  proposées  X  cl  V  ne  seront 
jamais  réductibles  aux  deux  forces  E  et  II  données  par  les  formules  de  La- 
grange. 

li.  Dans  l'analyse  ijui  précède,  j'ai  |)rls  simplcmcnl,  pour  représenter  les 
forces  P,  Q,  H,  . . .,  qu'il  s'agissait  de  réduire  à  d'autres,  les  fonctions  primes 
d'une  même  fonction  quelconque /(/>,  7, /•,.. .)  des  rayons  vecteurs />,  7, 
/■,  . . .,  suivant  lesquels  ces  forces  sont  dirigées  :  ce  n'est  qu'une  manière  de 
reconnaître  tout  d'un  coup  la  direction  de  la  résultante  par  la  direction  de  la 
normale  à  la  surface  courbe  qu'on  aurait  en  posant  l'équation 

/(/',  7.  ''•  -O^const. 

Mais,  comme  on  pourrait  croire  que  cette  hypothèse  a  quelque  chose  qui  res- 
treint notre  démonstration  au  cas  de  certaines  forces,  il  est  bon  de  remar(pier 
qu'elle  convient  à  des  forces  P,  Q,  H,  ...  données  comme  on  voudra.  Et,  en 
ciret,  quelle  que  soit  la  fonction  /  ([ue  l'on  ait  choisie,  comme  on  esl  le 
maître  de  placer  les  centres  des  forces  partout  où  l'on  veut  sur  leurs  direc- 
tions/?,  7,  /•,  ...,  on  peut  toujours  donner  à  ces  lignes  des  longueui-s  (pii 

rendent 

f'{p)^V,        f(q)  =  Q,        /'{'■)  =  T\ 

Vu  reste,  il  est  évident  que,  si  ion  propose  des  forces  de  grandeurs  quel- 
conques A,  n,  C,  . . .,  on  peut  toujours  les  regarder  comme  éiaul  les  fonctions 
primes  de  la  fonction  linéaire 

kp  ■+■  \iq  -H  C/'  -H.  .  ., 

prises  relativement  aux  lignes/^,  7,  r,  ...,  suivant  lesquelles  ces  forces  sont 
supposées  diriprées.  Ainsi  notre  hypothèse  esl  toujours  permise  et  notre  dé- 
monstialion  a  toute  la  généralité  désirable. 

7.  On  voit  donc  que,  dans  la  Mécanique  céleste,  qui  est  uniquemeni 
fondée  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  les  seules  coordonnées  qu'il 
soit  permis  d'employer  doivent  être  de  telle  nature,  que  leurs  différentielles 
rcprésetitcnt.  sur  ces  coordonnées,  les  projections  ilroilcs  ilc  la  petite  ligne 
(pu-  le  point  d'application  des  forces  esl  supposé  avoir  décrite  dans  l'espace, 
(lest  ce  (pii  a  lieu  iioiu"  les  coordonnées  /»,  7,  /•,  .  .  .,  r,  y,  :  dont  nous  avons 
parlé,  et  encore  pour  celles  (pii  consistent  dans  un  rayon  vecteur  p,  avec  deux 
angles  ou  arcs  de  cercle  ij»,  <\i  perpeniiicul. lires  à  ce  raymi;  etc.  Mais  il  fani 
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exclure  loules  les  coordonnées  ç,  tt,  ct,  qui  ne  jouiraient  pas  de  la  même  pro- 
priété. Ainsi  il  n'est  pas  exact  de  dire  que,  dans  cette  méthode  analytique, 
rien  n'oblige  à  se  servir  de  coordonnées  rectangles, phuàt  que  d'autres  lignes 
ou  quantités  relatives  aux  lieux  des  corps,  etc.  {Mécanique  analytique, 
4°  édition,  p.  Sg);  et  l'on  doit  même  remarquer,  à  ce  sujet,  que  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  ne  donne  pas  une  méthode  aussi  générale  qu'on  paraît 
le  croire. 

Et,  par  exemple,  dans  le  cas  de  plusieurs  forces  P,  Q,  R,  S,  etc.,  en  é(iui- 
libre  sur  un  point,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dit  simplement  que  les 
forces,  (iVànlÇTo']^^^^  perpendiculairement  sur  une  droite  quelconque  menée 
par  ce  point,  doivent  faire  une  somme  nulle.  Car,  en  nommant  du  la  ligne 
quelconque  qui  marque  le  déplacement  du  point  d'application  dans  l'espace, 
les  lignes  dp,  dq,  dr,  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  droites  de 
du  sur  les  lignes  p,  q,  r,  . . .,  qui  marquent  les  directions  des  forces  P,  Q, 
R,  ....  En  nommant  donc  i,  i',  i" ,  ...  les  inclinaisons  de  ces  forces  sur  la 
ligne  du,  on  a 

dp  t=z  du  cos  i,         dq  =  du  cos  i' ,         dr  =  du  cos  i" ,  .... 

et  l'équation  des  vitesses  virtuelles 

P  f^yj  -t-  Q  c/f^r  -t-  R  ûfr  -f- .  .  .  =:  o 

devient,  en  divisant  tout  par  le  facteur  commun  du, 

P  cos  ^  +  Q  cos  ('  +  R  cos  i"  -H . . .  =  o  ; 

ce  qui  signifie  que  les  forces,  projetées  à  angle  droit  sur  un  axe  quelconque, 
doivent  faire  une  somme  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre.  Mais  le  principe  de 
la  composition  des  forces  dit,  plus  généralement,  que,  les  forces  étant  proje- 
tées sur  un  axe  quelconque  par  des  lignes  parallèles  à  un  même  plan  incliné 
comme  on  voudra  sur  cet  axe,  la  somme  de  toutes  ces  projections  obliques 
doit  être  nulle.  Ce  n'est  pas  qu'on  ne  puisse  aisément  démontrer  celte 
seconde  proposition  par  la  première,  mais  l'expression  du  second  principe 
est  évidemment  plus  générale  que  celle  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

De  même,  on  peut  remarquer  que  les  équations  de  l'équilibre  d'un  système 
solide  ne  sont  démontrées,  dans  la  Mécanique  analytique,  que  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires  entre  eux;  et  pourtant,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans 
ma  Statique,  des  équations  toutes  semblables  ont  lieu  par  rapport  à  trois 
axes  obliques  quelconques.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  n'est  donc  pas, 
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dans  ce  nouvel  exemple,  aussi  général  que  le  principe  de  la  composition  da 
forces.  Il  n'est  pas  même  aussi  direcl;  car,  s'il  mène  aux  trois  premières 
écpiations  en  employant  les  coordonnées  rectangles  x,  y,  z,  il  no  peut  plus 
donner  les  trois  dernières  équations  que  par  un  changement  de  ces  coordon- 
nées en  d'autres  d'une  espèce  différente,  et  dont  le  choix  paraît  aibiiraire,  ou 
ne  semhk'  f;iil  (ine  pour  (il)lriiii- des  équations  d'équililirc  <iiie  l'on  connaissait 
iTavancc. 

Au  reste,  quoique  Lagrange  nous  laisse  entendre  que,  dans  sa  méthode,  on 
peut  employer  louie  espèce  de  coordonnées,  luturvn  (inclies  soient  propres 
à  déterminer  les  lieux  des  corps,  il  est  fort  remarquable  que  ce  géomètre  n'en 
ait  jamais  employé  d'aulresque  celles  qui  conviennent  réellement  au  principe 
des  vitesses  virtuelles  :  du  moins  je  n'en  connais  pas  d'exemple,  et  je  crois 
même  qu'on  n'en  Irouvcrail  [joiiil  dans  ses  écrits.  Car  si,  pour  la  solution  de 
quelque  proliième,  il  avait  essayé  l'emploi  de  certaines  coordonnées  non  per- 
mises dans  sa  méthode,  il  est  très  probable  que,  par  l'erreur  sensible  de 
quelque  résultai,  il  eût  été  averti  du  défaut  de  ses  formules;  et  alors  il  n'au- 
rait pas  manqué  de  faire  Ini-iiu'nie,  à  ce  sujet,  une  rciiunqiif  expresse,  au 
moins  dans  la  .!'•  édition  de  son  bel  Ouvrage. 

8.  Quoi  (|iril  en  soil,  tout  aiirail  pii  se  corritrer  d  une  manière  très  simple, 
cl  fiii'il  me  paraît  Ijoii  iriiidiriinT  axant  de  IcrmiiUM'  l'cth'  Noie,  parce  i|u'(>ii  y 
voit  sur-le-champ  ce  qui  cause  l'erreur,  cl.  de  plus,  ce  qu'il  faudrait  faire  pour 
l'éviter,  sans  exclure  l'emploi  de  ces  cooidonnées  qui  y  donnent  lien. 

El,  en  effet,  quelle  que  soit  la  nature  de  ces  coordonnées  t,~,  a,  ....  dans 

lesquelles  on  veuille  transformer  les  lignes  ou  layons  vecteurs  />,  7,  / 

il  est  certain  qu'on  lu-ul  toujours,  avec  Lagrange,  poser  réqualion  parfaiie- 
nienl  exacte 

Pdp  +  Qdq  +\{dr  ~\-...—  'E.dl  +  Hdn  +  ldc  +..., 

où  Z,  II,  i,  .  .  .  oui  les  valeurs  expiimêes  par  les  équations  du  n"  l. 

Or,  maintenant,  j'observe  que,  dans  le  premier  membre,  les  ditïérenlielles 
ilji,  d<i,  dr,  ...  manpienl  bien  les  vitesses  virluelles  du  point  <i'applicalion 
des  forces  suivant  les  lignes  p,  q,  r,  . .  .,  et  (pi'ainsi  chaipie  terme  P  d/i  est  le 
iiinnirnt  lir/iirl  de  la  force  V.  Si,  dans  le  second  nienibre.  les  dilTérenlielles 
fli,  dr.,  (h,  .  . .  ont  la  iiièiiie  picquiélé,  c'est-à-dire  si  chacune,  dl,  marque  la 
vitesse  virtucdle  du  point  ^ui\aiil  i,  (  liaque  ternie  ^dl  sera  aussi  le  moment 
viilnid  d'une  force  rc|iré>eiiiéc  pai£;  et  alors,  de  celle  é(|ualion,  ()ui  pré- 
seule deux  sommes  de  nniuienls  viilneU,  toujours  égales  de  part  et  d'autre. 
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on  peul  très  bien  conclure  que  le  système  des  forces  Z,  II,  i,  ...  est  capable 
lie  remplacer  le  système  des  forces  proposées  P,  Q,  R,  .... 

Mais  si  les  différentielles  d'i,  di:,  dn,  . . .  n'ont  pas  la  propriété  dont  il  s'agit, 
chaque  terme  î  <i;  ne  sera  pas  le  moment  virtuel  d'une  force  telle  que  Z,  el, 
d'après  le  principe  même  des  vitesses  virtuelles,  on  ne  pourra  pas  conclure, 
comme  ci-dessus,  que  l'ensemble  des  forces  Z,  II,  -,  ...  soit  équival<MU  à 
l'ensemble  des  forces  proposées.  C'est  là  précisément  qu'on  tomberait  dans 
celte  erreur  singulière,  de  tirer  d'un  principe  vrai  el  d'une  équation  exacte 
une  conséquence  fausse,  parce  qu'on  aui-ail  oublié  d'observer  que  celle  éc|ua- 
lion  n'est  pas  acluellement  sous  une  forme  qui  convienne  à  l'expression  du 
principe.  El,  en  même  temps,  c'est  là  qu'on  voit  le  moyen  d'éviter  cette  er- 
reur sans  changer  les  coordonnées  l,  ii,  u,  . . .,  qui  pourraient  y  donner  lieu. 

Car,  si  l'on  voulait  avoir  les  vraies  forces  Z',  II',  i',  . .  .,  qui,  dirigées  sui- 
vant les  coordonnées  l,  n,  a,  . . .,  sont  capables  de  remplacer  les  forces  P,  Q, 
H,  S,  . . .,  il  faudrait  commencer  par  mettre  dans  l'équation,  au  lieu  des  diffé- 
renlielles  dl,  du,  di,  ...,  leurs  valeurs  en  fonction  des  vitesses  virluelles 
mêmes,  que  je  désignerai,  comme  au  n°  3,  par  ô^,  âvr,  ou,  ..  .,  ensuite  ras- 
sembler en  un  seul  terme  tous  ceux  qui  seraient  affectés  de  oÇ,  de  même  en 
un  seul  tous  les  termes  affeclcs  de  èi:,  ...;  el  alors,  notre  même  équation 
étant  mise  sous  la  forme  nouvelle 

P  dp  4-  Q  dq  -I-  R  f//-  -h  .  .  .  =  Z'  âç  -H  n'  ârr  4-  2'  Ôcr  +  .  .  . , 

on  pourrait  rigoureusement  conclure  que  l'ensemble  des  forces  Z',  II',  i'  é(|ui- 
vaul  parfaitement  à  l'ensemble  des  forces  P,  Q,  R,  ...,  puisque  la  somme 
des  moments  virtuels  est  toujours  égale  de  part  el  d'autre. 

9.  Si  l'on  veut  faire  ce  calcul  pour  le  cas  des  coordonnées  ç,  tt,  ct  parallèles 
à  trois  axes  obliques,  on  trouvera,  en  conservant  les  dénominations  du  n"  3, 
les  valeurs  suivantes  : 


_,_  Z(i-v=)4-n(pLv-)i)-h2(Xv-fji) 
n 


I   —  >,2  —  fX'^  —  V-  -f-  2  X/JLV 

n(i  — fjL')  +  I(?.;jL  — v)+Z(]txv  — X) 


1  —  X^  —  p.^  —  y^  -t-  2  \\j.v 

^, ^  1(1  -  v^)  +  Z(  V  -  y)  +  n(Xv  -  p.) ^ 
I  —  7?  —  fJt^  —  v^  -I-  2  >ifjiy 

valeurs  qui  ne  sont  pas,  comme  on  voit,  les  mêmes  que  celles  de  Z,  II,  i,  el 
qui  n'y  pourraient  revenir  cpie  dans  le  cas  des  cosinus  >.,  \j.,  -j  tous  trois  nuls. 
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c'est-à-dire  dans  le  cas  de  trois  axes  rectangulaires  entre  eux;  ce  (|ui  éclairi' 
et  conlirinc  noire  précédente  analyse. 

10.  Ou  voii  aussi,  par  ces  mêmes  expressions,  (|ue  les  é(iuations 

E'=:0,  n'=0,  l'=0 

(MiUaînciil  les  suivantes  : 

Z  =  o,         n  =  o,        i  =  o, 

cl  réciproquement.  Si  donc  on  ne  dcnianilait  que  les  conditions  de  l'équilibre 
entre  les  forces  1',  Q,  R,  ...,  on  pourrait,  sans  avoir  d'erreur  à  craindre,  se 
contenter  de  poser  les  trois  équations 

Mais  si,  les  l'orcc.s  1*,  Q,  H,  ...  n'étant  point  en  é(|uililiic  entre  elles,  on 
demande  de  les  réiliiirc  à  d'autres  dirifrées  suivant  £,  -,  7.  il  faudra  nécessai- 
l'cuient  prendre  pour  les  forces  éiiuJNiilcutcs,  non  pas  Z,  II,  i,  mais  bien  les 
valeurs  de  2',  H',  1'. 

Et  ce  que  je  viens  de  dires'appli(iue  sans  diflicullé  à  un  système  quokou(pi<* 
de  puissances  qui  agissent  sur  dilTérenls  points  liés  entre  eux  comme  (m 
voudra.  Ainsi  les  équations  de  réquiliiirr  données  par  Lagrange  (p.  .^o  de  la 
4'  édition,  art.  12  et  suiv.)  sont  toujours  honues;  mais  les  formules  données, 
à  la  lin  de  l'article  15,  pour  l'équivalence  de  deux  systèmes  de  forces,  ne  sonl 
exactes  que  dans  le  cas  de  certaines  coordonnées. 

Nous  aurions  encore  plusieurs  choses  à  dire  sui'  ce  point  ilo  doctrine;  mais 
cette  discussion  est  déjà  longue,  et  nous  pourrions  d'ailii  ins.  s'il  itait  néces- 
saire. V  revenir  dans  une  autre  occasion. 
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NOTE  II. 

Sur  la  stabilité  de  V i-qidlibrc  ;  par  jM.   LuEiNE-DinicuLET. 


Si  un  système  de  points  matériels  est  sollicité  par  des  forces  attractives  ou 
répulsives  qui  ne  dépendent  que  de  la  distance,  et  qui  sont  dirigées  vers  des 
centres  fixes  ou  qui  proviennent  des  actions  mutuelles  entre  deux  masses, 
l'action  et  la  réaction  étant  égales;  si,  en  outre,  les  équations  de  condition 
qui  lient  les  coordonnées  des  différents  points  ne  contiennent  pas  le  temps, 
l'équation  des  forces  vives  aura  lieu.  Cette  équation  est 

Le  signe  V  s'étend  à  toutes  les  masses  du  système,  chaque  masse  étant  repré- 
sentée par  m  et  sa  vitesse  par  c;  C  est  une  constante  arbitraire.  La  fonction 
des  coordonnées  ne  dépend  que  de  la  nature  des  forces  et  peut  s'exprimer 
par  un  nombre  déterminé  de  variables  indépendantes  \,  fji,  v,  ...,  de  sorte 
que  l'équation  des  forces  vives  s'écrira 

La  fonction  9  est  liée  d'une  manière  intime  aux  positions  d'équilibre  du 
système;  car  la  condition  qui  exprime  que,  pour  certaines  valeurs  détermi- 
nées de  >.,  |U.,  V,  ...,  le  système  est  dans  une  position  d'équilibre,  coïncide 
avec  celle  qui  exprime  que,  pour  ces  mêmes  valeurs,  la  différentielle  tolabî 
de  9  est  nulle;  de  sorte  qu'en  général,  pour  chaque  position  d'équilibre,  la 
fonction  sera  un  maximum  ou  un  minimum.  Si  le  maximum  a  lieu  réelle- 
ment, l'équilibre  est  stable,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  déplace  infiniment  peu  les 
points  du  système  de  leurs  positions  d'équilibre,  et  qu'on  donne  à  chacun 
une  petite  vitesse  initiale,  dans  tout  le  cours  du  mouvement  les  déplacements 
des  différents  points  du  système,  par  rapport  à  la  position  d'équilibre,  reste- 
ront toujours  compris  entre  certaines  limites  déterminées  et  très  petites. 

(".e  théorème  est  un  des  plus  importants  de  la  Mécanique.  Il  est  la  base  de 
la  théorie  des  petites  oscillations,  qui  conduit  à  tant  d'applications  intéres- 
santes relatives  à  la  Physique.  On  doit  donc  s'étonner  qu'on  n'en  ait  donné 
jusqu'ici  qu'une  démonstration  peu  rigoureuse  et  insuffisante. 
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Supposons,  comme  il  est  permis  de  le  faire  sans  nuire  à  la  généralilé,  que 
la  posilion  d'équilibre  du  système,  ou  le  maximum  de  la  fonclion  9,  corres- 
ponde au\  valeurs  ).  =  o,  ^  =  o La  démonstration  donnée  par  Lagrange 

(Mécani/jue  analylirjue.  1"  Partie,  Sect.  111)  se  ramène  à  ceci  :  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  suivant  les  puissances  de  \,  [x,  v qui  commence 

par  les  termes  du  second  ordre,  est  réduit  à  ces  termes;  puis,  d'après  la  con- 
dition connue  du  maximum,  que  les  termes  du  second  ordre  peuvent  être 
considérés  comme  une  somme  de  carrés  négatifs,  on  déduit,  pour  /.,  a,  v,  ..., 
des  limites  que  ces  quantités  ne  peuvent  pas  franchir.  Ce  genre  de  démon- 
stration, employé  encore  dans  d'autres  questions  de  stabilité,  et  surtout  dans 
l'Aslronomic  physique,  manque  de  rigueur.  En  effet,  on  peut  douter  avec 
raison  que  des  grandeurs  pour  lesquelles  on  trouve,  avec  l'hypothèse  qu'elles 
seront  toujours  petites  (car  ce  n'est  que  dans  ce  cas  que  l'on  peut  négliger 
les  termes  d'un  ordre  supérieur),  de  pciilcs  limites,  resteront  toujours  ren- 
fermées réellement,  au  bout  d'un  temps  quelc-oïKiue,  dans  ces  limites,  et 
même,  en  général,  dans  des  limites  petites. 

La  démonstration  f|uc  nous  venons  de  citer  a  été  reproduite,  sans  modifi- 
cation importante  que  je  sache,  [lar  tous  les  ailleurs  qui  se  sont  occupés  de 
cette  matière;  et  tout  ce  que  Poisson  {Traité de  Mécanique,  \.  11.  p.  (()>)  y  a 
ajouté  i)OMr  faire  entrer  en  considération  les  termes  d'un  ordre  supérieur 
repose  sur  cette  hypothèse  inadmissible,  que  chaque  terme  du  second  ordre 
surpasse  la  somme  de  tous  les  termes  d'ordre  supérieur. 

Même  en  complétant  les  considérations  de  Lagrange,  pour  le  cas  auquel 
elles  s'appli(|uent  et  011  le  maximum  se  reconnaît  par  les  termes  du  second 
ordre,  le  théorème  en  question  ne  serait  point  prouvé  dans  toute  son  étendue. 
On  sait  que  l'existence  d'un  maximum  est  compalil)le  avec  l'évanouissement 
des  tei'uies  du  second  ordre;  il  suffit,  en  général,  que  les  premiers  termes 
dilTércnts  de  zéro  soient  d'ordre  pair,  et  que  la  somme  de  ces  termes  soit 
toujoui's  négative.  Les  formules  relatives  à  cette  tlernière  condition  n'ont  pas 
encore  été  données,  mènic  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  termes  du  (|natrième 
ordi'C.  Il  faudrait  donc  les  rechercher  d'abord.  (!ela  introduirai!  iu'C(>s>aire- 
iiii'iii  il, IMS  l;i  ib-monstraliiiii  du  liicdrènie  de  Mécanique  dont  nous  parlons 
une  gi'ande  complication.  Ilcuri'uscnu'nl,  ou  juMit  démontrer  le  priiici|)e  de 
la  stabilité  de  rér|uililirc  inilépendauimenl  de  ces  furmules,  par  une  consi- 
dération très  siniplr  qui  se  rattache  d'une  manière  immédiate  à  l'idée  du 
UMixiuiuin. 

Outil-  la  suppositiiMi  déjà  faite,  que  la  position  d'ecpiilibre  réponde  aux 
valeurs  /  —  o,  ix  =;  o,  . . .,  nous  supposerons  encore  (jue  9(0,  o,  o,  . .  .1  :^  o;  ce 
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qui  est  permis,  à  cause  de  la  constante  arbitraire.  Déterminons  la  constante  en 
ayant  égard  à  l'état  initial  donné,  pour  lequel  nous  désignerons  pari',,,  l(,>  N» 
vo,  ...  les  valeurs  de  r,  >,,  p.,  v,  ....  On  a  ainsi 

^  mv^=(j,{l,  iJ.,v,  .  .  .)  —  <p(>.o,  f^o,  Vu,  •  ■•)  -t-^  '"'l- 

Puisque  par  hypothèse  9().,  j[>i,  v,  . . .),  pour  A  ^  o,  p.  =  o,  . . .,  est  nul  et  maxi- 
mum, on  pourra  déterminer  des  grandeurs  positives  /,  m,  /i,  .  ..,  assez  petites 
pour  que  9(>.,p,v,  ...)  soit  toujours  négatif  pour  tout  système  A,  p,  v,  ...  où 
les  valeiu's  absolues  des  variables  sont  respectivement  assujetties  à  ne  pas 
dépasser  les  limites  /,  m,  n,  .. .,  excepté,  toutefois,  le  seul  cas  où  >,,  p,  v,  ... 
sont  nuls  à  la  fois.  Ce  cas  est  exclu  si  nous  ne  considérons  que  des  systèmes 
tels,  qu'au  moins  une  des  variables  >,,  p.,  v,  ...  soit  égale  en  valeur  al)solue  à 
sa  limite  /,  m,  n,  ....  Supposons  que,  de  toutes  les  valeurs  négatives  de  la 
fonction  pour  de  tels  systèmes,  — p,  abstraction  faite  du  signe,  soit  la  plus 
petite  :  alors  on  peut  facilement  montrer  que,  si  l'on  prend  l^,,  p„,  v^,  . . . 
numériquement  jdus  petits  que  /,  '/',  lu  • .  -,  et  ([ue  l'on  satisfasse  en  même 
temps  à  l'inégalité 

chacune  des  variables  >>,  p,  v,  ...  restera  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment au-dessous  des  limites  /,  /»,  n,  ....  En  effet,  si  le  contraire  avait  lieu, 
comme  les  valeurs  initiales  >.o,  po.  '•'o,  •  •  ■  remplissent  la  condition  que  nous 
venons  d'énoncer,  et  à  cause  de  la  continuité  des  variables  î.,  p.,  v,  . . .,  il  fau- 
drait d'abord  qu'à  un  certain  instant  il  y  eût  égalité  entre  une  ou  [ilusieurs 
valeurs  numériques  de  À,  p,  v,  ...  et  leurs  limites  respectives  /,  //;,  n,  .... 
sans  qu'aucune  des  autres  valeurs  eût  dépassé  sa  limite.  A  cet  instant,  la 
valeur  absolue  de  (p().,  p,  v,  . . .)  serait  supérieure  ou  au  moins  égale  à  />.  Pai' 
conséquent,  le  second  membre  de  l'équation  des  forces  vives  serait  négatif, 
à  cause  de  l'inégalité  écrite  plus  haut,  et  ([ui  se  rapporte  à  l'étal  initial;  ce 
qui  n'est  pas  possible,  V  mv-  étant  toujours  positif. 

Il  suit  encore  de  là,  évidemment,  que  les  vitesses  c  seront  toujours  com- 
prises entre  des  limites  déterminées,  puisque  l'on  a  toujours 

^  «ic-S^wcj  — 9(>.o,  Pc,  v„,  . . .). 

Il  est  évident  aussi  que  les  limites  pour  chaque  vitesse,  ainsi  que  celles  de 
chaque  variable  >,,  p,  v, ...,  peuvent  être  aussi  petites  que  l'on  voudra,  puisque 
les  quantités  /,  m,  n,  ...  peuvent  devenir  aussi  petites  que  l'on  voudra. 
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NOTE  III. 

Sur  l  vqitilihn'  d  une  /i-^/ic  (■hislujur. 


Les  formules  données  par  F.agrange  (p.  162)  supposent  que  la  force  d'élasli- 
cilé  s'exerce,  en  chaque  point,  dans  le  plan  osculatcurdc  la  ligne  en  é(|uilil)rc 
dont  elle  tend  à  rôlalilir  le  rayon  de  courbure  |irimitif;  mais  une  pareille 
liypotlièsc  est  loin  de  représenter  les  phénomènes,  et  M.  lîinet  a  remarqué 
(pi'à  la  l'one  ilélaslicité  considérée  par  Lagrange  il  est  essentiel  iI'cm  adjoindre 
une  aulrc  dont  l'effet  est  de  s'opposer  aux  variations  de  la  seconde  courbure. 
La  complication  des  formules  qui  expriment  celle  seconde  courbure  nous 
empêche  de  conserver,  en  développant  les  conséquences  de  cette  remarque, 
la  notation  et  la  marche  suivie  par  Lagrange.  Nous  nous  bornerons  à  former 
directement  les  équations  de  l'équilibre  en  iinilanl  la  mélliode  e.xposée  par 
Poisson  dans  un  Ai'licle  de  la  Correspondance  sur  l'Ecole  Polytechnique 
(t.  III,  p.  S,").-)). 

Considérons  une  ligne  élasli(iue  en  étiuilibre  AMH,  cliuil  lous  les  points 
soient  sollicités  par  des  forces  dunnécs.  Si  nous  supposons  que  la  ]iarlii'  MU 
comprise  entre  un  point  quelconciue  M  <■!  ICxlrémité  H  devieiuie  inllexible  et 
lixe,  et  (pie  l'autre  partie  .M\  devienne  scuiiMuent  inflexible  en  conservant  la 
liberté  de  tourner  autour  du  point  M,  l'étpiilihre  ne  sera  pas  déiruit.  et,  par 
conséqtn  lit,  la  force  d'élasticité  développée  en  M  doit  détruire  le  coM/>/t' auquel 
équivalent,  à  cause  de  la  fixité  du  point  M,  les  forces  agissant  sur  la  portion  MA 
de  la  courbe.  (Ir  nous  admeltrons  que  la  force  d'élasiiciié  peni  produire  deux 
couples,  l'un,  auquel  Lagrange  a  eu  égani,  agissant  dans  le  jdan  osculaleur 
et  tendant  à  restituer  à  la  courbure  sa  valeur  primitive;  l'aulie,  ayant  pour 
axe  la  tangeiilc  à  la  cdiiiIk'  élasli(|iii',  cX  iciiilaiil  ii  ili-iiiiire  la  torsion .  vw  res- 
tituant à  la  secoiid(!  courbure  sa  valeur  primitive.  .Nommons  ces  deux  coiqiles 
0  et  E.  Nous  allons  prouver  d'abord  (pie  0  est  constant,  qurllcs  t/uc  soient  les 
/ormes  données  et  la  /orme  primitive  de  la  courbe. 

Pour  dclcrininer,  en  elfel,  les  deux  couples  5  cl  K,  il  faut  réduire  les  forces 
(pii  agissent  sur  la  portion  MA  de  la  courbe  à  une  force  F,  passant  par  le 
point  M,  et  h  un  couple  (i.  Ce  couple  (î  doit  être  éiiuivalent  aux  deux  couples 
—  0  et  —  E  ayant  respectivement  pour  axes  la  tangente  à  la  courbe  proposée 
l't   iiiir   iHipiMidiculain'  à  son   plan   o-riilatrur.   Si    uow^   rc(<unnii'ui;ons   les 
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mêmes  décompositions,  en  substituant  au  point  M  un  point  infiniment  voi- 
sin M',  la  force  F  et  le  couple  G  varieront,  d'uue  part,  à  cause  du  changement 
dans  le  point  d'application  de  la  force,  et,  en  outre,  par  l'influence  de  forces 
nouvelles  agissant  sur  l'arc  MM'.  Remarquons  d'abord  que  ces  dernières  forces 
ne  peuvent  exercer  aucune  influence  sur  la  valeur  du  couple  0,  car  leur  ])oinl 
d'application  est  à  une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre  de  la  tan- 
gente au  point  M',  qui  est  l'axe  de  ce  couple.  11  suffit  donc  d'avoir  égard  au 
changement  de  position  du  point  fixe,  et  ce  changement  a  évidemment  pour 
effet  d'adjoindre  au  couple  G  un  second]  couple  produit  par  la  force  F  et  par 
une  force  égale  et  contraire  appliquée  en  M'.  Or  la  force  F  a,  comme  celles 
qui  sont  appliquées  à  l'arc  MM',  son  point  d'application  situé  à  une  distance 
infiniment  petite  du  second  ordre  de  la  tangente  en  M';  en  sorte  qu'elle  ne 
modifie  que  d'une  quantité  de  cet  ordre  le  couple  cherché,  dont  cette  tan- 
gente est  l'axe.  D'après  ces  remarques,  on  peut  calculer  la  valeur  B'  du  coujjle 
de  torsion  qui  correspond  au  point  M',  comme  si  le  cou[)le  G  ne  changeait  ni 
de  grandeur  ni  de  dii'eclion;  il  faut  seulement  le  décomposer  maintenant  en 
deux  autres,  dont  l'un  soit  perpendiculaire  à  la  tangente  en  M'.  Pour  calculer 
ce  couple  composant,  qui  représente  le  moment  de  torsion  cherché,  substi- 
tuons au  couple  G  les  deux  couples  — 0  et  — E,  qui  lui  sont  équivalents. 
Chacun  de  ces  couples  devi'a  être  multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle  formé 
par  son  axe  avec  celui  du  couple  Ô',  qui  n'est  autre  que  la  tangente  de  la 
courbe  considérée  au  point  M'.  Les  axes  des  couples  B  et  9'  forment  un  angle 
infiniment  petit  dont  le  cosinus  est  égal  à  l'unité,  si  nous  négligeons,  comme 
plus  liant,  les  infiniment  petits  du  second  ordre;  quant  à  l'axe  du  couple  —  i', 
l'angle  (|u'il  forme  avec  la  tangente  on  M'  est  droit,  si  l'on  néglige  encore  les 
infiniment  petits  du  second  ordre,  car  le  plan  osculateur  en  M  est  parallèle  à 
la  tangente  en  M';  le  cosinus  de  cet  angle  peut  donc  être  considéré  comme 
nul,  et  Ton  a,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

B'-B; 

d'où  l'on  conclut  que  le  moment  de  torsion  est  rigoureusement  constant  tout 
le  long  de  la  courbe  élastique. 

D'après  cette  remarque,  on  formera  les  équations  d'équilibre  en  écrivant 
que  les  forces  appliquées  à  une  portion  quelconque  MA  de  la  courbe,  sup- 
posée rigide,  sont  détruites  par  la  fixité  du  point  M,  et  par  deux  couples  —  0 
et  — E,  ayant  respectivement  pour  axes  la  tangente  à  la  courbe  et  l'axe  du 
plan  osculateur;  Q  étant  constant,  et  E  proportionnel  à  la  ditTérence  entre  la 
courbure  actuelle  en  M  et  la  courbure  primitive  au  même  point. 


•i&i  N(iri;s. 

.Nt)us  considérerons  en  parliciilicr  le  cas  où.  la  coiirbe  étant  |)i'in)itivenienl 
droite,  la  seule  force  applii|uéo  ajjil  sur  son  extiéinilé  A,  l'exliéniitc  \i  étant 
lixe.  En  supposant  (juc  l'on  lixe  un  point  M  dont  les  coordonnées  sont  u-,  j',  5, 
les  moments  des  foices  données  par  rapport  à  ce  point  auront  leurs  compo- 
santes de  la  forme 

cf  —  Oz  -T-  rt,, 

az  —  ce  -+■  bi, 
b.r  —  ay  4-c,, 

a,  b,  V,  «,,  bi,  f,  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  la  direction  de  la  force 
et  de  la  position  de  son  point  d'aiiplication.  En  é;.'alant  ces  moments  aux 
couples  d'élasticité  décomposés  perpendiculairement  aux  trois  mêmes  axes, 
nous  aurons  les  équations 


dyd'z- 

dzd'y 

ds 

+ 

'•J 

—  bz 

■  i    n . 

ds' 

1 

dzd-. 

ds- 

dxd'z 
1 

ds 

- 

az 

CJT 

-^>>u 

dxdr 

V  — 

dyd*x 
s 

-H 

bu 

-ay 

+  fi, 

qui  ne  différent  de  celles  de  Lagrange  (p.  iG8)  que  par  la  notation  et  par  l'in- 
troduction des  termes  en  5. 

Après  avoir  obtenu  ces  équations,  Lagrange  ajoiilc  :  l.i-ur  intégration  est 
peiil-cln-  impossible  en  général.  Nous  allons  montrer  (in'elle  est,  au  contraire, 
loujoui's  possible,  et  nous  suivrons,  pour  cela,  la  marche  indiquée  par 
M.  Bincl  (')  el  simplifiée,  peu  de  tenqis  après,  par  Wanlzell. 

Si  l'on  prend  poui'  axe  des  ;  la  direction  même  de  la  force  donnée,  les  for- 
mules précédentes  deviennent,  comme  on  h'  miIi  l'acilcmeni,  de  la  forme 

dyd'z  —  dz  d'y       „  de 
P- :i7z '-  =  °  777  --*'^' 

(I)  {P 

P 

g  étant  une  iiih>laMlc'. 

l'i  l'air  les    Ciiiniilcx  /enclin    de   l'Jttulanit;    des  Sciences    pour   iSJl.    p;i|M'S    iii' 

Cl  ii.jr- 


ds^               ~ 

cls 

dzd'- 

x  —  dxd'z 

ds 

ds'              ~ 

d.rd' 

V-dYdKv 

.dz 

0       • 

ds' 

ds' 

NOTES.  463 

La  dernière  équation  montre  que,  si  l'on  néglige  9,  comme  Lagrange  l'a  fait, 
la  courbe  sera  nécessairement  plane.  En  multipliant  ces  équations  par  dx, 
dy,  di,  et  les  ajoutant,  il  vient 

(2)  o^Ods-{- g{y  dx  —  xdj)     ('); 

on  trouve  aussi,  en  ajoutant  les  deux  premières,  multipliées  respectivement 
par  j:-  et  y, 

/ON  P   j->    ,     j  /  X        pdz{xd-Y  —  yd'^x)       ^xdx-^ydy 

(3)  ±-^d^-,i^a=dy-ydx)-i ^^ =ô -^ , 

ou,  en  vertu  de  la  précédente,  si  l'on  prend  s  pour  variable  indépendante, 
,,,  pd-z       xdx-hvdy 

(^)  ff7I^  = dT^' 

et,  en  intégrant, 

/es  2p  dz  ^         ^        c 

(5)  -^—=x''  +  y'- 

g  ds  -^        g 

Si  l'on  substitue  h  x  cl  y  des  coordonnées  polaires,  en  posant 
x'-^y'-z^r',  ^=  tango., 

les  équations  précédentes  deviendront 

9j  dz        gr'-—c 

I-  d'j)  =  —  ds,  -7-  = : 

g  ds  2/> 

d'où  l'on  déduira,  en  posant  -^  =  costp,  et  se  servant  de  la  formule  connui- 


ds^= 


da  ■:= 


ds-  =z  dr-  -+-  /■-  dio'  -i-  dz'^, 

/J  sincp  dxf 

-    . —  > 

V'^sin-(p(2/>cos(p  -+-  c)  —  Q^ 

6p  sin  ©  rftp 
(2/>  coscp  -h  c)  \/g  sin-ç)(2/>  coscp  -h  c)  —  0'^ 


(')  On  peut  remarquer  que  si,  dans  cette  formule  (2),  ou  pouvait  supposer  .r  =  o, 
y  =  o,  on  en  conclurait  0  =  o.  Il  faut  donc,  pour  qu'il  y  ait  torsion,  que  la  force  ne  soit 
pas  directement  appliquée  au  point  de  la  courbe  sur  lequel  s'exerce  son  action. 

(/.  Bertrand.) 
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on  aura  ensuite 

(Iz  =  /  COS9  ds, 

X  =rcosw, 
y  ^/-sinoj, 
0  ds 

(F 

& 


«tu 


lie  sorte  que  x,j,  ;  pouridiil,  par  des  (juadralures,  s'exprimer  eu  l'onclion  de 

l'angle  o. 

(Noie  de  M.  J.  Bertrand.  ) 


NOTE  IV. 

Sur  lajiy;nrc  (l'ttiu-  masse Jlui(Ic  aiiimèe  d' un  mouvement  de  rolalion. 


Reprenons  les  équalions 

<2) 


m  M  -  f  _  A- 
mL     ~B'' 


mN-f  _  A' 

iiil.      ~  O' 


(|ui  uni  t'ic  olHciiiic's  par  Lay;raiiir('.  à  la  pa^'e:>ii);  on  s'apcrrdil,  loul  d'alioid, 
que  le  raisonnement  qu'il  emi)li)i('  u'élablil  pas  avec  rigueur  l'égalilé  des 
axes  B  et  C.  M  et  \  no  dillVranl,  en  cllcl,  que  jiar  le  changement  des  Icllros  B 
et  C  l'une  tlans  l'autre,  on  voit  hiou  (juc  l'Iiypollièsc  B  =  (1  irduil  los  deux 
équations  à  une  seule,  mais  il  n'est  |)as  évidonl  que  celte  livpoliièse  soit 
nécessaire  pour  (pie  los  écpialions  puissent  avoir  lieu  en  mémo  temps.  Nous 
allons  niiinlrcr,  en  cdi'l,  <|u"il  cxislo  des  l'urinos  ellipsoïdales  à  axes  inégaux 
pour  li'squellcs  ré(pii!ilire  est  possible. 

Les  expressions  que  Lagran^'o  désigne  |iar  L,  M,  \  sont  dé\eloppees  dans  la 
Méifiiiù/uc  céleste  de  Laplaee  et  se  liouvenl  aujourd'hui  dans  la  plupart  des 
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Traités  de  Mécanique.  On  a  (') 


i[jL  f  x^  dx 


'i\i.    r         x^  dx 

3 1/.    r  x''-  dx 

dans  CCS  formules,  ,'j.  désigne  la  masse  de  l'ellipsoïde,  et  l'on  a  posé 

II  =  v'(i  +  >''-^')('  +  >'"^')- 

Cela  posé,  si  l'on  élimine  /  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  obtient  la  rela- 
tion 

(3)  (M  -  N)  (1+  l')  (i  +  l"-)  =  L(>,2 -  l"-), 

ou,  d'après  les  expressions  de  L,  M  et  N  écrites  plus  haut, 

égalité  à  laquelle  on  peut  satisfaire  de  deux  manières  : 

1°  En  posant  )v'r=:>,,  ce  qui  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  et  s'accorde 
avec  l'indication  de  Maclaurin  rapportée  par  Lagrange; 

2°  En  posant 


(5) 


x''  dx         C  x'''  dx 


cette  équation  fournira  >.  en  fonction  de  V  et  conduit  à  l'ellipsoïde  à  axes 
inégaux  signalé  par  M.  Jacobi. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  (|ue,  pour  chaque  valeur  de  "k,  l'équation  (5) 
fournira  une  valeur  correspondante  de  X'. 

Si,  en  effet,  on  la  met  sous  la  forme 

...  r'x^i-x-^){i-i-^-k"-x'-)dx 

(o)  /     ïp =0. 

on  voit  que,  en  attribuant  à  X  une  valeur  déterminée,  le  premier  membre  est 

(•)  Mécanique  céleste,  l.  II,  p.  11. 

XI.  59 
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positif  lorsque  "/.'  csl  nul,  c\  n(''p;alif  si  À'  est  très  grand;  il  s'anmile  donc, 
néccssiiironieiil,  [unir  iiiic  cfrlaine  valeur  positive  de  >.'. 

On  peut  consulter,  pour  plus  de  détails,  la  Note  insérée  par  M.  Liouville 
dans  le  tome  XIV  du  Journal  <le  l'Ëco/e  Polytcc/inifjite  {WIU'  Cahier),  yous 
indi(|uerons  aussi  un  article  inséré  par  M.  I.iiniville  au  tome  IV  de  son 
Journal,  et  qui  contient  quelques  remanjues  intéressantes  relatives  à  l'équa- 
tion (6).  Cet  article  est  intitulé  :  Observations  sur  un  Mémoire  de  M.  }\ory. 
La  question  a  enlin  été  traitée  par  un  géonièire  allemand,  M.  Meyer,  de 
Kœnigsbcrg,  M,  Mever  s'est  dcniaiidé  (')  si,  pour  une  vitesse  de  rotation 
donnée,  plusieurs  formes  ellipsoïdales  à  trois  axes  inégaux  peuvent  assurer 
l'équilibre,  et  il  parvient  à  démontrer  qu'il  n'en  peut  exister  qu'une  seule. 
M.  Meyer  démontre  en  même  temps  qu'à  une  vitesse  de  rotation  donnée 
correspondoMi,  en  général,  deux  liirmes  ellipsoïdales  de  révolution;  c'est  ce 
que  l'on  peut  voir,  du  reste,  dans  la  Mécanique  céleste  de  La|)lace,  tome  II, 

page  56. 

(  Note  de  M.  J.  Bertrand.  \ 


NOTE  V. 

Sur  itne  équation  signalée  par  Lagrange  comme  impossible. 


Lagrange  a  été  conduit,  page  298,  à  regarder  comme  impossible  l'équation 

(,)     i  =§(a;2H-j»)I)m  x(Sx)I)m)'H-S(.r-+;')Dmx(3.r;l)m)« 

'  _H  ^{y'--\-  z'-  )  Dm  X  {^v:  Dm)'  +  a^JT  Dm  x  ^.r;  Dm  -+-  §.)  ;  Dm  : 

mais  il  ne  s'est  pas  aiTèlé  à  démouirer  celle  inipossiliililé,  qu'un  premier 
aperçu  lui  faisait  regarder  comme  dil'licile  à  établir.  Le  but  de  cette  Note 
est  «le  remplir  cette  lacune  qui,  «lu  reste,  a  élé  «léjà  l'objet  d'un  travail  «le 
M,  lîinet.  l'osons 

rtr^^j'  Dm,        /^rr^J^j'Dm,        c-^c'Dm, 

d  =  ^aryDm,        ez=^j:zl),n,        /:^^fzhm; 

(';  Jourmildc  (rr/ir.  t.  2i. 
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il  faut  prouver  que  l'égalité 

(2)     {a  -^  b)  {a  ^  c)  {b  +  c)  —  d'-{a  -\-  b)  +  e'^ia  +  c)  +P{b  +  c)  -^idef 

ne  peut  avoir  lieu  dans  aucun  cas.  Pour  le  faire  voir,  nous  allons  montrer 
que,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  le  résultat 
est  essentiellement  positif. 
Or  on  obtient  ainsi,  pour  premier  membre, 

2  a^c  +  A-  c  -+-  ac-  -+-  bc-  -f-  ca-  -+-  ba-  -h  ab- 

—  (6  -t-  c)/-—  {a  -h  c)e- —  (a  +  b)d-—  -idef, 

ce  que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 


(3) 
Or  on  a 


(   2  ( abc  —  def)  -\-  {ab  —  d-)  (a  ^  b) 

I       -t- («c  — e-)  («-Hc) -t-(6c  — /-)(6  4-c). 

ab  —  d-=  § .r^  Dm  x  §/'  Dm  -  ( §  .vj Dm)-, 
ac  —  e-  =  ^x^  Dm  x  §  --  Dm  —  (§  -p-  Dm)-, 
bc  —f-  =  S  r-  Dm  X  §  3=  Dm  -  (  ^yz  Dm)S 

et  il  est  très  facile  de  voir  que  ces  trois  dilTérences  sont  positives;  de  plus, 

des  inégalités 

ab  >  d-. 


(4)  ac>e\ 

\  hOf-, 

on  déduira 

a''-b'-c'->d'-e'-p, 

et,  par  suite, 

abc>  def; 

et  l'on  voit  alors  que  tous  les  ternies  de  l'expression  (3)  sont  essentiellement 
positifs,  et  que,  par  conséquent,  celte  expression  ne  peut  jamais  s'annuler. 

Nous  avons  admis  les  inégalités  (4)  comme  évidentes.  Si  l'on  suppose,  en 
effet,  que  le  nombre  des  points  du  système  ait  une  valeur  finie  quelconque  n, 
la  première  de  ces  inégalités,  qui  ne  dilfére  des  deux  autres  que  par  des 
changements  de  lettres,  devient 

(m,.rj+  m,^x\  +...■+-  m^a:;,)  ('«i/;-t-  »i,yl  -+-...  +  ni^yl  ) 
>( '"  1 -^1  Ji  H- ■  ■  • -H- "»« -^"/i  J«  )- ; 
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or  elle  peul  s'écrire 

V  V  ,;, ,  ,„ ,. ( .r,  V,  —  .r,  j,  )'  >  o, 

el,  sous  celle  forme,  elle  devient  coniplèlcnu'iil  cvidenle.  Le  seul  cas  d'ex- 
ceplioii  sérail  celui  où  tous  les  éléments  de  la  somme  seraient  nuls.  Celle 
condition  ne  pourrait  être  remplie  pour  les  trois  inégalités  ('()  à  la  fois  que 
si  tous  les  points  du  système  se  trouvaient  sur  une  même  li^ne  droite  passant 
par  l'origine. 


(Noir  de  M.  .1 .  Jlirlrtiiitl.) 


■  BBB  i>     


INOTF.  VI. 

Sur  les  équations  différentielles  des  problèmes  de  Mécanique,  cl  lu  forme 
que  l'on  peut  donner  à  leurs  intégrales. 


Dans  la  Section  I\'  de  la  seconde  Parlic,  Lag-range  fait  connaître  la  forme 
très  reinarqualjle  cpie  prennent  les  équations  de  la  I)ynami(iue,  lorsque  l'on 
substitue  aux  coordonnées  des  divers  points  un  système  quelconque  de 
v;irialiU's.  Nous  allons  revenir,  dans  ('0110  Note,  sur  la  turiiuilidu  de  ros  éipia- 
tions.  Nous  iiidi(|uerons  ensuite  une  transformation  très  heureuse  (|ue  leur  a 
fait  subir  M.  Ilamilton,  et  dont  on  peut  déduire  plusieurs  pi-opriétés  de  leurs 
intégrales  qui  conviennent  à  tous  les  problèmes  auxquels  s'applique  la  trans- 
formatiiiii  de  M.  Ilamillon. 

I. 

Soient  x,,  >-,,  ;,,  .^j,  }j,  :^,  ...,  x,,,  y„,  z„  les  in  coordonnées  des  points 
d'un  système;  n,=  o,  IIi^o,  ...,  n3„_/;  =  o,  Su  —  /,  équations  de  liaisons 
qui  définissent  le  système.  Dans  ces  équations,  les  3«  coordonnées  pciiMMit 
figurei'  d'un,e  manière  quelconque  avec  le  temps  /;  désignons  par  </,,  7.,  .... 
r/),.  k  variables  nouvelles,  telles  que  l'on  puisse  exprimer  les  in  coordon- 
nées ./■,,  V,,  c,,  .  .  .,  .r„,  r„,  •:„  en  fonction  de  ces  variables  el  du  h'inps  1.  h-s 
formules  qui  exi)rimenl  les  coordonnées  élaul  Iclles,  bien  enlendu,  ipie  les 
(■qualions  II,=:o,  II,:=o,  ...,  Il3„_x-=="  deviennenl  idenliiiucs  lorscpTon  y 
sub>lilue  aux  diverses  coordonnées  leur  expression  en  fonclion  des  variables 
nouvelles. 
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Les  équations  du  mouvement  ont,  comme  on  sait,  pour  type  général 

,     .  '  rf^  )',  ^r     ^.      d^,    ^.      dU^    ^  dli,,,^, 

(i)  '  mi  -f-  —\i-hli- hli- h .  .  .  +  >.3„-A-      .        > 

I  dt-  àfi  Oji  ofi 

1  "''■  rfZ^  =  ^'-  +  '■'  ^  +  ^-  ^  +  •  •  •  +  '•'«-''■  ^^  ' 

la  lettre  i  désignant  un  nombre  entier  quelconque  au  plus  égal  à  n,  m,  la 
masse  du  point  dont  les  coordonnées  sont  x^,  v,,  j,,  et  X,,  Y,,  Z,  les  compo- 
santes de  la  force  qui  sollicite  ce  point. 

,,,...        ,       ,         .         ,  >  .  dxi     dvi     ():, 

Alultiplions  les  équations  (i),  respectivement,  par  ^ — >  y—,  - — >  et  ajon- 

tons-les  à  toutes  les  équations  analogues  c|ue  l'on  obtiendrait  en  attribuant 
à  «les  rt  valeurs  dont  il  est  susceptible;  il  viendra 


(2) 


)         Zé       •\d>J,„     dl^     ^  dq,„     dt-    ^  dq,n     dt^-J 
V        .^\       d'/,,,  drj,„  à'inj 


les  facteurs  \i.  In,  ■  •  -,  ^-zn-A-  disparaissent  dans  l'atldition  à  cause  de  la  rela- 
tion 

^\dx^   dq,„  df{i    d(J,n  dz^    dq,n) 

qui  résulte  de  ce  ([ue  la  fonction  ^^  (a  désignant  un  indice  quelconque  au 
plus  égal  à  3/i— /.)  s'annule  identiquement  lorsque  x^,  x,,  ...,  x„,  y,, 
j2,  •••,  fn>  -1;  -2.  ••■.  -n  sout  remplacés  par  leurs  valeurs  en  '/,,  '/.,,  .... 
f/k  et  t. 

Le  second  membre  de  l'équation  (2)  doit  être  regardé  comme  une  fonction 
connue  des  variables  </,,  qi,  ....  q/^  et  t;  car  X,,  Y,,  Z,,  x,,  y,-,  ;,■  sont  donnés 
par  l'énoncé  du  problème  en  fonction  de  ces  k -h  i  variables.  Il  n'y  a  donc 
pas  lieu  de  transformer  ce  second  membre,  et  nous  le  désignerons  par  une 
lettre  Q„,. 

Pour  transformer  le  premier  membre,  écrivons-le  de  la  manièi-e  suivante  : 

,  ■^  /  dxi  dx',        OVi   dj,        àz,    dz', 

'^\dq„t    dt         dq,n    dt         dq ,,1    dt 

en  désignant  par  x],  y],  z',  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  dont  les 
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coordonnées  sont  x,,  j,,  ;,.  On  a  idenliquemcnt 


ô(j,„    cU        dq,„   lU 


•y^       I  OXi  axi        OYi  ayi   ,    dz,  dz'A 


(5) 


''    V^  /     ,    ÔXi  ,    ÔVl  ,    ÔZt 

dl  ^      '\    'à'/,,,        -"àq,,,  '0>/,„ 

_  V       (    '  —  ^^'         ,  ([  àzi         ,  d   dz,  \ 


^h  J>'i,  -1  sont  donnés,  [)ui'  liypolhèse,  en  fonction  de  7,,  (/,,  ...,(/<  et  /;  en 
différcntiant  les  formules  qui  les  expriment,  on  aura 


(6) 


dx/       dxi    ,       àxi    , 

dxi    , 

■■-^dqj'- 

d)'i        dVi    ,       ôvi    , 

'^=    dt    -^àq^^^^àq./^^^- 

dvi    , 

■■^àq,.'^- 

dzi        dzi           dz, 
'=  dt    +Jy,^'-^J7.^' 

-dq,'^^' 

J.= 


d'oïl  Ton  conclut 


dxi  dx'i 

dq,n  ~~  dq,„  ' 


àqm        àq'J 


dz,  ^  dz)  . 
àq,,,         dq',„  ' 


on  a,  d'ailleurs, 

d  dXi         d-Xj 


d'-x, 


d'-Xi 


dt  dq,„        dqmdt        dqxdq,,,'^       dq.dq, 


72 


d'-x, 
dqt,  dq, 


7*. 


ce  qui  équivaut  évidouinienl,  d'après  la  valeur  de  x,  fouruic  par  ré(|ualion  (6), 

à  -r- —  On  oblicndiait  de  même 
dq,,, 

d   dy,  _  dy'i  d    dz,  _  èzj_ 

dt  dq,„  ~~  ~dq,„  dt  d<i,„  ~  dq,„ 

Si  MOUS  avons  égard  à  ces  relations  et  si,  do  plus,  nous  posons 

l'équation  (4)  dcvioiidra 

dt  dq'in       dq,,,  "" 


(In  (iliiiiMiiIra  /.  écpialious  de  même  fiuini'   en  ailrilmant  successiMincni   à 
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l'indice  m  chacune  des  valeurs  1,2,  . . .,  A',  et  l'on  formera  ainsi  les  /,  équa- 
tions différentielles  suivantes  : 

d_  JT  _  àj^_  Q 

dl  di]\       dqi 


d    ()T 

dl  ù'i'. 

l)q. 

:=Q„ 

d  ÙT 
dl  d(j',, 

(Y? 
dqk 

=  Q/„ 

c[ui  sont  précisément  les  équations  de  Lagrange.  Dans  ces  équations,  les  in- 
connues sont  ^1,  (],,  . . .,  (//,,  cl  leurs  dérivées  q\,  q\,  . . .,  g',,;  Q,,  O.,,  . . .,  O^ 
sont  des  fonctions  données  de  ces  inconnues;  il  en  est  de  même  de  T,  car  x,, 
fi,  Zi  étant  donnés,  par  hypothèse,  on  peut  former,  par  la  différenliation, 
x'i,y,,  :[.  11  est  important  de  remarquer  que,  d'après  les  règles  de  la  différentia- 
lion,^;,  y'i,  ;;■  seront  des  fonctions  linéaires  de  7',,  q',,  . . .,  q'/„  et  que,  par  suite, 
T  sera  une  fonction  algébrique  entière  et  de  degré  2  de  ces  diverses  dérivées. 
Si  les  expressions  de  .r,,  r,,  ;:,■  ne  contiennent  pas  explicitement  la  lettre  t,  et 
cela  aura  lieu  toutes  les  fois  que  les  liaisons  seront  indépendantes  du  temps, 
on  voit  facilement  que  x),  y'^,  z'i  seront  des  fonctions  homogènes  du  premier 
degré,  et,  par  suite,  T  une  fonction  homogène  de  degré  2  par  rapport  au\ 
variables  q\,  q',,  . . .,  q),.  Celle  remarque  a  une  grande  importance. 

II. 

Nous  supposerons,  dans  les  considérations  qui  vont  suivre,  un  système  dont 
les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  sollicité  par  des  forces  ayant  pour 
composantes  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction.  Nous  admettrons, 
en  un  mot,  que  le  principe  des  forces  vives  soit  applicable  au  problème  dont 
nous  nous  occupons. 

Reprenons  les  équations  dillérentielles  du  mouvement 

dl  dq\        dqi  ~  ^" 

(I)  {   dl   ùq\_  dq,  -^'-' 


,dldq,,        dq,,"^''' 
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ces  équations  sont  du  second  ordre,  mais  on  peut  les  ramener  au  premier 

ordre  en  considéi'ant  <y', ,  q'.. q).  comme  /:  inconnues  nouvelles  délinies 

par  les  équations 

et  nous  aurons,  de  celle  manière,  un  système  de  ik  équations  du  [iremier 

ordre. 

Poisson  a  eu  l'idée  de  transformer  le  système  des  équations  (i)  et  (2)  en 

■    1       •  1,       «^T 

substituant    au\    inconnues   '/.,  (i^,    ...,  7,.  les    inconnues    nouvelles  -7-7- » 

/ 1      / .  11.  j,^  ^ 

-T-^1  •••>  -^:-r'>  qui  en  sont  des  loiictions  linéaires:  mais  il  n'a  pas  développé 
d(i.  (l'jk 

complètement  son  calcul  de  transformation,  et  M.  llainiltun  a  donné,  le  jjre- 
mier,  les  équations  très  simples  auxquelles  ces  variables  nouvelles  vont  nous 
conduire. 
Posons 

les  équations  (1)  deviendront 

^  _  dT  _  ^         ^^  _  <rr  _  n  ^  _  '^I  =  «i 

fit  dq,~^"  dl  ôq.~^- dl  ~ô,J^        ^*' 

mais  la  substitution  des  variables  /?,,  p^,  . . .,  /?*  à  q\,  rj\,  . . .,  fj),  exige  que 
les  seconds  termes  de  ces  équations  soient  transformés.  Il  est  clair,  en  ellet, 
que  T  étant  exprimé  en  fonction  de  7,,  7»,  . . .,  7*,  7',,  7',,  • . .,  q'n,  puis  en 

fonction  de  7.  i/.. 7/,,  />,,  /)«,  - . .,  Pa,  n'aura  pas,  sous  les  deux  formes,  la 

même  dérivée  [)ar  rapport  à  7,,,. 
T  étant  une  fonction  homogène  de  dcirré  >  des  variables  7,.  7'j q],,  on 

a,  identiquement, 

^        ,  <JT         ,  «)T  ,   dT 

Ôq,  Oq,  <>'/k 

ce  que  l'on  |ieiil  éci'ire 

(•■5)      T  =  7',  ^^    -+-  q\  ]^.      ....  ^-  7'    —  -  T  -  q\  /.,  4-  q\p,  +  .  .  .  -H  q^H  ^  T. 

Prenons  la  variation  des  deux  mendires  eu  laisanl  variei'  toutes  les  variables 
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à  la  fois;  il  vient 

.^         ,   .  .   .  .   .  àT   .  rïï  .  ÔT    , 

(4)        oT  =  7,  oy7,  +  <7,o/), +  ...  +  '/*  0/?/.-  ^  oq,-  ^orj.,-...-  ^^O'Ik- 

(Nous  supprimons,  clans  le  second  membre,  les  termes  p,,,  oe/,„  et  —  -^-r-  o(f,„ 
qui  se  détruisenl.) 

Or,  en  considérant  T  comme  fonction  de  /?,.  /Jj.  .  . .,  />/„  7,,  «y,,   . . .,  y^;.,  on 
conclut  évidemment  de  ré(|uation  (1) 

(n         ,  d'ï  dT         , 

Les  équations  (6)  donnent  aux  équations  du  mouvement  la  forme 

^     '       dt         "'       dqi  dt        ^-       d'i,  dl  "'       ôiji." 

et,  si  on  leur  adjoint  les  relations  (5), 

dpi        dt  '  dp,        dt  '  '  <)p/,        dt 

on  aura  2Â-  équations  difïérentielles  du  premier  ordre  entre  les  inconnues  p,, 

p, /)/,,  q,,  q,,  . . .,  q/,:  Pour  simplifier  ces  équations,  rappelons-nous  que 

X,,  Y,,  Z,,  composantes  de  la  force  qui  sollicite  le  point  ,r,,  j',,  ;,,  sont,  par 
hypothèse,  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  U,  et  que  l'on  a 


dU  .r  _àV  7  _  (>U 

dXi  dVi  dzi 


donc,  en  se  reportant  à  la  définition  de  la  fonction  Q„,, 

àxi       -,    dvi        „    dz 
«y™  O'i'm  dq 


Q,„  =    >     \,-  ^— -    -+-  \  ,■   -r^   +   Z,  - 


on  en  conclut 

O  -^. 

dq,„ 

Si  l'on  remet  dans  les  équations  (A),  à  la  place  de  O,,  Qj,  •  ■  -,  Q/,,  les  valeurs 

fournies  par  cette  formule,  et  que  l'on  pose,  de  plus,  U  — T  =  II,  ces  éqiia- 
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lions  deviennent 


,  dp^dU.  dp^_d\\  dp,,  _  d\\ . 

^  ''  ''Il      '  <)<!,'  dt    ~  O'i."  ■■■'  dt    ~  ôii,} 

si   l'on  reniai-fiiic,  lmi  (nitio,  i(ii(',  1    ni'  conlenanl  |)as  />,,  />.,    ....  />/,.  on  a 

rfH  dl    .      .       ..        ,„,  ,.     . 

-7—  := r— '  'es  équations  (B)  pouiront  s  l'criie 

dpi  dpi  ^  ^    " 

(D)  dqi__d^  ^/j— _^.  ...,  dqjl__d\\ 

dt   ^       dpi'  dt   ~       ûpi  '    "'  dl    ~       àpk 

Les  systèmes  (C)  et  (D)  donnent,  sous  la  forme  la  pins  simple,  les  équations 
d'un  problème  de  Mécanique  auquel  s'applique  le  principe  des  forces  vives. 
On  voit  que  deux  prohlémcs  de  ce  genre  ne  difTèrenl  l'un  de  l'autre  que  par 
le  noinl)i'e  des  vurialilcs  cl  la  foime  de  la  foncliDii  II. 


III. 

ONoi(iuc  l'on  soit  loin  de  savoir  intégrer,  en  général,  les  équations  (  (])  et  (U) 
du  paragraphe  précédent,  leur  forme  permet,  néanmoins,  d'établir  plusieurs 
théorèmes  l'cirl  iinpiirtanls,  (jui  s'applirincnt  à  toiilcs  les  questions  représen- 
tées par  ces  équations. 

Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  suivant,  qui  est  dû  à  lla- 
milton  : 

TiiÉOiiÈMK.  —  Les  inli'f^rales  d'un  problème  de  Mécanique  auquel  s'applù/uc 
le  principe  des  forces  vives  peuvent  toutes  s'exprimer  en  égalant  à  des  con- 
stantes les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  prises  par  rapport  à 
d'autres  constantes. 

Reprenons  les  équations  différentielles  d'un  problème  de  Mécanique  anijucl 
s'appli(|iii'  le  princi|H!  des  forces  vives: 


C) 


\   'Tir  ~'^7)q,'  dt    "■*"  àq.' 

dl  dpi  dt    "       dpi 


dpk 
dt 

Oqic 

dqic 

ÔW 

dt 

~          ()PA 

^^npposdhs  fpie,  cesé(inations  avant  été  intégrées. />,,  p. /u,  '/,.  75 7< 

soient  l'dinms  en  foixtian  de  l  cl  de  v. /.  cnnstanics  arbitraires.  Si  nous  remet- 
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tons  ces  valeurs  clans  la  fonction  H,  nous  aurons,  en  dilTérenliant  le  résultat 
par  rapport  à  l'une  des  constantes  y., 

dx        Opi   do>.         '         Opi;   ôa.        Oiji   Ox        dq,   dx       •    ■  '    q^j^   j^jj 

c'est-à-dire,  en  ayant  égard  aux  équations  (i),  qui  sont,  par  liypoiiiése,  satis- 
faites, 

dx  ^        dt    àx         dt     dx       '"        dl     dx         dl     dx        dt    dx       '"        dt     àx 
ce  que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 
,^,     d\l        d  (     df/i  dq,  0(/a\         d  (     d'u  dq,  dqi, 

^■'^  Tx-dt[!'^À-^P'-it.^----^P''i^)-d-x[p^iF^''-^iir^---^'''^ 

Mais,  la  fonction  T  étant  homogène,  de  degré  2,  par  rapport  à  q\,  q',.  ...,  q).-, 

on  a 

dl     ,        dT     .  dV     ,  „, 

Or  celte  expression  ne  ditfère  pas  de  celle  dont  la  dérivée,  par  rapport  à  x, 

figure  dans  le  second  membre  de  l'éciualion  (3),  en  sorte  que  cette  équation 

devient 

^H  d  (      dqi  dq,  àq/,\  d'F 


ou  encore 


àx=d-t[P'-à^^P'-JÊ^---^P'--^     -'dx 


()(H  +  2T)  df       dq,  dq^  ,  dq/i 

dx  dt  y     dx       '     dx  '      dx 

ou.  en  intégrant  les  deux  membres  par  rapport  à  /, 

\  \      dx  dx  dx.  jt, 

les  indices  o  et  <  placés  au-dessous  des  parenthèses  indiquant  qu'il  l'aul  y 
supposer  le  temps  égal  à  zéro  ou  à  t. 

L'intégrale    /     (H  4-  2T)  dl  est  une  fonction  de  l  et  des  2/.  constantes  ai'hi- 
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Iraircs;  désignons-la  par  S,  rôqiiatioii  prôcrdenlc  deviendra 


si  nous  la  mulliplions  par  dy.,  pour  l'ajouter  ensuite  à  toutes  les  équations 
analogues  que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  la  constante  x,  successivemeiil. 
l);tr  toutes  celles  qui  figurent  dans  les  intégrales  du  problème,  on  aura 


(7) 


0S>  =  /J,  07,  +/)2  07,  +  .  .  .  -+-  Pi;  oq^. 

—  (/'i)o('5'7i)o—  {Pi)A'>'}^.)o  —  -  ■  ■—  {pic)o{oq/.)o. 


en  désignant  par  le  signe  0  la  variation  totale  d'une  l'onclion  des  diverses 
constantes,  lorsque  celles-ci  varient  toutes  à  la  fois. 

Uemarquons,  actuellement,  que  S,  étant  une  Ibnclion  de  /  et  des  2  A-  con- 
stantes arbitraires,  peut  s'exprimer  en  fonction  de  l  et  de  7,,  q-,,  . . .,  7*,  (7,  )„. 
iqi)»^  •  •  •>  (7*)o-  On  a  admis,  en  effet,  que  7,,  72,  . . .,  7*  sont  des  fonctions 
de  t  et  de  2Â  constantes;  si,  dans  les  /<  équations  qui  les  déterminent,  on  fait 

/  =  o,  on  obtiendra  A- équations  nouvelles,  dans  lesquelles  (71)0,  (7s)o 

(7a.)o  remplaceront  7,,  q,,  . ..,  7/,,  et  qui,  jointes  aux  précédentes,  permettent 
d'exprimer  les  2A  constantes  en  fonction  de  l  et  de  7,,  q.,,  ....  7*,  (71)0. 
(7.,),,,  ...,  {7a)o. 

Si  nous  supposons  (juc  le  calcul  indiqué  soit  clTeclué,  J'iMiunliDn  {7)  four- 
nira la  variation  <le  S,  lorsque  toutes  les  variables  dont  cette  fonction  dépend, 
à  l'exception  de  /  seulement,  reçoivent  des  accroissements  inlininient  petits. 
On  en  conclut,  d'après  les  principes  du  Calcul  dilférentiel, 


(8) 


f}S  di  dS 


d(^„  — ''''""  d{q,)o-        '""• d(q,) 


0 


et  ces  é(]ualions  ayant  lieu  entre  />u  p^,  . . .,  /)*,  71,  72,  •  •  -,  7a,  le  temps  /  et 

les  2A  constantes (/),)o,  (/j,)» (/J/.)o,  (Vi)».  (Vs)...  •••,  (7*)o.  «'l'es  sont,  évi- 

ilciiiiiiiiii,  les  intégrales  complètes  du  prniilèine.  On  peut  remarquer  (|ue  les 
é(|ualions  qui  composent  la  deuxième  ligne  du  groupe  (8)  forment  un  système 

à  part,  dans  leipiel  ne  figurent  pas/),,  Pi /'*,  et  permettent,  par  consé- 

ipieni,  de  calculer  les  inconnues  7,,  7j,  ...,  7*  en  fonction  du  temps  et  de 
toutes  les  valeurs  initiales  (71)0,  (7-.)o>  ■  •  ■>  (7a)o.  (/'i)o.  (/'î)o.  •  •  ■>  {Pk)o- 
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IV 


D'après  la  manièi'e  dont  la  fonction  S  s'est  inlrodiiile  au  paragraphe  précé- 
dent, il  semble  que,  pour  la  connaître,  il  soit  nécessaire  d'avoir  préalablement 
résolu  le  problème  dont  on  s'occupe.  Mais  nous  allons  montrer  que  celte 
fonction  satisfait  à  une  équation  dillérentielle  partielle  du  premier  ordre, 
dont  toute  intégrale  complète  peut  la  remplacer  dans  la  formation  des  équa- 
tions intégrales  du  problème  de  Mécanique. 

Nous  avons  posé 


i=f     (II  +  2' 


(i)  S=^     (IlH-2T)rt'i; 

<•  0 

en  se  reportant  au  paragraphe  II,  on  a 

H  =  U-T; 


donc 


S=  ^   (U-t-T)^<. 


Différentions  les  deux  membres  par  rapport  à  /,  et  remarf|uoiis  (|ue  S  con- 
tient /,  explicitement,  et  aussi  à  cause  de  (ji,  q^,  . . .,  '//,.,  qui  on  dépeudeni; 
nous  aurons 

^'''  ôl       d'il   dt   '^  dq-i   dt  dqk   dt  ' 

,,     dq.     dq,  dqi;  ,„.,.,. 

Or-j—j  -j--)  •••,  ~-  sont  des  lonctmns  Imeaires  de  />,,  p,,   ...,  p/,,  c  est- 

•     1-        /  £.  mx    1      <^S      <JS  dS       ,  ,  ... 

a-du'e  (Ï!  III)  de  ^ — ,^ — >  ■••)  ^; — ,  de  sorte  que,  par  la  substitution  de  ces 

dqy     dq.  dqk 

valeurs,  l'équation  (2)  deviendra  une  équation  différentielle  partielle  du  sec(jnd 
degré  par  rapport  aux  dérivées  de  S.  Pour  former  cette  équation,  il  faudrait 
transformer,  comme  nous  l'avons  indiqué,  la  somme 

qui  figure  dans  le  second  membre;  or  le  résultat  de  ce  calcul  sera  évidem- 
ment le  même  si  l'on  substitue  à  cette  somme  l'expression 

Piq\-hp2q',-ir...-hiHq'/., 
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■        .-..•  Il  .1     '^^     <^^  ^^ 

iMii  11  l'ii  ilillere  (iiio  par  le  cliaiiffemenl  de  -; — >  -^ — >  ■  •  •  >  -r —  en  />,,  />,,  .... 

à'/t    diji  dqk 

Pi,,  cliaiigemeiii  ilmii  l'i-fTel  sera  délruit  par  le  diang-emenl  inverse  (|ii('  l'un 
ildil  l'aire  à  la  lin  du  c^iiriil.  ()i-,  hi  rmiriidii '!' cUint  liiiiii()y:r'ii('  dti  second 
degré  i)ar  rapport  à  </,,  y.,,  ....  '//,,  on  a,  idt'iilii|iic'nK'nl, 


^T    ,        dj    ,  dl    , 

-,~   y,  -+-  — r  7,  -+■  .  .  .  4-  -r-7 


2 T  =  --.  <i\  -+-  VTT 7 2 -+■  •  ■  •  +  XT '/*  —  Pi'l\-^Pt'l't-^---  +  Pkq'k : 


on  sorte  tpjc  l'équation  (2),  à  laquelle  satisfait  la  l'onction  S,  peut  s'écrire 
svnilioli(iiiement 


U^T=f-.2T. 


c'est-à-dire 


(3)  U=^-^(T). 

les  pan'iillièsos  ipii  ciiloureiil  '1'  iii(lii|iiaiil  i|iie  celte  l'inirlidii  doil  rire  ex- 
primée CM  l'onction  de  y,,  /'«,  ..,,  />/.,  et   (pie  ces  variables  seront  ensuite 

,      .  JS      OS  OS 

lemplacees  par  ^ — >  -. — ,  •••>  ^, — 
d'/,    O'/i  O'jk 

l.'éi|ualion  (3)  adiiiclira  une  inlinili''  (\o  solutions  contcuani  cliacnne  /.  con- 
stantes arbitraires,  et  (jue  Lagranjre  nomme  les  intégrales  complètes.  L'une 
de  ces  intégrales  sera  la  fonction  S  (jue  nous  avons  définie  dans  le  paragrapbe 
l)récédent;  mais  nous  allons  n)ontror  f|ue  toute  autre  intégrale  complèle  peut 
remiilacer  celle-là  et  fournir  la  sii|uti(jn  du  prcdiième  de  Mécanique  dont  on 
s'occupe. 

Soit,  on  effet, 

(4)  S  =  r(/,7,,  '/:!'   ■■  •'  '/A.  '-'l.'Ts,    .  .  .,  Ok) 

une  telle  intégrale,  salisfaisaiil   idontiquonicnl  à  l'équation  (,3)  et  contenant 
/■■  conslanlcs  arbitraires;  si  l'on  pose 

dS        ,  dS        ,  dS        , 

Je  dis  que  l'on  ani-a  la  solution  complèle  iln  pr(dilcmo  pi'oposé,  et  (pio  ces 

équations  (5)  fournii'onl  les  valeurs  de  y,,  7,. '//,   on   foiKlioli  do  /  ol 

de  •,>/.   constantes  arbilraii'os.    l'nur   le   dcinonlrer,   r:qqiel(iMs-ncins   ipie   les 
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équations  différentielles  du  mouvement  sont 

I    dt  dqC  dl.  d'h'  dt  dq  1/ 

(6) 

dans  lesquelles  H  désigne  la  différence  U— T.  U  ne  contenant  pas  p\,  p,,  .... 
/*/,,  on  a 

dpi  ~       dpi  ' 

en  sorte  que  la  seconde  ligne  des  équations  (6)  peut  s'écrire 

d^_ÔT_  (lqj__^  d,iu  __  dl 

^"'  dt  ~  dp,'  dt   ^  dp,'  ■■■'  dt    ~  dpk 

Nous  commencerons  par  montrer  que  ces  équations  (7)  peuvent  se  déduire 
du  système  des  équations  (.5). 
En  différentiant  ces  é(|ualions  (5)  par  rapport  à  t,  nous  aurons 

à  laquelle  il  faudra  adjoindre  A  —  1  équations  que  l'on  formera  en  changeant 
dans  celle-ci  a,  en  a,,  «,,  . .  .,  c//,..  Le  système  des  k  équations  ainsi  obtenues 
donnera  les  valeurs  de  <]\,  </',,  ...,  7/,,  qui  résultent  des  relations  (5). 

Or,  en  différentiant  par  rapport  à  «,  l'équation  (3),  à  laquelle  S  satisfait 
idenliquemenl,  il  vient 

-~ —  désignant  ici  la  dérivée  par  rapport  à  a,  de  l'expression  dans  laquelle 
se  transforme  f,  lorsque  1  on  y  remplace  p,,  p,,  ....  pi.  par  -r — >  ^; — ,   •  •  • , 

O'Ji       O'J, 

-T —  On  a  évidemment,  d'après  cela, 

(10)  '     —  '  '       ' 


da,         àpi  dr/iûfti        dp,  d>i,da,       '"'       dp^  dqkda,^ 

et,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  il  faudra  encore  transformer 

d1     d1  d'Y  ,  dS      d%  ()S 

^i — 5^ — j  •••'3 — '  en  V  remplaçant  »,,  /).,,  ...,«/,  par  -^ — ,  -r — >   ••■)  ^ — 
dp\     dpi  dpk  '      -        '  "  '  -'        '  '     '        à(]i     àq,  d'il, 
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Pour  iiKliqncr  ccito  Iransformalioii,  nous  placerons  ces  (|iiaiililés  entre  des 
liai'cnllièses.  L'équalion  (9)  dcvienilra  alors 

il  liunu'lle  on  poiiiTa  joindre  I;  —  i  équations  que  l'on  formerait  en  cli;inj;c;iiii 
dans  celle-ci  n^  en  a.,,  a,,  . . .,  a/,.  Or,  si  l'on  compare  le  système  des  équa- 
tions ainsi  obtenues  avec  celui  iliuu  réqn:iti(iti  (8)  est  le  type,  on  en  conclut 
que  ce  dernier  sera  satisfait  par  les  valeurs  suivantes  tics  inconnues  t/\, 
72-  ••■'  'h  ■ 

Or,  ou  a  démontré  |  §  II,  équation  (5)]  les  relations 

dT  _    ,  àT  _    .  àT  _    . 

en  sorte  que  les  formules  précédentes  peuvent  s'écrire 

(>3)  Ç\'=il\)'         l'i  —  i'ïi)^         •••.         '//;  =  (7*). 

(7i  )>  W-i)y  •  •  •'  il'k)  désignant  ce  que  dcvieniicnl  les  expressions  y',,  7,,  . . ., 

(/](.,  lorsque,  après  les  avoir  exprimées  eu  foiutiou  do  /»,,  />. /»^.,  on  icm- 

...  JS      <)S  tJï'     c  ■    ,  . 

place  ces  dernières  variables  par  ^^ — ,  -; — ,  •  ■  •  ■>  -z —  Supposons  mainienant 

qu'en  faisant  subir  celte  transformation  aux  seconds  membres  des  équa- 
tions (12)  on  exprime  en  même  temps,  et  par  les  formules  mêmes  dont  on 
aura  à  faire  usage,  les  premiers  membres  en  fonction  de  />,,  /».,  ....  />x; 
on  formera  un  système  d'équations  dont   les  deux  im>mbres  ne  dill'éreronl 

,      ,                      ,  d'à      ()S  <)S 

«nie  par  le  cliansement  de  p.,  /'., /U  en  -i — ,  -r — >  •■•!  -r — i   cl  dnui  nu 

'   '     '   -  '  (h/i       th/.,  (h/;. 

déduira,  ]iai'  <<>iiséi|ueul, 

(.4)  y-.-^,         /..=  -^-,  ....         p.  =  ^^- 

Si  nous  revenons  acluellemeul  aii\  écpialions  (12),  on  pciil  les  éi  lin- 

<)r  ,        ()T  ,)T 

'^      dpi  "      dpt  dpk 

en  >Mppriuiaiil  irs  iiurciillièscs  qui  ii'niil   plus  d';iiilic  (dijcl  ipie  d'indiquer  la 


NOTES.  481 

.     ■      •        1      dS      dS  dS    .    ,  ...         .  ,  .   -     , 

substitution  de  ^i — >   -r — >   ■  •  •  >  -r —  a  des  quantités  qui  leur  sont  eo:aIes  en 
0'/,     dq.  dqk 

vertu  des  équations  (lA).  Les  formules  (i5)  forment  une  moilié  des  équa- 
tions différentielles  du  mouvement,  qui  sont,  par  conséquent,  satisfaites. 

Les  équations  (jui,  jointes  au  système  (i5),  représentent  les  conditions 
complètes  du  problème  sont  les  suivantes  : 

^     '  dt  ~  ôqC  dt  "  dq'  '"'  dt   "  dqu' 

Pour  montrer  qu'elles  sont  également  satisfaites,  différentions  par  rapport 
à  t  les  équations  (i4);  les  résultats  obtenus  seront  de  la  forme 

OU,  en  remplaçant  (7,,  (7.,,  ...,  a/,  par  leurs  valeurs  -r — >  -r — >  ■••)  -r — , 

dp,         ()^S         d'-%  d1  0"-%      d1  d-%      dT 

dt         ô<ix  ôl        dq\   dpx        t)'/,  dq^  Op,       '  '  '       dq,  àq^  àp/, 

Différentions  actuellement  par  rapport  à  q,  l'équation 
(■9)  U  =  ^+{T); 


àt 


il  viendra 

/  ^U  _    d^S     ,    d{T) 
\  f]qi  ~  dt  dqi  '^    dqi 

(20) 


~  dtdqi       \dqj       \<ipij  dq'l       \dpj  dq,dqi      '"      \<)pj âq^âqi' 

,  /dT\      /dT\ 

ou,  en  remplaçant  I  -= —  1,    (  -r —  j,  ■  ■  ■  par  leurs  valeurs  9,,  q.,,  . . .,  </<., 


dq,         dtdq,         \dqj^  "dq',         ''dq,dq,        ■■■^"'dq.ûq. 

En  comparant  les  équations  (17)  et  (21),  on  conclut 

dt  "  dq,       [dq,)' 
XL  61 
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Or  011  peut,  on  vcrlu  des  relations  (i4),  enlever  les  parenthèses  qui  entourent 

T — )  et  I  on  a  cnlni 

dpj_  _  d{\5  —  T)  _  àU 
dl    ~         dq,  Oq, 

C'est  précisément  la  rclalion  que  nous  voulions  établir;  on  oliiii'ndrail  des 

1  ■  (f/).,  dpi. 

valeurs  analogues  pour      -  >  •  •  •  >  -y-,  et  il  est  prouve,  par  conséquent,  que 

toutes  les  éfiualions  du  moiivenieiil  sont  satisfaites  par  le  système  des  rela- 
tions (o). 

L'idée  de  substituer  à  la  fonction  S  de  M.  Ilamilion  1  diic  ([uelconque  des 
intégrales  de  l'équation  à  laquelle  elle  satisfait  est  due  à  Jacobi  (').  La 
démonstration  a  été  dévelop[)ée  [lar  lui  dans  le  cas  d'un  système  sans  liai- 
sons. IMusieurs  géomètres  ont  traité  de|)uis  la  même  question,  mais  je  ci'ois 
la  démonstration  précédente  plus  simple  que  celles  qui  avaient  été  données 
jusqu'ici. 


M.  Ilamilion  nomme  la  fonction  S,  à  la(|uellc  se  rapportent  les  calculs  pré- 
cédents, la  (onclion  principale  du  problème.  11  a  considéré,  en  outre,  une 
antre  fonction  (|u'il  nomme  caraclérislique.  et  que  nous  désignerons  par  ^'. 
Nous  croyons  devoir  |)lacer  ici  la  délinition  do  cette  fonction  V  et  l'indica- 
tion de  sa  propriété  la  plus  iinpiuiante.  C'est  elle  qui  s'est  présentée  d'abord 
à  M.  Mamilton,  et  c'est  en  l'étudianl  (|iril  est,  je  crois,  le  plus  facile  tl'aper- 
cevoir  les  idées  qui  l'ont  guidé. 

/'' 
La  fonction  \'  n'est  autre  chose  que  l'intégrale    /    dl^nn-  tpie  l'on  con- 

sidère  dans  lo  jirincipc  île  la  moindre  action,  de  telle  sorte  ijifen  cherchant 
à  démontrer  ce  principe  on  peut  être  conduit  de  la  manière  la  jikis  natu- 
relle, comme  on  va  le  voir,  à  la  belle  découverte  de  M.  HamiliDii. 
D'après  la  notation  adoptée  dans  cette  Note,  on  a 


\       I    2  J  dl  -  j    (/>,  '/\  -+■  p^q\  +  ...  +  p„  <i„ 


)dl; 


(  '  )  Journal  de  C relie,  t.  17. 
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on  en  déduit 


ÔV 


=  +  /  (  />!  ô'/',  +  Pi  07;  + . . .  +  /)„  ô^;,  )  ch 

+  /    { 'l\  ô/^i  +  72  0/^2  +  •  •  •  -+-  7«  °Pn  )  àl, 

le  signe  ô  se  rapportant  à  la  variation  de  toutes  les  constantes  qui  figurent 
dans  7i,  70,  .  ■  -,  qn, Pu  Pi,  ■•-,/'«• 
En  intégrant  par  parties  les  termes  de  la  première  intégrale,  et  remarquant 

que  07,=  — j^y  il  vient 
ÔV  =  r  '  (-  07,  ^  _  Ô7,  ^  -  .  .  .  _  Ô7„  ^  +  7;  o>,  +  7;  o>,  +  .  .  .  +  7;,  §P,)  dt 

+  {Pi^q^-\-  p,Of],  +  .  .  .-hPaOr/nYo, 

les  indices  o  et  i  placés  après  les  parenthèses  indiquant  ([u'il  faut  y  rem- 
placer successivement  le  temps  par  o  et  l,  et  faire  la  différence  des  deux 
résultats.  Or,  d'après  les  équations  différcniielles  du  mouvement,  on  a  évi- 
demment 

—  oH  =:  —  07,  -^  —  070  -i^  —  .  .  .  —  57,,  -i^  4-  7,  opi  4-  7,  ûp,-h...  +  7„  op„  ; 

en  sorte  que,  ôH  étant  constant  en  vertu  du  princiiic  des  forces  vives,  l'équa- 
tion précédente  devient 

è\=:—  t  ôH  +  pi  07,  -H  p.2  072  + . . .  +•  /?„  oq„—p1  ôfj/\—p?^  §ql  —  ...  —  pi  07». 
Si  donc  on  considère  V  comme  une  fonction  de  7,,  72,  . . . ,  7,,,  7",  7!!,  . . .,  q% 


dY  _ 

P-'         ■•■'         ()7°  ^     '^'"         dH~ 

Ces  équations  peuvent  être  considérées  comme  la  solution  complète  du  pro- 
blème proposé,  qui  sera,  par  conséquent,  résolu  si  l'on  parvient  à  déter- 
miner la  fonction  caractéristique  V;  V  satisfait  comme  S  à  une  équation  dif- 
férentielle partielle  dont  une  seule  intégrale  complète  suffit  pour  résoudre  le 
problème.  Mais  nous  renverrons,  pour  l'étude  de  cette  équation,  au  Mémoire 
de  Jacobi,  qui  a  traité  avec  développement  le  cas  d'un  système  libre;  le 


et  de  H,  on  aura 

dY 

àq.  =/^" 

dq-2 

dq\-       P^' 

dV 

Oql 
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cas  d'un  sysli'iiic  ù  liaisons  fiuelcontiucs  ne  préscnlcra  aucune  diflioullé  aux 
Iiersonnes  qui  auront  étudié  les  propositions  analogues  démontrées  plus 
liant  et  relatives  à  la  fonction  S. 

Nous  ne  pouvons  indiquer  ici  aucune  application  particulière  de  la  théorie 
qui  fait  l'objet  de  cette  Noie.  On  pourra  consulter  utilement  plusieurs  Mé- 
moires de  M.  Liouville,  insérés  aux  tomes  \1\'  et  XVI  de  son  .lournal  et 
dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i85o, 

(Noie  de  M.  J.  Bertrand.) 


NOTE  VU. 

Sur  ail  théorème  de  Poisson. 


Poisson  a  fait  connaître,  dans  l'un  de  ses  Mémoires,  un  théorème  très 
général  sur  lequel  il  avait  fondé  une  manière  nouvelle  de  présenter  la 
théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Quoique  ce  théorème  sem- 
blât extrêmement  remarquable  en  lui-même,  Poisson  se  contenta  de  l'appli- 
(|iier  Mil  but  spécial  (iii'il  se  proposait,  sans  iiiiliqiier  nièiiie  qu'il  fût  pcwviblt' 
d'en  faire  un  autre  usage.  Plus  de  trente  années  après,  au  moment  même  de 
la  mort  de  Poisson,  l'attention  des  géomètres  fut  appelée  de  nouveau  sur  ce 
point  par  l'illustre  .lacobi,  qui  signala  le  théorème  de  Poisson  comme  un 
résultat  proiligieux,  et  le  plus  important  à  ses  yeux  de  toute  la  science  du 
mouvement.  Jacobi  n'ajoutait  d'ailleurs  aucun  dévclopiiemenl  à  celle  asser- 
tion, sur  laquelle  ses  œuvres  posthumes  nous  donneront  peut-être  quelques 
détails.  Le  but  de  cette  Note  est  de  faire  connaître  le  théorème  de  Poisson 
cl  il'iiidi(|uer  le  parti  (|ue  l'on  peut  en  iIilm'  pniir  rintégralion  des  équations 
dill'érentielles  de  la  Mécanique. 


Considérons  un  problème  quelconque  de  Méciiniipie  aiupiel  s'applique  la 
IraiisforniMlimi  de  M.  lliiiiiiiloii  exposée  dans  la  Noie  pn-céileiile.  Soient 


1  'Li!l 
\  dt 


dp,        ù\\  dpi       ô\\  dpk        on 

-I — , —  )  — ,7  —  -H-    ,      ,  •  •  •  1             —  --  rr  H — r —  j 

</'/i              dl             â,/.  dt  d(ji- 

<j<i,  _ _  <)n  d,,,  _ _  ,n\  d<i^  _     ,)n 

(il  "~      dpi'  dt    "       dyj, '  '          dt  ~      dpic 
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les  éqiialions  différentielles  de  ce  problème.  Si  l'on  suppose  connues  deux 
intégrales  de  ce  système  d'équations,  contenant  chacune  une  constante  arbi- 
traire et  résolues  par  rapport  à  ces  constantes, 

(2)  a  =  9('7i,(72,  . . .,  qK,Pi,  pi,  . .  .,  pk,t), 

(3)  P  =  'H'7i.'/2.  ■■■,']k,PuPî,  ••■-  /'/.-,  0- 
le  théorème  de  Poisson  consiste  en  ce  que  l'expression 

à'l\  àpi        dpi  O'ji        Oq,  ôp^        ôp-,  à'/-,       '"       Oq/,  àp/,-       ôp/,-  dq;/ 

qu'il  désigne  par  (x,^),  conserve  une  valeur  constante  pendant  la  durée  du 
mouvement;  en  sorte  que,  si  ié<jiiation 

(a,  P)  =  const. 

n'est  pas  une  identité,  elle  sera  une  intégrale  du  système  d'équations  diffé- 
rentielles proposé. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  allons  former  la  dérivée  de  l'ex- 
pression (a,  (3)  et  vérifier  qu'elle  est  nulle;  on  a 

c/(a,  (3)  _  Y  /^  ^<^        ^jS    cl   dx        da    d   ()(3        d'^    cl   dx 


cil  ^  \àqi  ctl  ôpi    '     dpi  dt  dqi         dpi  dt  dqi         Ôqi  dt  ôpt 

Or,  a  et  |3  étant  des  intégrales  du  système  (i),  -^  et  -^  sont  nuls  identique- 
ment lorsque  l'on  a  égard  à  ces  équations,  et  l'on  a 

dx      y  ^  dH  _  ^  (M  _  d^      ^  ô^dR  _d^<m  _    ^ 

dt        m^ôpiàqi        dqiôpi^     '  dt        jmd  dpidqi        dqidpi~°' 

si  l'on  différenlie  ces  deux  équations  par  rapport  à  /?,■  et  à  qi-,  i'  désignant  un 
indice  quelconciue,  on  aura 

(6)      ^^'^        X  f-Êl?^^       <)ct     à'U  d'-x     dK       dx     dm    \ 

dtdpi'      ji^\dpidpr  Oqi       dpiàqtdpf       àqidpf  dpt       dqi  dpidp,)  ^    ' 

d'x        y  /    d'x     dU       dx     d'U  d'x     dil       dx     d'U    \_ 

dt  dqr      ^  \dpi  dqit  dqi       dpi  dqi  dqr       dqc  dqr  dpi       dqt  dpi  dqr)  ~  "' 

et  deux  autres  équations  qui  ne  différeraient  de  celles-là  que  par  le  change- 
ment de  X  en  |3. 
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On  a  d'ailleurs 

d    dx  d'à         •^     <?'«      dpi         d*(x     dçi d'ix        •^     d'à     OU         ô'x     d}l 

dt  dpi-      dt  dpf      -fc^  dpi  dpr  dt       ôrjj  ôpr  dt        dt  dpi-      -«^  ôpi  dpi  ù'ji      O'/i  dp,'  dpi 

±  dy^_    d-(x        Y     d-x     dp,         d'-x     d,/,  _    d°-x        y    j}L^     <^  _     '^''^     ^ . 
dt  dqr      dt  d(}v      ^^  dp,  diji   dt       d(ji  dqv  dt        dt  d'/i      -«^  dp,  d'/r  d'/t      diji  d<ji-  dp,  ' 

on  vertu  de  ces  rclalions,  les  équations  (6)  cl  (7)  peuvent  s'écrire 

g  d^   dx       y  (dx     dm  dx     d'U    \_^ 

dt  dpi       ^\dpi  d'/idp,'        d<ii  dpidpi')~ 


(9) 

d    dx        y  /  <^^      <^'  'I 

dt  df/r      ^mi  \dpi  dqidqv 

dx    dm 

dqi  dpiàqr 

cl  l'on  aui 

rail  de  mémo 

(10) 

rf   <j;3    ^  y  d'^     dm 
dt  dpf      ^  dpi  dqi  dpr 

d?,    dm 

dqt  dpi  dpr 

(") 

d    dp    ^  y  d'p      dm 
dt  dqr      -^  àpi  dqi  dqr 

dp    dm 

dqi  dpi  dqr 

Si  l'on  déduit  des  équations  (8),  (9),  (10),  (i  1)  les  valeurs  de  -1-  ~ —  >  -j   j — > 

d    dp     d    dp  .  ,  , , 

-r  TT-i-)  -7-  ^r-i— )  pour  toutes  les  valeurs  de  1  indice /,  cl  (111  on  les  reporte  dans 
dt  dpr    dt  dqv 

l'équalion  (5)  que  nous  voulons  démontrer,  on  obtiendra  une  ideiiUlé,  comme 
on  s'en  assure  bien  simplement  en  remarquant  qu'après  cette  substitution 
tous  les  icrnies  du  second  membre  coiilienneiil  en  facteur  «ne  seconde  déri- 
vée de  la  fonction  II;  en  réunissant  les  termes  qui  corresixmdent  à  la  même 
dérivée,  on  verra  qu'ils  sont  au  nombre  de  quatre  et  se  détruisent  deux  à 
ileuN.  On  en  coiiciul 

dt 
et,  jiar  suite, 

(a,  p)  =const., 

ce  qui  est  précisément  le  lliéorème  de  l'oisson. 

Si  (a,  P)  est  une  fonction  des  variablrs  (/,,  7.; y^.,  />,,  /)j,   .  .  .,  p^  (pie 

l'on  ne  puisse  pas  considérer  comme  fonction  de  x  et  de  p,  celle  équation 
(;(,  (3) —const.  sera  une  troisième  intégrale  (pie  Ton  pourra  combiner  avec 
les  deux  intégrales  x  et  p,  île  manière  à  former  une  nouvelle  expression  con- 
stante (|iii,  dans  cerlaiiis  cas,  (loiiiia  èlre  une  (pialrieme  intégrale,  et  ainsi  de 
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suite.  Malheureusement,  les  cas  dans  lesquels  ce  procédé  ne  condnil  pas  à 
des  intégrales  nouvelles  sont  excessivement  nombreux.  Nous  allons  donner 
quelques  détails  sur  celte  question  importante. 

II. 

Soient 

a=9l'  |3=?2.  "/=<?3.  •■■-  ^  =  ?2/!.- 

les  intégrales  d'un  projjlème  de  Mécanique,  9,,  9,,  . . .,  o^k  représentant  des 
fonctions  des  inconnues  et  de  la  lettre  l  qui  conservent  la  même  valeur  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement.  Une  fonction  arbitraire  de  91,  9,,  ....  o,/^ 
partagera  évidemment  la  même  propriété,  et  nous  pourrons  regarder 

A  =  F,(9,,o,,  ...,92A-)  =Fi(a,  p,-/,  .  .  .,-n,l) 

comme  étant  aussi  une  intégrale  des  équations  différentielles  du  mouvement. 
Si  nous  considérons  une  seconde  intégrale 

B=F2(9i'  92.  ■■■,(?2k)  —  F.2{a,^,y,  ...,-n,l), 

F,  et  F2  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  on  vérifiera  bien  facilement,  par 
les  seules  règles  de  la  dilTérentialion,  qu'en  combinant  les  deux  intégrales  A 
et  B,  comme  il  a  été  dit  dans  le  paragraphe  précédent,  on  obtiendra  identi- 
quement 

Celte  formule  fournit  le  résultat  de  la  combinaison  de  deux  intégrales  A  et  B, 
en  fonction  des  résultats  obtenus  par  la  combinaison  des  intégrales  dont  A 
et  B  dépendent;  elle  nous  sera  fort  utile. 


ni. 

Lorsque  l'on  connaît  deux  intégrales,  que  nous  désignerons,  pour  abréger, 
par  le  nom  des  constantes  a  et  |3  qui  y  figurent,  il  peut  arriver,  de  deux  ma- 
nières différentes,  que  le  résultat  de  leur  cotubinaison  ne  fournisse  pas  une 
intégrale  nouvelle.  Cela  aura  lieu,  en  effet,  si  l'expression  (a,  (3)  est  identi- 
quement constante,  et  si,  sans  être  identiquement  constante,  elle  est  fonction 
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(le  «  cl  de  ^,  (le  nianid-rc  à  pouvoir  rC'sulter  de  la  combinaison  de  ces  deux 
intégrales.  Il  esl  iniportanl  d'examiner  ces  deux  cas  el  de  reconnaître  s'ils 
doivent  iiéquemmcnt  se  pr(;'senter.  Nous  démontrerons  d'aljord  un  tliéorème 

(lui  pcrnicl  do  les  rallaclier  l'un  à  l'antre. 

Si 

«  =  ?,         (3  =  '| 

sont  deux  intégrales  d'un  même  problème,  telles  tjue  (a,  (3)  soit  une  /onction 
de  a.  et  de  (3,  //  existe  toujours  une  fonction  de  a  et  de  (3  qui.  égalée  à  une 
constante  y.  fournira  une  intégrale  telle  que  (x,  y)  soit  identiquement  l'unité. 

Un  a.  en  ofTcl,  d'après  la  lornuile  du  paragraphe  précédent, 

si  donc  (a,  3)  est,  comme  on  l'a  supposé,  fonction  de  a  et  de  p,  on  pourra 
toujours  déterminer  •/  par  la  condition 

dy  I 

et  faire  en  sorte  (juc  {x.y)  soit  égal  à  l'unité. 

IV. 

.'Vprès  avoir  niontré  rpie  les  deux  cas  dans  lesquels  le  théorème  de  Poisson 
donne  des  résultats  illusoires  sont  liés  intimement  l'un  à  l'autre,  nous  allons 
nous  borner  à  étudier  les  intégrales  qui,  combinées  avec  une  intégrale  don- 
née. ihumiMit  à  l'oxprossion  de  Poisson  une  valeur  identiquement  conslaïUe. 

Nous  dénionlrerons  le  lliéoièine  stiivani  : 

Quelle  que  soit  une  intégrale  donnée  «,  on  peut  toujours  compléter  la  solu- 
tion du  problème  en  lui  adjoignant  d'autres  intégrales  (3,,  P,,  . . . ,  J3,<.- ,  qui, 
combinées  avec  «,  donnent  à  l'équation  de  Poisson  une  forme  identique,  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 

(«.Pi)  =  '.         (=<.(3î)=o,         (5t,(3,)  =  o.         ...,         (a,!3,«.,)  =  o. 

Nous  commencerons  par  remarquer  que,  quelle  que  soil  l'intégrale  x,  il  est 
iinpo.ssible  ([u'il  n'en  existe  pas  moins  une  antre  'j.  telle  (|ue  {x,  5t  soit  dliré- 
renl  de  zéro. 
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Si,  en  effet,  il  en  était  autrement,  l'équation 

■^   doL    d^         r)a    (?{3  

■-^  dp\  df]i        dy,  ôpi  ~~ 

clans  laquelle  la  fonction  (3  est  regardée  comme  inconnue,  admettrait  toutes 
les  solutions  de  l'équation 

^  ()pi  d(]i       d'ji  dpi  ~    ' 

qui  exprime  (jue  (3  est  une  intégrale.  Or,  ces  deux  équations  étant  linéaires 
et  contenant  le  même  nombre  de  variables  indépendantes,  ne  peuvent  avoir 
la  même  intégrale  générale  sans  être  identiques,  ce  qui  exige,  évidemment, 
que  (X  soit  une  fonction  de  H,  c'est-à-dire  que  l'intégrale  donnée  soit  celle 
des  forces  vives.  Mais,  dans  ce  cas-là  même,  il  existe  une  intégrale  qui, 
combinée  avec  a,  donne  pour  résultat  l'unité;  c'est  celle  dont  la  constante 
est  ajoutée  au  temps.  Notre  assertion  est  donc  démontrée  dans  tous  les  cas. 
Nous  montrerons,  en  second  lieu,  qu'à  une  inlégrale  donnée  y.  il  en  corres- 
pond toujours  au  moins  une  autre  |3,  telle  que 

(«,^)  =  i. 

Soit,  en  effet,  y  une  intégrale,  telle  que  (a,  y)  soit  différent  de  zéro.  Posons 

{x,y)=o, 

(3C,0)l=£, 

(a,  £)  =r  -rj, 

et  arrêtons-nous  lorsque  l'une  des  intégrales  o,  s,  y;  sera  identiquetuent  con- 
stante ou  fonction  des  précédentes.  Il  est  impossible  que  l'un  de  ces  cas  ne 
finisse  pas  par  se  présenter,  car  le  nombre  des  intégrales  distinctes  est  néces- 
sairement limité.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

■a  =  F(3:,  y,  0,  £), 

la  fonction  ¥  pouvant  se  réiluire  à  une  simple  constante.  SoilîTj(x,  y,  o,  s)  une 
nouvelle  intégrale  que  je  nomme  Ç,  on  aura 

^^       ^(Jro  dvs  dm 

ay  do  as 

et,  en  posant  (a,  Ç)  =:i,  on  obtiendra  une  équation  différentielle  de  laquelle 
on  déduira  ej. 

XI.  62 


WO  MITES. 

Nous  pouvons  actuellenuMil  domicr  l;i  ilriiionslralion  tlu  iliéoriMiie  (|iii  fail 

l'ol)jel  fie  te  paiaj:ra|)lie. 

l  lie  iiilé^'iale  y.  élaiil  iloiinée,  on  peut  toujours  compliler  la  solulioii  ilu 

])rol)li'me  par  des  iiiléjrrales  ^,,  (3.,  . . .,  ;3.<   ,.  telles  que 

(5(,?,)  =  i,         (3(,(35)=:o,         ....         (a,;5j<._,)=o. 

L'exisleiice  ilc  l'intégrale  ^,,  telle  que  (;(,  p,)  =  i,  a  été  tlénionlree  plus  haut. 
Il  reste  donc  à  prouver  qu'il  existe  2/.  —  2  intégrales  distinctes  de  a  et  de  ^, 
qui,  coniljiiiées  avec  y.,  donnent  à  l'éipiatinn  de  Poisson  la  lorine  0=^0.  Nom- 
mons, en  ell'et,  pi  le  nombre  des  intégrales  qui  remplissent  cette  condition, 
et  désignons-les  par  '^.,,  ^3,  ■••,  î^ji+i-  Si  jjl -h  1  est  moindre  que  2/,  — 2,  il 
existera  des  intégrales  indépendantes  de  celles-là,  ainsi  que  de  a  et  de  J3,.  Soit 
^[n.j  une  de  ces  intégrales,  posons 

(3!,  |i|i+«)  :^;=  Kli-t-a- 

[3^+3  sera,  |)ar  hypothèse,  différent  de  zéro.  Il  le  sera  égalcniiMil  de  luiiilé, 

car  on  aurait  sans  cela 

(a,  (3|j,+.— (3,)=:o, 

el  J3pi-^î — j3,  scraii  alors,  d'après  ce  (|ue  nous  avons  supposé,  fonction  de  |î|, 
pî,  . ..,  [3^.+,,  en  sorte  (pie  3,^,,  ne  serait  pas  une  intégrale  iiini\ell(\ 
Posons 

(«,  Pjl-t-»)  =  |3(t+5> 

et  ainsi  (le  suite,  jusqu'à  ce  (pie  nous  arrivions  à  une  intégrale  identiipiemeni 
constante  ou  fonction  des  précédentes.  Soil 

p(ji+/^=  r  (P|i+i-ii  p\f.+i-ii  P|i+/-3)    •■•>   pli   ^) 
cette  intégrale,  el  posons 

y  = 'f'Cpli-i-i- 1>  P|x-*-i-î>  P(i+i   ji    ••■>  pi>  *). 

nous  aurons 

(Jro  ans       ^  ùrs 

"i-'|n-/-l  O^^^i    j  "Pi 

el,  en  égalant  {y.,  •/)  à  zéro,  on  obtiendra  évideniiiienl  une  équation  en  rn,  deuil 

l'inlégrale  fournira  des  solutions  fonctions  de  |^,.  |'i|jL.,s.  i^n+j i^iiH-i   i<  et 

distinctes  de  (3,,  (3.,,  . . .,  f3n+,;  car.  sans  cela,  il  existerait,  contrairement  à  ce 
ipie  l'on  a  supposé,  une  relation  entre  les  intégrales  ohieiiiie>  avant  (3,^,. 
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Nous  avions  donc  fail  une  liypollièse  impossible  en  limilant  à  [j.  le  noml)re  des 
intégrales  qui,  combinées  avec  a,  donnent  un  résultai  identiquement  nul,  et' 
il  est  impossible  que  fj.  soit  différent  de  ■?./{  —  9.. 

Le  lliéorème  énoncé  est,  par  conséquent,  démontré. 


D'après  ce  qui  précède,  une  intégrale  x  élaiil  donnée,  o/i  peiii  compléter  la 
solution  du  problème  par  des  intégrales  (3,,  (3,,  ...,  [3,i._i,  qui,  combinées 
avec  a,  donnent  toutes  à  la  formule  de  Poisson  une  formule  identique.  Il  ne 
faut  pas  croire  cependant  que  toutes  les  intégrales  du  problème  soient  pour 
cela  dans  le  même  cas. 

(^considérons,  en  effet,  l'intégrale  la  plus  générale 

^(^>  |3i,  (32.  •  ■  •.  Pîh-\)  =ri; 
on  aura,  d'après  la  formule  du  paragra|die  11, 

,        ,  „      dr)         i)f\ 

(^,-,)=:(a,p,)^=;jp^' 

et,  par  conséquent,  l'expression  (a,  r;)  ne  sera  identiquement  constante  (|ir' 

SI  -5^  est  constant   lui-même;   mais  on   voit  (|uo   toutes  les   intégrales,   en 

nombre  infini,  qui  résultent  de  la  combinaison  de  a,  p^,  . .  .,  [3.,/.. _,,  (loiiiieront 
un  résultat  identiquement  nul,  si  on  les  combine  avec  c.  Celles-là  seules,  (iiii 
contiennent  ;3,,  peuvent  conduire  à  des  résultats  non  identiques.  Les  deux 
intégrales  a  et  (3,  se  trouvent,  d'après  cela,  liées  l'une  à  l'autre  d'une  manière 
toute  spéciale,  et  je  proposerai  de  les  désigner  sous  le  nom  d' i  11  lé  l-;  rai  es  con- 
juguées. Les  propriétés  de  ces  intégrales  conjuguées  formeraient  une  éiiuie 
intéressante,  dont  les  développements  ne  doivent  pas  trouver  place  ici.  Pour 
l'application  que  l'on  peut  faire  du  théorème  de  Poisson  à  l'intégration  des 
équations  dilTérentielles  de  la  Mécanique,  je  renverrai  à  un  Mémoire  i)ublié 
dans  le  tome  W'II  du  Journal  de  M.  Liouville.  page  SgS. 

(  Note  de  M.  J.  Bertrand.  ) 
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?s"OTE   Mil. 

Sitr  Us  osrilldlioiis  i/ijininiciil  ficlilrs  d' itn  syslcmc  de  ror/is . 
par  .M.   (i.   D.vKitoix. 


Vil  (Icliiii  (le  la  Section  sixième  (p.  SGg),  Lagrange  étudie  d'une  manière 
approriiiidic  les  oscillations  très  petites  qu'exécutent  les  dilTèrents  corps  d'un 
syslènir  lorsqu'on  les  écarte  très  peu  do  leur  position  d'i''i|iiililire.  L'emploi 
des  admiraijles  résultais  que  lui  doit  la  Mécani(|ue  analvtiijue  permeKail  seul 
d'aborder  avec  succès  cette  question,  une  des  plus  importantes  et  des  plus 
générales  ([ui  se  présentent  dans  la  (liéoiie  du  inouvemenl.  Ouelques-uns 
des  résultats  que  I.atrrange  énonce  ne  sont  pas  suflisamment  élahlis.  I,a  solii- 
lion  du  pi'oljléme  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  algébrique  que 
l-agrange  ajjprend  à  former;  cette  équation  n'a  jamais  de  racines  imagir\aires, 
mais,  coMlrairemeiit  aux  allirmalioiis  di'  l'illustre  géomètre,  elle  peiii  très 
bien  avoir  des  racines  égaies.  C'est  ce  que  nous  mettrons  en  évidence  en 
suivant  une  méthode  de  réduction  des  formes  quadratiques  qui  est  due  à 
M.  Kronecker. 
(".onsidérons  deux  formes  quaiirali(iues  bomogènes 


(') 


l  /  =  «M  ■^f  -l-  ••*  «lî'^i  ■'■!-+-.•  •  •  =  V  V  n',4.,r, .r/i, 

< 


ijui  dépendent  de  /;  variables  x,,  .i\,  . . .,  .r„.  La  formule 

/,/—  9  =  V  V  (/.rt,^.—  /'M  ) .f, -r^i-, 

où  7  désigne  une  constante  qui  peut  iirendie  toutes  les  valeurs  possil.des, 
délinira  ce  que  nous  appellerons,  a\ec  \L  ki'oneeker,  w\  faisceau  ite  formes 
'/uadralii/ites.  L'é<|nalion  algébriiiue 


(2) 


?.a,,  —  /'ji       "/.«j5  -  -  Ij,,       ...       Idin  ■      /'i« 
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détermine,  comme  on  sait,  les  valeurs  de  1  pour  lesquelles  la  forme  quadra- 
tique >./ —  9  se  réduit  à  une  somme  composée  de  moins  de  n  carrés  ;  celle 
équation  ne  sera  jamais  vérifiée  identiquement  si  la  forme/,  par  exemple, 
a  son  déterminant  dilTérenl  de  zéro. 

Cela  posé,  nous  commencerons  par  étalilir  le  lenime  suivant  : 
Appelons,  suivant  l'usage,  forme  déjinie  toute  fonction  quadratique  de  a 
variables  qui  est  réductible  à  une  somme  de  n  carrés  tous  de  même  signe,  et 
qui,  par  suite,  ne  peut  s'annuler  que  si  l'on  attribue  des  valeurs  nulles  à 
toutes  les  variables  dont  elle  dépcml.  Nous  allons  montrer  que,  si  l'équa- 
tion (2)  a  une  seule  racine  imaginaire,  il  est  impossible  que  la  forme  quadra- 
tique /,  ou  toute  autre  forme  du  faisceau,  soit  une  forme  définie. 

Soit,  en  effet,  >,)=3c-f-|3«  cette  racine   imaginaire  de  l'équation   (■!);   la 
forme  quadratique 

sera  une  somme  composée  de  moins  de  n  carres.  On  pourra  donc  écrire 

(3)      (a-t-  |3«-)/—  9  =  (J/1+  /;,)2h-  (  j,-h  iz^f  +  ...-^{y,^_^-\-iz„_„)\ 

ji,  5a.  désignant  des  fonctions  linéaires  réelles  des  variables  x^,  x,,  . . .,  .c„. 
Si  l'on  égale  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  dans  les  deux  mem- 
bres, on  aura 

P/=2)-,J|         M-  2/2=2        -h...4-2/„^pJ„_^, 


^/-9=yl-^l+il--î+--  -+71- 

et,  par  conséquent, 

V-  <p  =  (>.  -  a  )/  +  a/-  9  =  V  (  yj 


„2 


On  peut,  évidemment,  donner  à  celle  équation  la  forme  suivante 

If-^  9  =y|  {fi  -  w,;,)  (yi  +  ^ 

les  constantes  /«,  étant  toutes  réelles.  La  fonction  If—  9  s'annulera  donc  si 
l'on  pose,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  /, 

(4)  7,  — /?(,5,  =  0. 

Les  équations  ainsi  obtenues  sont  en  nombre  inférieur  à  n;  elles  sont 
linéaires  par  rapport  aux  variables  xi,  . . .,  x,,;  et,  de  plus,  tous  leurs  coeffi- 
cients sont  réels.  Il  sera  donc  possible  d'y  satisfaire  par  des  valeurs  réelles 


V9V  Non:  S. 

(k-  .*',,  ./•; r„  (|(ii  ne  soieiil  p;is  louU'S  nulles,  l'ar  stiiic,  la  l'orme  >./'  — 9, 

s'uiinulant  par  des  valeurs  réelles  des  variables  Indépendantes  qui  ne  sont 
pas  loules  nulles,  ne  pourra  èlre  une  forme  déjiine,  quelle  (|uc  soil  d'ailleurs 
la  Mileiir  :ilhiliiiéc  à  /. 

Si  l'on  veut  démontrer  ce  résultat  pour  la  forme  /  seulement,  on  pourra 
lépéter  le  raisoiuiement  précédent  en  substituant  au  système  (^  )  les  équa- 
tions suivantes  : 

.)i  =  o. 

On  coiiilui  immédiatement  de  la  proposition  précédente  que,  si  un  faisceau 
(le  formt's  (luadraliijues  contient  une  seule  forme  définie,  rci/uation  en  '/.  rela- 
lite  à  ce  faisceau  a  nécessairement  toutes  ses  racines  réelles. 

C'est  ce  qui  aura  lieu,  eu  particulier,  si,  comme  nous  le  supposerons  dans  la 
siiiie,/est  uni'  l'orme  ddiuie. 

D'après  cela,  soil  A- une  racine,  nécessairement  réelle,  de  l'équation  (?).  La 
l'onction  quadratique  /./   -  o  jiourra  être  ramenée  à  la  ffirme 

( 5 )  /■/  —  o  =  a , .z'f  -(-  rtj .r j=  -t- . . .  -T-  «p  J'); , 

.r'i,    r',,    .  .  .  ,    jt'i,  désignant   des    fonctions   linéairement    iridépeudanles   de 

,^■ x„,  et  /'  étani  an  plus  é;ral  à  //   -  i. 

On  peut  adopler  comme  nouvelles  variables  indépendantes  .r,,  .r^,  .  .  .,  r^, 
et  les  substituer  à  un  nombre  égal  des  varialiles  primitives.  Si,  par  exemple, 
on  peut  déduire  des  formules  (|ui  expriment  .r\,  ....  x'^,  les  valeurs  de  x,, 
./•j,  ....  .Tp,  on  clioisira  comme  nouvelles  variables  indépendantes 

On  aura  alors 

(6)  /=F(.r',,x„...,av)-f-U  j"^"  "^^ '"'' j  -(-a>(.r^^, r„), 

F  désignant  la  parlic  cpii  contient  les  seules  variables  r],  |t  celle  qui  contient 
les  pi'odnils  des  variables  .r,  par  les  variables  ■'■/,  et  «I>  celle  qui  ne  renferme 
que  les  variables  ./'x.  Pour  réduire  enrort»  l'expression  de/,  nous  nous  a|)puie- 
rons  sur  la  reniarfiue  suivante. 

Kianl  donni''<'  une  forme  définie  de  //  variables  i,,  .r,,  .  .  . ,  .r„,  si  l'on  annule 
un  certain  nouibr-e  des  variables.  .»",,,.|,  ...,  .'„  |iar  exempli',  il  reste  une 
l'oi'me  délinie  des  variables  ./•,,  .r,, i-,,. 

En  effet,  si  celle  forme  n'était  pasdelinie,  elle  s'aiumliriil  pour  des  valeurs 
des   variables  ./•,,    /•,,  i|Mi  nr  seraient   pa^  loutes  nidies:  et   l'un  de  ces 
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systèmes  de  valeurs,  combiné  avec  les  valeurs  nulles  des  variables  suivantes 
Xp+i,  . . .,  -i',,,  annulerait  la  forme  priniilive,  qui,  contrairement  à  l'hypothèse, 
ne  serait  pas  définie. 

11  résulte  de  la  remarque  précédente  que,  ilans  l'expression  ((3)  de/,  les 
parties  F  et  <t  sont  des  formes  définies  par  rapport  aux  variables  dont  elles 
dépendent.  On  pourra  donc  réduire  <I>  à  une  somme  de  carrés 


tous  de  même  signe,  positifs  par  exemple  si  la  forme  /  est  positive,  où  les 
x\,j^^,  ...,  x',i  désignent  des  fonctions  indépendantes  de  ^^,,+1,   ...,  x,i  que 
nous  substituerons  à  ces  dernières  variables. 
Alors  la  partie  B  prendra  la  forme 

P,j^i P„  étant  des  fonctions  linéaires  de  -r'^,  . .  .,  .r'i,\  et  /'pouri'a  s'écrire 

/=(-«'„+i -t-I%+l)'^-•••-+-(■<  +  l^,)'+/l(■l^',,■2^;, . .., x-;,). 

Si  nous  introduisons  enfin  les  nouvelles  variables 

nous  obtiendrons  celte  expression  définitive  dey 

(7)  fz=ix]f^^-\-...-\-x",f-^f^(.v\,x.,,  ...,./•;,); 

et,  d'après  une  remari[ue  déjà  faite,  /,  sera  encore  une  forme  définie  des 
variables  dont  elle  dépend. 

L'équation  (5)  nous  permet  de  calculer  9  et  nous  donne 

(8)  ^-^f;{x]f^^-^-...-^jc",f)  -\-vf^(r\,x,,  ...,.rp), 
9,  désignant,  pour  abréger,  la  fonction  qua(lrali(iue 

kfi{x\,  .  ..,x'p)  —a^x'^^.  .  .  —  a,,x'^-, 

qui  dépend  exclusivement  des  variables  x\.  . .  .,  x'^,. 

Toutes  les  hypothèses  faites  au  début  s'appliquent  maintenant  aux  deux 
formes /i  et  9,,  qui  sont  analogues  à/et  à  o,  mais  qui  dépendent  d'un  moins 
grand  nombre  de  variables.  On  pourra  donc  appliquer  de  nouveau  à  ces  deux 
formes  la  méthode  que  nous  avons  suivie,  et  continuer  de  la  môme  manière 


vnc  nom;  s. 

jus(|ii'ii  ce  (]iic  l'on  ail  (•iiuisi-  loiitcs  les  variables.  Le  résnliat  liiial  est  évidem- 
ment le  suivant  : 

On  l'cut  liiujours  exprimer  tes  deux  formes  <jua</riili(jiies  /  el  o  (/c  tu 
manière  suivante 

I  =  n 

I  =  1 

les  ijuatUitès  t,  étant  des  Jonctions  linéaires,  réelles  et  indépendantes  des 
variables  primitives,  el  les  constantes  aj  étant  les  racines  nécessairement 
réelles,  mais  égales  ou  inégales,  de  l'équation  (2). 

La  proposition  précédente  joue  un  rôle  capital  dans  un  grand  nombre 
d'applications.  Considérons,  en  particulier,  le  problème  des  oscillations  inli- 
nimeiil  petites;  la  métliode  suivie  par  r.agranjze  revient  à  exprimer  toutes 
les  variables  dont  dépend  la  iMisiiinii  du  syslrme  eu  rmiction  de  variables 
nouvelles 

(|ui  seront  indépendantes  et  qui  seront  toutes  iiidics  dans  la  position  d'équi- 
lil)re.  D'après  cela,  si  l'on  suppose  que  tous  les  corps  soient  très  voisins  de 
leur  |iositioii  d'é(|uiiibre  et  que  les  vitesses  imprimées  à  ces  corps  soient 
aussi  infminient  petites,  toutes  les  variables  précédentes  seront  très  petites, 
et  il  en  sera  de  même  de  leurs  dérivées 

("alculons  la  demi-force  vive  T  et  la  ronclion  des  forces  \',  eu  les  réduisant  à 
leurs  termes  de  moindre  dimension.  On  aura 

T=/(;'i.i- 4J. 

/désignant  une  forme  (piadratlipie  des  dérivées  ç ,  i„  qui.  par  sa  na- 
ture, sera  une  forme  définie. 

Ouanl  à  la  fonction  des  forces,  si  l'on  désigne  par^'oSa  valeur  dans  la  posi- 
tion d'i'qnililirc,  on  aura 

9  désignani  une  forme  (|iiadrali<|ue  des  variables  ix,  ....  i„. 
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Appliquons  la  méthode  de  M.  Kronecker  aux  deux  fonctions 

nous  pourrons,  par  une  même  substitution  linéaire  à  coefficients  constants, 
les  réduire  aux  formes  simples 

/  =  Il 

1=1 
i:=  Il 

9  =  \  «,•/;•  • 
1=1 

Les  quantités  «,  seront  les  racines  de  l'équation  en  À  relative  au  faisceau 
1  / —  9;  elles  seront  toutes  positives  si  la  fonction  des  forces  est  un  minimum 
dans  la  position  d'équilibre. 

Les  variables  ;,  et;;  se  transformant  de  la  même  manière  quanti  on  applique 
une  substitution  linéaire,  on  aura  nécessairement 


t—  n 

T 

/=  1 


t  :=  n 


et,  par  suite,  les  équations  de  Lagrange  (p.  3-]^)  deviendront  ici 


dû 


-i-aifi  =  o     (i=  I,  2,  .  .  .,  n) 


Les  quantités  «,,  qui  sont  toujours  réelles,  pourront  cependant  defenir 
égales,  comme  nous  l'avons  établi  plus  haut.  Néanmoins,  le  résultat  essentiel 
indiqué  par  Lagrange  subsistera  encore  :  si  la  fonction  des  forces  est  un  mi- 
nimum dans  la  position  d'équilibre,  les  constantes  a,  seront  toutes  positives, 
et  les  intégrales  des  équations  différentielles  précédentes  ne  contiendront 
Jamais  le  temps  en  dehors  des  signes  sinus  ou  cosinus. 
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